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Äîáðûé äåíü äîðîãèå ÷èòàòåëè. Õî÷ó ïîäåëèòñÿ îäíèì ìîèì ñëó÷àéíûì îòêðûòèåì.

Íå áóäåì òÿíóòü êîòà çà õâîñò, ïîåõàëè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîìÆåãàëêèíà.

Ïóñòü ýòî áóäåò P (x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2 + 1. Òóò çíàê ñëîæåíèÿ

ýòî îïåðàöèÿ èñêëþ÷àþùåãî "ÈËÈ" (îïåðàöèÿ xor). Íàéäåì äëÿ ýòîãî ïîëèíîìà

òàáëèöó èñòèííîñòè

x1 x2 x3 x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2 + 1

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Çàïîìíèì òå çíà÷åíèÿ x1, x2, x3 ïðè êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ êîëîíêà ïðèíèìàåò íóëåâîå
çíà÷åíèå. Ïëþñ òóäà æå äîáàâèì íóëåâîé âåêòîð (0, 0, 0), îí îòâå÷àåò çà ñâîáîäíûé

÷ëåí ïîëèíîìà, â íàøåì ñëó÷àå îí íå íóëåâîé. Ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî

{(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1)}.

Ïî ýòîìó ìíîæåñòâó ïîñòðîèì ïîëèíîì, ãäå êàæäûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò îäíî÷ëåíó

ïîëèíîìà è ýëåìåíò âåêòîðà ñîîòâåñòâóåò ïåðåìåííîé. Åñëè ýëåìåíò âåêòîðà ðàâåí

åäèíèöå, òî ïåðåìåííàÿ åñòü â îäíî÷ëåíå. Íóëåâîé âåêòîð, êàê ÿ è ïèñàë ðàíåå,

ñîîòâåñòâóåò ñâîáîäíîìó ÷ëåíó. È òàê, ïîëó÷àåì P ∗(x1, x2, x3) = x1x3 + x2 + 1. Íó
è ïîñëåäíèé øòðèõ, ïî ýòîìó ïîëèíîìó ñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè.
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x1 x2 x3 x1x3 + x2 + 1

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

Êàê è ðàíåå, ïîñòðîèì ïî íóëÿì è íóëåâîìó âåêòîðó ïîëèíîì. È âîò ÷óäî, îí

ñîâïàäàåò ñ íàøèì èñõîäíûì ïîëèíîìîì P (x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2 +1.
Â ÷åì ïðåëåñòü ýòîé íàéäåííîé çàêîíîìåðíîñòè? Ïî ñóòè ýòî îäèí èç ñàìûõ

ïðîñòûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëèíîìà èç òàáëèöû èñòèííîñòè. Íàì íóæíî

ïðîñòî íàéòè íóëè ïîëèíîìà ïîñòðîåííîãî ïî çàäàííîé òàáëèöå èñòèííîñòè. Äàæå

ïåðâîêëàøêà ñïðàâèòñÿ.

Åùå îäíî íåìàëî âàæíîå ñâîéñòâî íàéäåííîé çàêîíîìåðíîñòè - ýòî ñâÿçü ìåæäó

îäíî÷ëåíàìè ïîëèíîìà è åãî íóëÿìè. Íà îñíîâàíèè íóëåé ïîëèíîìà P ìû ïîñòîðîèëè

ïîëèíîì P ∗. Ïðè ýòîì ïî íóëÿì P ∗ îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ ïîëèíîì P . Âîò âàì è

êðóãîâîðîò ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà.

Äàëåå ïåðåéäåì ê ôîðìàëèçàöèè. ßçûê àëãåáðû íåñêîëüêî ñóõ, åãî ìîãóò ðàçáàâèòü

òîëüêî ïðèìåðû ëèáî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðèòàöèÿ. Ïî âîçìîæíîñòè, ÿ áóäó ýòèì

ïîëüçîâàòüñÿ.

Îáùèé âèä ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

P (x1, ..., xn) = a+
∑

1≤i1<...<ik≤n, 1≤k≤n

ai1,...,ikxi1 · . . . · xik , a, ai1,...,ik ∈ {0, 1}, (1)

ãäå çíàê "+" îçíà÷àåò èñêëþ÷àþùåå "èëè" (îïåðàöèÿ xor), à óìíîæåíèå - îïåðàöèÿ
êîíúþíêöèè.

Â äàëüíåéøåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, âåçäå ãäå ìû óïîìèíàåì ïîëèíîì ìû

ïîäðàçóìåâàåì ïîëèíîì Æåãàëêèíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç En
2 = {0, 1}n, ò.å. ýòî ìíîæåñòâî íàáîðîâ n ìåðíûõ íàáîðîâ

âåêòîðîâ ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 ëèáî 1.
Ïîä îïåðàöèåé êîíúþíêöèè ∧ íàä äâóìÿ âåêòîðàìè áóäåì ïîíèìàòü îïåðàöèþ

ïîáèòîâîé êîíúþíêöèè (óìíîæåíèÿ) ýëåìåíòîâ ñ ðàâíûìè èíäåêñàìè.

Ïðèìåð 1. (1, 1, 1, 0, 0) ∧ (0, 1, 1, 1, 1) = (0, 1, 1, 0, 0).

Â íà÷àëå ñòàòüè ïðèâåäåí ïðèìåð â êîòîðîì ïî íàáîðó âåêòîðîâ ñòðîèòñÿ ïîëèíîì

è îáðàòíî ïî ïîëèíîìó ñòðîèòñÿ íàáîð âåêòîðîâ. Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ

ïîëèíîìà ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó âåêòîðîâ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð âåêòðîâ {Vi = (vi1, . . . , v
i
n) ∈ En

2 }mi=1. Íóëåâîé

âåêòîð â íàáîðå ñîîòâåñòâóåò ñâîáîäíîìó ÷ëåíó ïîëèíîìà (êîýôôèöèåíò a, ñì. ôîðìóëó
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(1)), åñëè îí ïðèñóòñòâóåò â íàáîðå òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâíåí åäèíèöå. Åñëè íóëåâîãî

âåêòîðà íåò òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ. Êàæäûé âåêòîð íàáîðà ñîîòâåòñòâóåò

îïðåäåëåííîìó îäíî÷ëåíó ïîëèíîìà. Åñëè ýëåìåíò vil ðàâåí åäèíèöå, òî ýòî çíà÷èò

÷òî â i- ì îäíî÷ëåíå ïðèñóòñòâóåò ïåðåìåííàÿ xl, ãäå l ∈ 1 . . . n. Ìíîæåñòâî {Vi}mi=1

íàçîâåì ìíîæåñòâîì îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà.

ÏóñòüQ - ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà. Ñîïðÿæåííûì íóëåâûì

ìíîæåñòâîì ïîëèíîìà áóäåì íàçûâàòü îáúåäèíåíèå Q ñ íóëåâûì âåòîðîì (0, . . . , 0)
åñëè ñâîáîäíûé ÷ëåí ïîëèíîìà ðàâåí åäèíèöå. Åñëè ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ,

òî áåðåòñÿ ïðîñòî ìíîæåñòâî Q.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü P - ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì, P ∗ - ïîëèíîì ïîñòðîåííûé ïî ñîïðÿæåííîìó

íóëåâîìó ìíîæåñòâó ïîëèíîìà P . Òîãäà ñîïðÿæåííîå íóëåâîå ìíîæåñòâî P ∗

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà P .

Ïóñòü {Vi = (vi1, . . . , v
i
n) ∈ En

2 }
mv
i=1 - ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ P . {Qj = (qj1, . . . , q

j
n) ∈

En
2 }

mq

j=1 - ñîïðÿæåííîå íóëåâîå ìíîæåñòâî P .
Óïðîñòèì ôîðìóëû ñ èíäåêñàìè. Â äàëüíåéøåì, åñëè óêàçûâàåòñÿ èíäåêñ i

òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÷òî îí ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî mv è îòíîñèòñÿ ê

ìíîæåñòâó îäíî÷ëåíîâ P . Àíàëîãè÷íî, j ∈ 1 . . .mq è îòíîñèòñÿ ê ñîïðÿæåííîìó

íóëåâîìó ìíîæåñòâó ïîëèíîìà P .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî äëÿ ëþáîãî i ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

P ∗(Vi) = 0. (2)

Íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî òå Qj äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Qj ∧ Vi = Qj . Â ñëó÷àå åñëè ó íàñ Qj ∧ Vi ̸= Qj òîãäà çíà÷åíèå îäíî÷ëåíà P ∗
j

ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó Qj â òî÷êå Vi ðàâíî íóëþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî êîëè÷åñòâî îäíî÷ëåíîâmq (êîëè÷åñòâî îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà

P ∗) ÷åòíîå ïðè íóëåâîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå P è íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïðè ñâîáîäíîì

÷ëåíå ðàâíîì åäèíèöå.

Îäíî÷ëåí ñîîòâåòñòâóþùèé Qj â òî÷êå Vi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

P ∗
j (v

i
1, . . . , v

i
n) =

(
vi1

)qj1 · . . . · (vin)qjn . (3)

Íåðàâåíñòâî Qj∧Vi ̸= Qj îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò k ïðè êîòîðîì qjk = 1 è vik = 0,

1 ≤ k ≤ n. Ñîîòâåñòâåííî,
(
vik

)qj
k = 0 è â ìåñòå ñ ýòèì íàø îäíî÷ëåí òàêæå ðàâåí

íóëþ.

Ãåîìåòðè÷åñêè Qj ∧ Vi = Qj âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü Q1 = (0, 0, 1, 1) è Vi = (1, 1, 1, 0). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3)

P ∗
1 (1, 1, 1, 0) = 10 · 10 · 11 · 01 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå P ∗
1 (x1, x2, x3, x4) = x3x4. Ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò

P ∗
1 (1, 1, 1, 0) = 1 · 0 = 0.

Ïóñòü òåïåðü Q1 = (0, 0, 1, 1) è Vi = (1, 1, 1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå P ∗
1 (1, 1, 1, 1) = 1.

Ïîäñ÷èòàåì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ îäíî÷ëåíîâ P ∗
j ðàâíûõ åäèíèöå

â òî÷êå Vi. Äîïóñòèì ó âåêòîðà Vi êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî Ni.

Êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ V ∈ En
2 òàêèõ ÷òî V ∧ Vi = V ðàâíî 2Ni − 1.

Ýòî íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, íóæíî óáðàòü âñå íóëåâûå ýëåìåíòû â âåêòîðå Vi, îñòàíåòñÿ

âåêòîð ðàçìåðíîñòè Ni. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ ïîáèòîâî ìåíüøèõ (êðîìå íóëåâîãî)

ýòîãî âåêòîðà è åñòü èñêîìîå êîëè÷åñòâî.

È òàê, íàì íóæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2) äëÿ ëþáîãî Vi ïðè

óñëîâèè Qj ∧ Vi = Qj .

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ 1 . . . n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Vk ∧ Vi ̸= Vk. Åñëè

ãîâîðèòü ïðîñòûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò èíäåêñ l ∈ 1 . . . n òàêîé ÷òî vkl = 1 è vil = 0.
Äëÿ òàêèõ âåêòîðîâ Pk(Q) = 0 ïðè óñëîâèè Q ∧ Vi = Q, ãäå Q = (q1, . . . , qn) ∈
En

2 . Ïîêàæåì ýòî. Ó íàñ ñóùåñòâóåò l ïðè êîòîðîì vil = 0, ýëåìåíòû âåêòîðà Q
ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå åäèíèöû òîëüêî òàì ãäå ýëåìåíòû Vi ðàâíû åäèíèöå,

ñëåäîâàòåëüíî qil = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, Vk ∧ Q ̸= Vk è êàê ñëåäñòâèå Pk(Q) = 0.
Íàãëÿäíî ýòî âèäíî íà ðèñóíêå:

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä ÷òî îäíî÷ëåíû Pk íå âëèÿþò íà íóëè P ïîñêîëüêó âñåãäà

ðàâíû íóëþ ïðè óñëîâèè Qj ∧ Vi = Qj . Ïîýòîìó ìû ìîæåì èõ óáðàòü èç ïîëèíîìà

P .
Äàëåå ìû ïîñòåïåííî áóäåò ñòðîèòü ïîëèíîì P íà÷èíàÿ ñ îäíî÷ëåíà Pi äîáàâëÿÿ

âñå îñòàâøèåñÿ ïîëèíîìû. Pi ðàâåí åäèíèöå äëÿ âñåõQ ∈ En
2 ïðè óñëîâèè Vi∧Q = Vi.

È ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî Q∧Vi = Q ïîëó÷àåì ÷òî Pi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöû òîëüêî

â òî÷êå Vi. Íà òåêóùåì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ P êîëè÷åñòâî íóëåé ðàâíî ÷åòíîìó ÷èñëó

2Ni − 2, ãäå Ni - êîëè÷åñòâî åäèíèö â âåêòîðå Vi.

Îñòàëîñü äîáàâèòü îñòàâøèåñÿ ïîëèíîìû äëÿ êîòîðûõ Vk ∧ Vi = Vk. Ïóñòü Q ∈
En

2 è Q ∧ Vi = Q. Ó âåêòîðà Q åäèíè÷íûå ýëåìåíòû âîçìîæíû òîëüêî íà òåõ

ïîçèöèÿõ ÷òî è ó Vi òîëüêî ñ ìåíüøèì ëèáî ðàâíûì êîëè÷åñòâîì. Äàëåå îäíî÷ëåí

Pk(Q) ðàâåí åäèíèöå òîëüêî ïðè óñëîâèè Vk ∧Q = Vk. Òóò ó âåêòîðà Vk åäèíè÷íûå

ýëåìåíòû âîçìîæíû òîëüêî íà òåõ ïîçèöèÿõ ÷òî è ó Q òîëüêî ñ ìåíüøèì ëèáî
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ðàâíûì êîëè÷åñòâîì. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òàêèõ Q áóäåò ðàâíî 2Ni−Nk , ãäå Ni, Nk

- êîëè÷åñòâî åäèíèö ó âåêòîðîâ Vi è Vk. Íàãëÿäíî ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Ñîáåðåì âñå äåòàëè íàøåãî êîíñòðóêòîðà. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òå íóëè

ïîëèíîìà P êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó Qj ∧ Vi = Qj . Íóæíî ïîêàçàòü ÷òî

èõ ÷åòíîå êîëè÷åñòâî, òîëüêî â ýòèõ îäíî÷ëåíàõ P ∗
j (Vi) ðàâíû åäèíèöå.

Ó Pi êîëè÷åñòâî íóëåé 2Ni − 2. Vk äëÿ êîòîðûõ Vk ∧ Vi ̸= Vk ìû íå ó÷èòûâàåì.

Ó êàæäîãî Vk äëÿ êîòîðîãî Vk ∧ Vi = Vk êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâíî 2Ni−Nk . Ïîëèíîì

Pi + Pk áóäåò ñîäåðæàòü ÷åòíîå êîëè÷åñòâî íóëåé, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî åäèíèö

êîòîðîå âëèÿþò íà îáëàñòü çíà÷åíèé Pi ïðè ïðèáàâëåíèè Pk ÷åòíîå. Íè÷òî íàì

íå ìåøàåò ïðèáàâèòü âñå îñòàâøèåñÿ Vk äëÿ êîòîðûõ Vk ∧ Vi = Vk. Ïîëó÷èâøèéñÿ

ïîëèíîì ñîâïàäàåò ñ P â òî÷êàõ Q∧Vi = Q è ñîäåðæèò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñòîéòå, ïîñëåäíèé øòðèõ. ß òóò ïî÷òè çàáûë ïðî íåíóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí

ïîëèíîìà P . Äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ. Ó Pi êîëè÷åñòâî íóëåé 2Ni − 2. Ó Pi + 1
îäèí òîëüêî íîëü â òî÷êå Vi. Êàæäîå Vk äëÿ êîòîðîãî Vk ∧ Vi = Vk ïðèáàâëÿåò

ê îáëàñòè çíà÷åíèé ÷åòíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî íóëåé

ïðè íåíóëåâîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå P ðàâíî íå÷åòíîìó êîëè÷åñòâî. Óõ, òåïåðü òî÷íî

âñå. Îòäûõàåì!

gantsevsn@gmail.com
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