
ÓÄÊ 517.53, 517.54

ÎÄÈÍ ÌÅÒÎÄ ÎÖÅÍÊÈ ÌÎÄÓËÅÉ ÒÅÉËÎÐÎÂÑÊÈÕ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÏÎÄ×ÈÍ�ÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ.

Ñòóïèí Ä. Ë.
Òâåðü

Èçëàãàåòñÿ ìåòîä îöåíêè ìîäóëÿ òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà ñ ëþ-
áûì íîìåðîì n íà êëàññàõ ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé. Îáñóæäàåòñÿ ïðè-
ìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà íà êëàññå îãðàíè÷åííûõ íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü
íà åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé.

A method of estimation of the modulus of the Taylor coe�cient with any
number n on classes of subordinate functions is presented. We discuss the
application of this method to the class of bounded nonvanishing in the unit
disc functions.
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1. Ìåòîä ïîä÷èíåíèÿ

Îòêðûòûé åäèíè÷íûé êðóã, òî åñòü ìíîæåñòâî {z : |z| < 1, z ∈ C} áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∆, à çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã ñèìâîëîì ∆̄.

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N.
×åðåç Ω0 îáîçíà÷èì êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ,

÷òî |ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0.
Ïóñòü ôóíêöèè F (z) è f(z) ãîëîìîðôíû â ∆. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ïîä-

÷èíåííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè F (z), åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå

f(z) = F (ω(z)), (1)

ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ F (z) áóäåì íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ ôóíêöèè f(z) â ∆.
Âîçüì¼ì íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ ãîëîìîðôíóþ â ∆ ôóíêöèþ F. Êëàññ, ñî-

ñòîÿùèé èç ôóíêöèé f(z) = F (ω(z)), ω ∈ Ω0 îáîçíà÷èì ÷åðåç MF . ßñíî, ÷òî {f}n
çàâèñèò îò {ω}k, k = 1, . . . , n. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (1) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè
âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, òî

{f}n = {F}1{ω}n + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n. (2)

Ïîíÿòèå ïîä÷èíåíèÿ âîñõîäèò ê Å. Ëèíäåë¼ôó [1], òåðìèí áûë ââåä¼í Ä. È. Ëè-
òëüâóäîì [2] è Â. Ðîãîçèíñêèì [3], îíè æå ðàçðàáîòàëè ìåòîä è ïîëó÷èëè ñ åãî
ïîìîùüþ íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû.
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2 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ëåãêî íàõîäèòü îöåíêè ïåð-
âîãî è âòîðîãî êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå ôóíêöèé f(z), ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè
F (z). Èçâåñòíî, ÷òî

{f}0 = {F}0, |{f}1| ⩽ |{F}1|, |{f}2| ⩽ max(|{F}1|, |{F}2|);

âñå îöåíêè òî÷íûå [3] è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ F â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííîé z.

Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâî-
äÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ÷åðåç å¼ òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, íà å¼ îñíîâå ñôîðìèðîâàëàñü,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà, èìåþùàÿ ïåðñïåêòèâíûå ïðèëî-
æåíèÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñîëèòîíèêå, êîí-
ôîðìíîé, êàëèáðîâî÷íîé è ñòðóííîé òåîðèÿõ ïîëÿ).

2. Ïîñòàíîâêà è ñâåäåíèå çàäà÷è ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è ìîòèâèðóåòñÿ ôîðìóëîé (2). Îäíàêî çäåñü ìû âðåìåí-
íî àáñòðàãèðóåìñÿ îò ñìûñëà, ñòîÿùåãî çà ýòîé ôîðìóëîé. Ôèêñèðóåì n ∈ N.

Ïîëîæèì íàì èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà aj ∈ C, j = 1, . . . , n, ÷òî

|a1{ω}nx+ a2{ω2}nx2 + . . .+ an{ωn}nxn| ⩽ 1, ω ∈ Ω0, x ∈ ∆̄, (3)

è íàì íåîáõîäèìî ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà (3) îöåíèòü âûðàæåíèå

|b1{ω}n + b2{ω2}n + . . .+ bn{ωn}n|, ω ∈ Ω0, bj ∈ C. (4)

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ xk ∈ ∆̄ íàé-
äóòñÿ êîýôôèöèåíòû βk ∈ C òàêèå, ÷òî

n∑
k=1

βk

n∑
j=1

aj{ωj}nxjk =

n∑
j=1

bj{ωj}n, (5)

òî ïåðåïèñàâ (5) â âèäå

n∑
j=1

aj{ωj}n
n∑
k=1

βkx
j
k =

n∑
j=1

bj{ωj}n

è ñîáðàâ êîýôôèöèåíòû ïðè {ωj}n

aj{ωj}n
n∑
k=1

βkx
j
k = bj{ωj}n, j = 1, . . . , n.

ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

aj

n∑
k=1

xjkβk = bj , j = 1, . . . , n, (6)

ãäå βk ∈ C � íåèçâåñòíûå, à xk ∈ ∆̄ � ïàðàìåòðû, k = 1, . . . , n.
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3. Çàìå÷àíèÿ

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî (5) âåðíî äëÿ ëþáîé ω ∈ Ω0, ïðè ôèêñèðîâàííûõ βk, xk, aj ,
bj . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî çäåñü èìååò ñìûñë áðàòü xk ̸= xj , k ̸= j, èíà÷å ìû ïîëó÷èì
ìåíüøå ÷åì n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ñòîèò åù¼ óïîìÿíóòü, ÷òî xk ̸= 0,
k = 1, . . . , n, èíà÷å ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n− 1 óðàâíåíèÿ, à íå èç n.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (ñì. ôîðìóëó (3)):

p(x) := a1{ω}nx+ a2{ω2}nx2 + . . .+ an{ωn}nxn, q(x) :=
p(x)

x
.

Òàê êàê ïîëèíîì p óäîâëåòâîðÿåò ëåììå Øâàðöà, òî |p(x)| ⩽ |x| è ñëåäîâàòåëüíî
|q(x)| ⩽ 1, x ∈ ∆̄. Ñòàëî áûòü,

|q(x)| = |a1{ω}n + a2{ω2}nx+ . . .+ an{ωn}nxn−1| ⩽ 1, ω ∈ Ω0, x ∈ ∆̄. (7)

Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó,
íåñêîëüêî îòëè÷àþùóþñÿ îò ñèñòåìû (6)

aj

n∑
k=1

xj−1
k αk = bj , j = 1, . . . , n, (8)

ãäå αk ∈ C � íåèçâåñòíûå, à xk ∈ ∆̄ � ïàðàìåòðû, k = 1, . . . , n.

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (3) è (7) ñòîèò 1. Îòìåòèì, ÷òî ýòî íèêàê íå
óìåíüøàåò îáùíîñòè íàøèõ ðàññóæäåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðàñïîëàãàåì
íåðàâåíñòâîì |u(x)| ⩽ c, c > 0, òî ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåéòè îò ýòîãî íåðàâåíñòâà
ê íåðàâåíñòâó |p(x)| ⩽ 1, ãäå p(x) = u(x)/c.

Åñëè {ωj}n = 0, òî óðàâíåíèå ñ íîìåðîì j ìîæíî îïóñòèòü. Àíàëîãè÷íî, êî-
ýôôèöèåíò aj ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà bj = 0. Ñòàëî
áûòü, åñëè aj = bj = 0, òî óðàâíåíèå ñ íîìåðîì j ìîæíî îïóñòèòü. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, âñåãäà ìîæíî íàéòè ïîëèíîì p òàêîé, ÷òî aj ̸= 0, j = 1, . . . , n. Íàïðèìåð,
åñëè aj = 1, j = 1, . . . , n, òî |{ω}nx+ {ω2}nx2 + . . .+ {ωn}nxn| ⩽ 1 ïðè÷¼ì îöåíêà
òî÷íàÿ. Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. [3], à òàêæå ïóíêò 8 íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Èòàê, ñ ó÷¼òîì âñåõ çàìå÷àíèé ìû ïîëó÷èëè äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

n∑
k=1

xjkβk =
bj
aj
, j = 1, . . . , n, (9)

è
n∑
k=1

xj−1
k αk =

bj
aj
, j = 1, . . . , n, (10)

ãäå αk, βk ∈ C � íåèçâåñòíûå, à xk ∈ ∆̄ � ïàðàìåòðû, k = 1, . . . , n.
Çàìåòèì, ÷òî αk è βk çàâèñÿò íå òîëüêî îò x1, . . . , xn, à òàêæå îò {F}1, . . . , {F}n,

è îò a1, . . . , an, íî ìû â äàëüíåéøåì èçëîæåíè íå áóäåì óêàçûâàòü ýòîãî ÿâíî, òàê
êàê ýòè âåëè÷èíû ìû çàôèêñèðîâàëè.

4. Îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òåîðåìà 1. Åñëè F (z) � ãîëîìîðôíàÿ â ∆ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N è äëÿ

ëþáîé f ∈MF èìååò ìåñòî îöåíêà

|{f}n| ⩽ min
xi∈∆̄, xi ̸=0,
xi ̸=xj , i̸=j,
i,j=1,...,n

n∑
k=1

|αk(x1, . . . , xn)| = min
|xi|=1,

xi ̸=xj , i ̸=j,
i,j=1,...,n

n∑
k=1

|αk(x1, . . . , xn)|, (11)

ãäå αk, k = 1, . . . , n, åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9) èëè ñèñòåìû (10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íàëîæåííûõ íàìè âûøå îãðàíè÷åíèÿõ (xi ̸= xj , i ̸= j) ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé (10), ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëè, èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå, òàê êàê îïðåäåëèòåëü dn å¼ îñíîâíîé ìàòðèöû åñòü îïðåäåëèòåëü
Âàíäåðìîíäà: dn =

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi). Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ñèñòåìó

óðàâíåíèé (9), òàê êàê å¼ îïðåäåëèòåëü åñòü x1 · . . . · xn · dn.

Èòàê,
n∑
j=1

bj{ωj}n =
n∑
k=1

αkq(xk), ñëåäîâàòåëüíî

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

bj{ωj}n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkq(xk)

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑
k=1

|αk||q(xk)| ⩽
n∑
k=1

|αk|,

òàê êàê ïî ïðåäûäóùåìó |q(x)| ⩽ 1 äëÿ ëþáîé ω ∈ Ω0 è äëÿ ëþáîãî x ∈ ∆̄.

Òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ p(x). Òàêèì îáðàçîì, âñïîì-
íèâ ôîðìóëó (2) è òî, ÷òî bj = {F}j , j = 1, . . . , n, ìû ïîëó÷èì îöåíêó (11).

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (11). Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìî-
äóëÿ |q(x)| äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà òîëüêî ïðè |x| = 1, òî åñòü |xk| = 1,
k = 1, . . . , n, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ îöåíêà (3) ïåðåñòàíåò áûòü òî÷íîé,
÷òî ñäåëàåò ãðóáîé è îöåíêó (11). ■

5. Ðåøåíèå ñèñòåì (9) è (10)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (9) è (10) â ÿâíîì âèäå ìû èñïîëüçóåì ìå-
òîä Êðàìåðà è ôîðìóëó äëÿ ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöó. Òåì íå ìåíåå,
ìîæíî äåéñòâîâàòü è ïî äðóãîìó, íàïðèìåð, â [15] åñòü ôîðìóëà äëÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà.

Äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (10) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü n ∈ N, i, j ∈ {1, . . . , n}, à ìíîæåñòâà Qijk � ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç n − j ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} \ {i},
çäåñü k ïðîñòî íîìåð ïîäìíîæåñòâà (k = 1, . . . , Cn−jn−1), òîãäà

αi(x1, . . . , xn) =

n∑
j=1

(−1)j−1
Cn−j

n−1∑
k=1

∏
m∈Qij

k

xm
bj
aj

n∏
γ=1
γ ̸=i

(xγ − xi)
. (12)
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Çàìåòèì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì ñóììû ñ íóëåâûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ ðàâíûìè
0, à ïðîèçâåäåíèÿ ñ íóëåâûì êîëè÷åñòâîì ñîìíîæèòåëåé ðàâíûìè 1.

Äëÿ ñèñòåìû (9) ðåçóëüòàò òàêîé: βi = αi(x1, . . . , xn)/xi, i = 1, . . . , n. Âñþ-
äó äàëåå ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9), íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî
âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (10) íåñêîëüêî ïðîùå, íî òàêæå åù¼ ïîòîìó,
÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ íóæíî èññëåäî-
âàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ |β1|+ . . .+ |βn| íà ìèíèìóì, íî βi ñîäåðæèò â çíàìåíàòåëå
ìíîæèòåëü xi, à |xi| ⩽ 1, i = 1, . . . , n, ÷òî áóäåò óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè ïðè |xi| < 1.

6. Ãèïîòåçà Êøèæà

Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷-
íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.

Â 1968 ã. ïîëüñêèé ìàòåìàòèê ßí Êøèæ ïðåäïîëîæèë [4, 5], ÷òî åñëè f ∈ B,
òî

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t
1−z
1+z , φ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞).

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü ãèïîòåçîé Êøèæà, à çàäà÷ó îá îöåíêå
|{f}n|, n ∈ N, íà êëàññå B � ïðîáëåìîé Êøèæà.

Ãèïîòåçà Êøèæà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ðÿäà ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî, â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ, îíà äîêàçàíà òîëüêî äî ïÿòîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷è-
òåëüíî [6]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå
ïðèñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â òîïîëîãèè
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâî ôóíêöèé.

Ïðèíöèï ïîä÷èíåíèÿ Ëèòëâóäà è Ðîãîçèíñêîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå
îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â êëàññåB [7, 8, 9, 11, 12]. Â ñëó÷àå ïðîáëåìû Êæèæà, òðóä-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëîæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ {F}k(t)
ôóíêöèè F (z, t).

Ïðîáëåìà Êøèæà èìååò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ïîëèíîìàìè Ëàããåðà, Ôàáå-
ðà, à òàêæå ñ ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, êîòî-
ðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [3] è ñ òåîðèåé
ïðîñòðàíñòâ Õàðäè [7]. Ïðîáëåìà Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n åñòü çà-
äà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá ýêñòðåìóìå
äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n − 3 äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ [14]. Çàäà÷è
íà ýêñòðåìóì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèëîæåíèÿ.

Êëàññ B ïîñðåäñòâîì êëàññà Ω0, ñâÿçàí ñ êëàññàìè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â
÷àñòíîñòè ñ êëàññàìè âûïóêëûõ è çâ¼çäíûõ ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâåííî è ïðîáëåìà
êîýôôèöèåíòîâ äëÿ B ñâÿçàíà c ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàñ-
ñîâ. Òàêæå èìåþòñÿ ïàðàëëåëè ìåæäó ãèïîòåçîé Êøèæà è òåîðåìîé Äå Áðàíæà
(ðàíåå ãèïîòåçîé Áèáåðáàõà). Êðîìå ãëóáîêèõ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â
òåîðèè ôóíêöèé, èìåþòñÿ ñâÿçè ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ [9], òåîðèåé
îïåðàòîðîâ è òåîðèåé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.
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Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé w (w = f(z)), òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ
f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü {f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð
t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä-
÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [3], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(ñì. òàêæå (1))

f(z) = e−t
1−ω(z)
1+ω(z) , ω ∈ Ω0. (13)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ω0 è Bt.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Ôàêòè÷åñêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì íàïðèìåð ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

7. Ïðèëîæåíèÿ ê ïðîáëåìå Êøèæà

Â ðàáîòå [14] ïîäðîáíî îïèñàíû òàê íàçûâàåìûå �àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè� êî-
ýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ Bt ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t. Èíòå-
ðåñíî, ÷òî ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, òî åñòü íå íóæäàþòñÿ â óëó÷øåíèè. Â
÷àñòíîñòè, â [14] ñêàçàíî, ÷òî íà÷èíàÿ ñ n = 3 èìåþòñÿ èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ
�àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè� ïîëó÷èòü íå óäà¼òñÿ:

n = 1 : ∅,
n = 2 : ∅,

n = 3 :

(
3

2
, 2 + 2

1
3 +

2
2
3

2

)
,

n = 4 : (3−
√
3, 6),

n = 5 : (1.129 . . . , 7.899 . . .),

n = 6 : (1.037 . . . , 9.785 . . .).

Îáîçíà÷èì íà÷àëüíûå òî÷êè ýòèõ èíòåðâàëîâ ÷åðåç t1(n), à êîíå÷íûå ÷åðåç t2(n).
Íà ýòèõ èíòåðâàëàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 è óòâåðæäå-

íèåì 1 ìîæíî ïðîâåñòè ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü îöåíêè
äëÿ |{f}n|, n = 1, . . . , 6, íà êëàññàõ Bt. ×èñëåííûé ìåòîä è îáîñíîâàíèå êîððåêòíî-
ñòè òàêîãî ïîäõîäà äàíû â ðàáîòå [14]. Òàêæå â ðàáîòå [14] ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíûé îáçîð ïî ñîñòîÿíèþ äåë â âîïðîñå îá îöåíêå ìîäóëåé íà÷àëüíûõ òåé-
ëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðîáëåìå Êøèæà.

Â ðàáîòå [14] ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ |{f}n|, n = 1, . . . , 6,
íà êëàññàõ Bt. Îäíàêî, íà óêàçàííûõ âûøå èíòåðâàëàõ îíè ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì
ìåòîäîì, ïðè÷¼ì ñ íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ïîýòîìó âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ãè-
ïîòåçû Êøèæà ïðè n = 6 îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû ñòàòüè [14]
ãîâîðÿò â ïîëüçó ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Êøèæà ïðè n = 1, . . . , 6.

Â ðàáîòå [9] îïèñàííûì çäåñü ìåòîäîì ñäåëàí âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû
Êøèæà ïðè n = 4, à â ñòàòüå [6] òåì æå ìåòîäîì ñäåëàí âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè
ãèïîòåçû Êøèæà ïðè n = 5. Î òîì ïî÷åìó ýòè âûâîäû íå âïîëíå êîððåêòíû â
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ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ïîäðîáíî ñêàçàíî â ðàáîòå [14]. Äàëåå, â ðàáî-
òå [10] ýòèì æå ìåòîäîì áûëè ïðîâåäåíû îöåíêè ïåðâûõ øåñòè êîýôôèöèåíòîâ,
ïðàâäà ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êøèæà ïðè n = 6 íå áûëà óñòàíîâëåíà.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè xi ∈ ∂∆. Ïðè
n = 1 è ïðè n = 2, äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè òî÷íûå íà Bt, t > 0.
Ïðè n = 3, n = 4 è n = 5 îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ òî÷íûìè íà B, íî íå íà Bt.

Âåðîÿòíî, ÷òî ïðè n = 6 ýòèì ìåòîäîì íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó òî÷íóþ
õîòÿ áû íà B. Ïîýòîìó ìåòîä ìîæíî îòíåñòè ê �àñèìïòîòè÷åñêèì� ìåòîäàì. Â
÷àñòíîñòè, èíòåðåñíî âîçìîæíî ëè äàííûì ìåòîäîì ïîëó÷èòü îöåíêó òî÷íóþ íà
Bt õîòÿ áû ïðè n = 3? Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàòû
èíòåðåñíî áûëî áû ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè èç [14].

Ïî÷åìó âû÷èñëåíèÿ ýòèì ìåòîäîì íóæíî ïðîâîäèòü òîëüêî íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè, à íå íà âñ¼ì çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå, ñêàçàíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Îïèñûâàåìûé â ýòîé ðàáîòå ìåòîä èíòåðåñåí òåì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ìåòî-
äîâ ìû ïåðåõîäèì îò çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè
ôóíêöèè, à çäåñü ìû ïåðåøëè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, îáû÷-
íî òàêàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî n îòäåëüíî, à â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíà
äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò n.

8. Î âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ai

Ðàññìîòðèì êëàññ MH ñ H(z) :=
1 + z

1− z
= 1 + 2

∞∑
k=1

zk. Ýòîò êëàññ îáû÷íî îáî-

çíà÷àþò ÷åðåç C è íàçûâàþò êëàññîì Êàðàòåîäîðè. Èçâåñòíî [3], ÷òî åñëè h ∈ C,
òî |{h}n| ⩽ 2, n ∈ N. Ïðè÷¼ì ýòà îöåíêà òî÷íà è äîñòèãàåòñÿ íà âðàùåíèÿõ ôóíê-
öèè H â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ω ∈ Ω0, òî

ôóíêöèÿ ωx(z) = ω(xz) ∈ Ω0, ïðè |x| ⩽ 1. Ñòàëî áûòü, hx(z) :=
1 + ωx(z)

1− ωx(z)
∈ C è

ñîãëàñíî ôîðìóëå (2)

|{h}n| = 2|{ω}nx+ {ω2}nx2 + . . .+ {ωn}nxn| ⩽ 2.

Òàêèì îáðàçîì ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî áðàòü ai = 1, i = 1, . . . , n, î ÷¼ì ìû óæå
óïîìèíàëè â ïóíêòå 3 ñðàçó ïåðåä ôîðìóëîé (9).

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ai ìîæíî áðàòü íà÷àëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû ëþáîé âûïóêëîé îäíîëèñòíîé ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, â êà÷åñòâå ai
ìîæíî áðàòü íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû ëþáîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé åñòü íåîáõîäè-
ìîå íàì ñâîéñòâî (3). Ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ ìíîãî â ðàáîòàõ, ïîñâÿù¼ííûõ òåîðèè
ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòå [8] âïåðâûå ïîÿâèëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, à â ðàáîòå [14] óêàçà-
íû ãðàíèöû èõ ïðèìåíèìîñòè. Òî åñòü èçâåñòíî, ÷òî ïðè t ∈ [0, t1(n)]

|{f}n| = |{F}1(t){ω}nx+{F}2(t){ω2}nx2+. . .+{F}(t)n{ωn}nxn| ⩽ |{F}1(t)| = 2te−t,

ïðè÷¼ì ýòà îöåíêà òî÷íà äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, t1(n)]. Àíàëîãè÷íî, ïðè êàæäîì
t ⩾ t2(n) ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ îöåíêà

|{f}n| = |{F}1(t){ω}nx+ {F}2(t){ω2}nx2 + . . .+ {F}n(t){ωn}nxn| ⩽ |{F}n(t)|.
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Òî åñòü ÷èñëà ak ìîæíî áðàòü â âèäå ak = {F}k(t), k = 1, . . . , n, ïðè t ∈ [0, t1(n)] è
ïðè t ⩾ t2(n).

ßñíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøèõ îöåíîê ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1 íåîáõîäèìî,
÷òîáû îöåíêà (3) áûëà òî÷íîé. Òî÷íîñòü îöåíêè (3) íå ãàðàíòèðóåò òî÷íîñòè îöåí-
êè (11). Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê îïòèìàëüíî âûáðàòü êîýôôèöèåíòû ai, i = 1, . . . , n,
òàê, ÷òîáû îöåíêà (11) áûëà íàèëó÷øåé?

Êàêèì îãðàíè÷åíèÿì óäîâëåòâîðÿþò ÷èñëà ak, k = 1, . . . , n? Òàê êàê p ∈ Ω0, òî
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ p íåîáõîäèìî [3]

n∑
k=1

|ak{ωk}n|2 ⩽ 1, ω ∈ Ω0,

â ÷àñòíîñòè, |ak{ωk}n| ⩽ 1, k = 1, . . . , n. Âîçìîæíî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñèñòåìû
÷èñåë (a1, . . . , an) ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïîëíîñòüþ, îñíîâûâàÿñü íà ðåøåíèè
ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êëàññà Ω0. Ïî ýòîìó ïîâîäó ñìîòðèòå [13, 16]. Îä-
íàêî, íå òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñèñòåìû ÷èñåë (a1, . . . , an) åñòü
âûïóêëûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé òî÷êó (0, . . . , 0).

9. Çàêëþ÷åíèå

Èçëîæåííûé çäåñü ìåòîä â íåÿâíîé è ìåíåå îáùåé ôîðìå âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â
ðàáîòå Â. Øàïåëÿ [9]. Â ñòàòüå [9] èçëîæåíèå ñòðîèòñÿ âîêðóã òåîðèè ìåðû, õî-
òÿ ïî ñóòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà â [9] èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ìåòîä,
êîòîðîìó ïîñâÿùåíà ýòà ðàáîòà. Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñòðóêòèâíîå èçëîæåíèå ìåòîäà áåç âñÿêèõ îòñûëîê ê òåîðèè ìåðû è â íàèáîëåå
îáùåé ôîðìå. Ñâÿçè ñ òåîðèåé ìåðû, íàéäåííûå â [9] âåñüìà èíòåðåñíû, íî ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ê îöåíêå êîýôôèöèåíòîâ � âòîðîñòåïåííû.

Çäåñü îïèñàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìîäóëåé íà÷àëüíûõ
òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íà ïðîèçâîëüíûõ êëàññàõ ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé
MF . Îïèñàíû ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà íà Bt, t ⩾ 0. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàíî íà âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîé îïòèìèçà-
öèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êøèæà ïðè ìàëûõ n. Êîððåêòíîñòü ýòîãî ïîä-
õîäà â ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå äîêàçàíà â [14].

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â îñíîâíîì ìåòîäîì ïîä÷èíå-
íèÿ [3, 8]. Ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû çàäà÷à ñâåäåíà ê çàäà÷å î ïîèñêå óñëîâíîãî
ìèíèìóìà äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ, ÷òî â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò äàæå ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå
ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è áû-
ëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà.

Âñå èçëîæåííûå çäåñü ïîäõîäû ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî íà êëàññàõ Bt, à
òàêæå è íà äðóãèõ êëàññàõ ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññå B, à òàê-
æå íà äðóãèõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà
øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ.
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