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1. Ââåäåíèå

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N.
Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷-

íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.

Â 1968 ã. ïîëüñêèé ìàòåìàòèê ßí Êøèæ âûñêàçàë ãèïîòåçó [1, 2] î òîì, ÷òî
åñëè f ∈ B, òî

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψF ∗(eiφzn, 1), ãäå

F ∗(z, t) := e−t
1+z
1−z , φ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞). (1)

Çàäà÷ó îá îöåíêå |{f}n|, n ∈ N, íà êëàññå B ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà.

Ãèïîòåçà Êøèæà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ðÿäà ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî, â íàñòîÿùåå
âðåìÿ, îíà äîêàçàíà òîëüêî äî øåñòîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷èòåëü-
íî [15]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â òîïîëîãèè
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâî ôóíêöèé.
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2 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

2. Öåëü ðàáîòû è àêòóàëüíîñòü

Öåëü äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó íà÷àëüíû-
ìè òåéëîðîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèé F (z, t) è âûïóêëûìè îäíîëèñòíûìè
ôóíêöèÿìè. Ýòà ñâÿçü ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t.

Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâî-
äÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ÷åðåç å¼ òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, íà å¼ îñíîâå ñôîðìèðîâàëàñü,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà, èìåþùàÿ ïåðñïåêòèâíûå ïðèëî-
æåíèÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñîëèòîíèêå, êîí-
ôîðìíîé, êàëèáðîâî÷íîé è ñòðóííîé òåîðèÿõ ïîëÿ).

Ïðîáëåìà Êøèæà èìååò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ïîëèíîìàìè Ëàãåððà, Ôàá-
åðà, à òàêæå ñ ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, êî-
òîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [3] è ñ òåî-
ðèåé ïðîñòðàíñòâ Õàðäè. Ïðîáëåìà Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n åñòü
çàäà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá ýêñòðåìó-
ìå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n − 3 äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Çàäà÷è
íà ýêñòðåìóì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèëîæåíèÿ.

Êðîìå ãëóáîêèõ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ôóíêöèé, èçëîæåí-
íûå íèæå ðåçóëüòàòû èìåþò ïðèëîæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, òåî-
ðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Êëàññ B ïîñðåäñòâîì êëàññà Ω0,
ñâÿçàí ñ êëàññàìè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ñ êëàññàìè âûïóêëûõ è
çâ¼çäíûõ ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâåííî è ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ B ñâÿçàíà c
ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ. Òàêæå èìåþòñÿ ïàðàëëåëè
ìåæäó ãèïîòåçîé Êøèæà è òåîðåìîé Äå Áðàíæà (ðàíåå ãèïîòåçîé Áèáåðáàõà).

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé w (w = f(z)), òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ
f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü {f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð
t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷è-
í¼ííûõ ôóíêöèé [3], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t
1+ω(z)
1−ω(z) , ω ∈ Ω0, (2)

ãäå Ω0 � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ, ÷òî

|ω(z)| < 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ω0 è Bt.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî [3], ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ èç êëàññà Bt
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t h(z), h ∈ C, (3)
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ãäå êëàññ C ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ â êðóãå ∆ ôóíêöèé h(z) ñ íîðìèðîâêîé
h(0) = 1 è Reh(z) > 0, ïðè z ∈ ∆.

Êëàññ âñåõ ôóíêöèé f(z), ðåãóëÿðíûõ è îäíîëèñòíûõ â êðóãå∆, ñ íîðìèðîâêîé
f(0) = 0, f ′(0) = 1, îòîáðàæàþùèõ ∆ íà âûïóêëóþ îáëàñòü, îáîçíà÷àåòñÿ S0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè t > 0 ôîðìóëà (3) çàäà¼ò áèåêöèþ Bt è C, à ôîðìóëà (2) �
áèåêöèþ Bt è Ω0, áèåêöèþ æå C è S0 çàäà¼ò ôîðìóëà

h(z) = 1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
f ∈ S0, h ∈ C. (4)

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

{f}n =
1

(n− 1)n

n−1∑
k=1

k{f}k{h}n−k, n ∈ N \ {1}. (5)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (3) âûâåäåì, ÷òî

{f}n = − t

n

n−1∑
k=0

(n− k){f}k{h}n−k, n ∈ N. (6)

Åñëè âçÿòü t = 1/(n− 1), òî (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå î÷åíü áëèçêîì ê (5).

{f}n =
1

(n− 1)n

n−1∑
k=1

k{f}k{h}n−k −
1

n− 1

n−1∑
k=0

{f}k{h}n−k, n ∈ N.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì íàïðèìåð ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

4. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðèè ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðåäñòàâëåíèÿõ âèäà (2). Ïóñòü ôóíêöèè F (z) è f(z) ãîëî-
ìîðôíû â ∆. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè F (z), åñëè
îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå f(z) = F (ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ
F (z) áóäåì íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ f(z) â ∆.

Ïîíÿòèå ïîä÷èíåíèÿ âîñõîäèò ê Å. Ëèíäåë¼ôó [5], îäíàêî òåðìèí áûë ââå-
ä¼í Ä. È. Ëèòëüâóäîì [6] è Â. Ðîãîçèíñêèì [3], îíè æå ðàçðàáîòàëè ìåòîä è ïî-
ëó÷èëè ñ åãî ïîìîùüþ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Ïðèíöèï ïîä÷èíåíèÿ Ëèòëâóäà è
Ðîãîçèíñêîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå B
(ñì. [7, 8, 18, 12, 13]).

Â ñëó÷àå ïðîáëåìû Êæèæà, òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëîæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ {F ∗}k(t) ôóíêöèè F ∗(z, t).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ëåãêî íàõîäèòü îöåíêè ïåð-
âîãî è âòîðîãî êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå ôóíêöèé f(z), ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè
F (z). Èçâåñòíî, ÷òî {f}0 = {F}0, |{f}1| ⩽ |{F}1|, |{f}2| ⩽ max(|{F}1|, |{F}2|); âñå
îöåíêè òî÷íûå [3] è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ F â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííîé z.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè f è F ãîëîìîðôíû â ∆ è íàéä¼òñÿ ω ∈ Ω0, òàêàÿ ÷òî

f(z) = F (ω(z)) â ∆, òî åñòü f(z) ≺ F (z) â ∆, òî {f}0 = {F}0 è

{f}n =

n∑
j=1

{F}j{ωj}n, n ∈ N. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê n ∈ N, f ≺ F, à f è F � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, òî

f(z) =
∞∑
n=0

{f}nzn, F (z) =
∞∑
j=0

{F}jzj , ω(z) =
∞∑
k=1

{ω}kzk, (ω(z))n =
∞∑
k=1

{ωn}kzk,
îòêóäà

f(z) = F (ω(z)) =

∞∑
j=0

{F}jω(z)j = {F}0 +
∞∑
n=1

 n∑
j=1

{F}j{ωj}n

 zn.

■

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå, íî âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî óòâåðæäåíèå [3]:

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) =
∞∑
n=1

{s}nzn, ðåãóëÿðíàÿ â ∆, ïîä÷èíåíà ôóíêöèè

F (z) ∈ S0, òî ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè |{f}n| ⩽ |{F}1| = 1, n ∈ N. Ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ F (eiφzn), φ ∈ R, n ∈ N.

4. Ñâÿçü F (z, t) ñ âûïóêëûìè îäíîëèñòíûìè ôóíêöèÿìè

Ïðèâåä¼ì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò [4, 11]:

Òåîðåìà 1 (Êàðàòåîäîðè,Ò¼ïëèö). Ïóñòü n ∈ N è äàíû ôèêñèðîâàííûå êîì-

ïëåêñíûå ÷èñëà {h}1, . . . , {h}n. Ïîëèíîì

pn(z) := 1 +

n∑
k=1

{h}kzk

ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè

h(z) = pn(z) + o(zn−1) ∈ C

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëè

Mk :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 {h}1 · · · {h}k−1 {h}k
{h}1 2 · · · {h}k−2 {h}k−1

...
...

. . .
...

...

{h}k−1 {h}k−2 · · · 2 {h}1
{h}k {h}k−1 · · · {h}1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n,

ëèáî âñå ïîëîæèòåëüíû, ëèáî ïîëîæèòåëüíû äî êàêîãî-òî íîìåðà m, íà÷èíàÿ ñ

êîòîðîãî âñå ðàâíû íóëþ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî è

h(z) =

n∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
,

n∑
k=1

αk = 1, αk ⩾ 0, φk ∈ [0, 2π), φk ̸= φj , k ̸= j.
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Èçó÷èì êîýôôèöèåíòû ìàæîðèðóþùåé ôóíêöèè F ∗(z, t) êëàññà Bt. Îòìåòèì,
÷òî íóëåâîé êîýôôèöèåíò ýòîé ôóíêöèè íå âõîäèò â ôîðìóëó (7).

Ïåðâûé êîýôôèöèåíò {F ∗}1 ôóíêöèè F ∗(z, t) ðàâåí −2t/et. Íîðìèðóåì ôóíê-
öèþ F ∗(z, t) òàê, ÷òîáû ïåðâûé êîýôôèöèåíò â å¼ òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè ñòàë
ðàâåí 1. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

F (z, t) :=
F ∗(z, t)

{F ∗}1(t)
. (8)

Òåïåðü åñòåñòâåííî íàïðàøèâàåòñÿ âîïðîñ: íå ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûõ îäíî-
ëèñòíûõ ôóíêöèé f ∈ S0, èìåþùèõ íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ òåéëîðîâñêèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ, ñîâïàäàþùèõ ñî âñåìè ïåðâûìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèè F (z, t), çà
èñêëþ÷åíèåì êîýôôèöèåíòà {F}0(t)?

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16]:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî t > 0 è n ⩽ 2/t+ 1, n ∈ N, ïîëèíîì

pn(z, t) := z +

n∑
k=2

{F}k(t)zk

ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî ôóíêöèè f(z) = pn(z, t) + o(zn) ∈ S0. Ïðè t = 2/(n− 1),
n > 1, ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ F (z, t) èç ôîðìóëû (8) â ôîðìóëó (4) ïî-
ëó÷àåì

h(z) = 1 + 2z

(
1

1− z
− 1

(1− z)2
t

)
.

Îòêóäà ýëåìåíòàðíî âûâîäèì çàìå÷àòåëüíî ïðîñòóþ ôîðìóëó

{h}j = 2(1− jt), j ∈ N. (9)

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 1) ïðîäîë-
æàåìîñòè ïîëèíîìà äî ôóíêöèè êëàññà C íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ãëàâíûå
ìèíîðû Mj−1, äëÿ âñåõ j ∈ N. Çäåñü èíäåêñ j − 1 îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìèíîðóMj−1 ìàòðèöû ðàâíà j. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ìû îôîðìèì â âèäå
ëåììû 2, ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ðàçìåñòèì ñðàçó ïîñëå ýòîãî
äîêàçàòåëüñòâà. Èòàê, ñîãëàñíî ëåììå 2, èìååì:

Mj−1 = 22(j−1)tj−1(2− (j − 1)t), j ∈ N. (10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíîðû M1, . . . ,Mn−1 íåîòðèöàòåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà t ⩽ 2/(n− 1), ïðè n > 1, è t > 2, ïðè n = 1, èëè n ⩽ 2/t+ 1.

Òî, ÷òî ïðè óñëîâèè t = 2/(n−1), n ∈ N\{1}, ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî ñëåäóåò
èç òåîðåìû 1. ■

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (10), êîòîðîé ìû ïîëüçîâàëèñü ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 2.

Ëåììà 2. Åñëè òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû {h}j , j ∈ N, îïðåäåëåíû ïî ôîðìó-

ëå (9), òî äëÿ âñåõ öåëûõ n ⩾ 0 Mn = 22ntn(2− nt).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíîð Mn/2
n+1 ðàâåí îïðåäåëèòåëþ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1− t 1− 2t . . . 1− (n− 1)t 1− nt
1− t 1 1− t . . . 1− (n− 2)t 1− (n− 1)t
1− 2t 1− t 1 . . . 1− (n− 3)t 1− (n− 2)t
...

...
...

. . .
...

...
1− (n− 1)t 1− (n− 2)t 1− (n− 3)t . . . 1 1− t

1− nt 1− (n− 1)t 1− (n− 2)t . . . 1− t 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Îòíÿâ îò êàæäîé ñòðîêè, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé, ïðåäûäóùóþ ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1− t 1− 2t . . . 1− (n− 1)t 1− nt
−t t t . . . t t
−t −t t . . . t t
...

...
...

. . .
...

...
−t −t −t . . . t t
−t −t −t . . . −t t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ê êàæäîìó ñòîëáöó, êðîìå ïîñëåäíåãî, ïðèáàâèì ïîñëåäíèé ñòîëáåö∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2− nt 1− (n+ 1)t 1− (n+ 2)t . . . 1− (2n− 1)t 1− nt
0 2t 2t . . . 2t t
0 0 2t . . . 2t t
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 2t t
0 0 0 . . . 0 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2n−1tn(2− nt).

■

5. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ ìàëûõ t

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2, ôîðìóëîé (7) è ñâÿçàííûì ñ íåé ìåòîäîì, ëåììîé 1, c
ó÷¼òîì íîðìèðîâêè (8), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ÿâíûé ðåçóëüòàò [16]:

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî t > 0, ïðîèçâîëüíîãî N ⩽ 2/t + 1, N ∈ N, è êàæäîé

f∗ ∈ Bt, ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

|{f∗}n| ⩽ |{F ∗}1(t)| =
2t

et
, n ∈ 1, N. (11)

Ýêñòðåìàëÿìè â ýòèõ îöåíêàõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ôóíêöèè F ∗(eiφzn, t), φ ∈ [0, 2π),
ãäå ôóíêöèÿ F ∗ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ω ∈ Ω0, t > 0 è N ⩽ 2/t+ 1, N ∈ N.
Âîçüì¼ì íàòóðàëüíûé íîìåð n, íå ïðåâîñõîäÿùèé ÷èñëà N. Èñïîëüçóÿ ôîðìó-

ëó (7), çàïèøåì n-é êîýôôèöèåíò ôóíêöèè

f(z) := F (ω(z), t),
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ãäå F îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (8), â âèäå

{f}n =

n∑
j=1

{F}j{ωj}n.

Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó 2 ê n-ìó îòðåçêó òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè F (z, t), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç pn(z, t). Ïóñòü S(z) � ïðîäîëæåíèå
ïîëèíîìà pn(z, t) äî ôóíêöèè êëàññà S

0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (7), n-é êîýô-
ôèöèåíò ôóíêöèè

s(z) := S(ω(z), t)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

{s}n =

n∑
j=1

{S}j{ωj}n.

Îòêóäà, ñîãëàñíî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

|{s}n| ⩽ 1.

Íî {S}j := {F}j(t), ãäå j ∈ {1, . . . , n}, ñëåäîâàòåëüíî {f}n = {s}n, èñõîäÿ èç ÷åãî
ìû è çàêëþ÷àåì, ÷òî

|{f}n| ⩽ 1.

Âñïîìèíàÿ ïðî íîðìèðîâêó (8), ìû ïîëó÷àåì îöåíêè (11). Òî÷íîñòü îöåíîê (11) è
âèä ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé âûòåêàåò èç ëåììû 1.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ■

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ÷åì ìåíüøåå ÷èñëî t > 0 ìû çàôèêñèðóåì, òåì áîëü-
øåå êîëè÷åñòâî òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñìîæåì îöåíèòü íà êëàññå Bt. Ïðè
ýòîì, íàøè îöåíêè áóäóò òî÷íûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàâåíñòâî, â íåðàâåíñòâå (11),
äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ F ∗(eiφzn, t).

Ýòîò ðåçóëüòàò èíòåðåñåí ïðè t ⩽ 2. Òàê íàïðèìåð, ïðè t > 2 ìû ìîæåì îöåíèòü
òîëüêî îäèí êîýôôèöèåíò, ïðè t ⩽ 2 � äâà êîýôôèöèåíòà, ïðè t ⩽ 1 � òðè
êîýôôèöèåíòà, à ïðè t ⩽ 1/2 � ïÿòü, è òàê äàëåå.

Ñïðàâåäëèâà [17]

Òåîðåìà 4. Äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé F ∗(z, t), t > 0, èìååò ìåñòî ãèïîòåçà Êøè-

æà, òî åñòü

|{F ∗}n(t)| ⩽
2

e
, n ∈ N, t > 0.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè t = 1.

Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 4 òåîðåìó 3 ìîæíî ïîíèìàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëè-
âîñòè ãèïîòåçû Êæèæà äëÿ íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ Bt. Íàïðèìåð
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãèïîòåçà Êæèæà äîêàçàíà äëÿ ïåðâûõ ïÿòè òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé

⋃
t∈[0, 1/2]

Bt.
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6. Ïðèìåð ïðîäîëæåíèÿ

Ïóñòü t = 1/2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, èñêîìîå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî. Ïîëî-
æèâ â ôîðìóëå (4)

f(z) = z +
1

2
z2 +

1

6
z3 − 1

24
z4 − 19

120
z5 + . . . ∈ S0

èëè âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (9), ïîëó÷èì ÷òî

h(z) = 1 + z − z3 − 2z4 + . . . ∈ C.

Ìû çíàåì, ÷òî ôóíêöèÿ

ω(z) =
1− h(z)

1 + h(z)
= −1

2
z +

1

4
z2 +

3

8
z3 +

9

16
z4 + . . . ∈ Ω0.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ω(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå (ñì. [14])

ω(z) = λ
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
.

Òàê êàê ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî, òî λ = 1 (ñì. [14]). Ñîñòàâèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è íàéäÿ ïàðàìåòðû α0, . . . , αn−1, ïîëó÷èì

ω(z) = z
1− z2 − 2z3

−2− z + z3
.

Îòêóäà

h(z) =
1 + z − z3 − z4

1 + z4
.

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (4) ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ h(z) ïîëó÷àåì

f(z) =

z∫
0

(
v2+

√
2v+1

v2−
√
2v+1

)√
2/4

√
1 + v4

dv.

7. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ

Ïîëüçóÿñü òåîðèåé ïîä÷èíåíèÿ [3] è êðèòåðèåì Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðå-
ìà 1) Ð. Ïåðåö ñôîðìóëèðîâàë [8] äâå òåîðåìû, ñîäåðæàùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåí-
êè |{f}n| ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èëè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ t.

Òåîðåìà 5 (Peretz). Ïóñòü n ∈ N. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî t1(n) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé f ∈ Bt ïðè 0 ⩽ t ⩽ t1(n) ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

|{f}n| ⩽ |{F}1(t)|.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.
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Òåîðåìà 6 (Peretz). Ïóñòü n ∈ N. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî t2(n) ⩾ 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

f ∈ Bt ïðè t ⩾ t2(n) ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

|{f}n| ⩽ |{F}n(t)|.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηz, t), |η| = 1.

Â ýòîé ðàáîòå (òåîðåìà 3) ïîëó÷åí ÿâíûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ t: Íåîá-
õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå â òåîðåìå 3 ãðàíèöû äëÿ t íå íàèëó÷øèå. Ìû
ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 íåêîòîðûé îòðåçîê òåéëîðîâñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ôóíêöèè F (z, t) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî âûïóêëîé îäíîëèñòíîé ôóíêöèè,
÷òî äàëî ïðîñòóþ çàêîíîìåðíîñòü, ñâÿçûâàþùàÿ n è t.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 3 ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà 5. Îäíàêî Ïåðåö äîêàçàë
ñâîþ òåîðåìó íàìíîãî ðàíüøå. Îí ïîëüçîâàëñÿ òåì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 íåêî-
òîðûé îòðåçîê òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè F (z, t) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
ôóíêöèè êëàññà Êàðàòåîäîðè C. Èñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä ïðè t = 2 ìû ïî ïðåæíå-
ìó ñìîæåì îöåíèòü òîëüêî äâà êîýôôèöèåíòà íà êëàññå Bt, çàòî ïðè t = 1 ýòîò
ìåòîä ïîçâîëÿåò îöåíèòü óæå öåëûõ øåñòü êîýôôèöèåíòîâ.

Ä. Â. Ïðîõîðîâ è Ñ. Â. Ðîìàíîâà ìåòîäàìè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîëó÷èëè
àíàëîãè÷íûå, íî ìåíåå ÿâíûå ðåçóëüòàòû [10, 9]. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [9] ïîëó÷åíû
òî÷íûå îöåíêè äëÿ ìàëûõ t, ãàðàíòèðóþùèå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ìîäóëÿ n-ãî
êîýôôèöèåíòà.

Â ôîðìóëèðîâêàõ Ïåðåöà íå óïîìèíàþòñÿ ãðàíèöû äëÿ n è t, îäíàêî ýòè ãðà-
íèöû ìîæíî âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 1).

t1(1) = +∞, t2(1) = 0,

t1(2) = 2, t2(2) = 2,

t1(3) = 3/2, t2(3) = 2 + 2
1
3 +

2
2
3

2
,

t1(4) = 3−
√
3, t2(4) = 6,

t1(5) = 1.129457 . . . , t2(5) = 7.899361 . . . ,

t1(6) = 1.037289 . . . , t2(6) = 9.785796 . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ n = 1 è n = 2 ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà
ïîëíîñòüþ. Áîëåå òîãî, ïîæåðòâîâàâ òî÷íîñòüþ íà Bt ìû òåì íå ìåíåå ìîæåì
ïîëó÷èòü òî÷íóþ íà B îöåíêó ïðè n = 3 (ñì. [8]). Îäíàêî, çàäà÷à òî÷íîé îöåíêè
ïðè n ⩾ 3 ðåøåíà òîëüêî ÷àñòè÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ
çàäà÷à íå ðåøåíà êîíå÷íû.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ãðàíèöû òàêæå êàê è ãðàíèöû òåîðåìû 3 íå íàèëó÷øèå.
Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñìîòðèòå â ðàáîòå [15].

Âîîáùå, ëþáûå ìåòîäû îöåíêè ìîäóëåé íà÷àëüíûõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåí-
òîâ íà êëàññå B ñëåäóåò ñ÷èòàòü àñèìïòîòè÷åñêèìè, åñëè îíè íåòî÷íû íà Bt ïðè
íåêîòîðûõ t.

8. Ïðèëîæåíèå ê òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáù¼ííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà Lαn(t), n ∈ N ∪ {0},
α ∈ R, t ⩾ 0, îïðåäåëèì êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
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ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (1− z)−(α+1)e−t
z

1−z , òî åñòü ôîðìóëîé

e−t
z

1−z = (1− z)α+1
∞∑
n=0

Lαn(t)z
n.

ßñíî, ÷òî

et{F ∗}n(t) = L−1
n (2t), n ∈ N ∪ {0}. (12)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (9) � {h}j = 2(1− jt), j ∈ N, à ñîãëàñíî ôîðìóëå (5) �

{h}n−1 = (n− 1)n{f}n −
n−1∑
k=2

k{f}k{h}n−k, n ⩾ 3.

Èìåÿ ââèäó ôîðìóëû (12), (8) è ïîäñòàâèâ ñþäà

{f}j = {F}j(t) = L−1
j (2t), j ∈ N ∪ {0},

ïîëó÷àåì

(n− 1)nL−1
n (2t)−

n−1∑
k=2

k(1− (n− k)t)L−1
k (2t) = 2(1− (n− 1)t), n ⩾ 3.

Âîçìîæíî, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ íîâûì â òåîðèè ïîëèíîìîâ Ëàãåððà.

9. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïà-

ðàìåòðà t è âûïóêëûå îäíîëèñòíûå ôóíêöèè

Íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè F ∗(z, t) èìåþò òåíäåíöèþ ê âîçðàñòàíèþ
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t, òî åñòü ïðè t > 2.Ôèêñèðóåì n ∈ N.Íîðìèðó-
åì ôóíêöèþ F ∗(z, t) òàê, ÷òîáû n-ûé êîýôôèöèåíò â å¼ òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè
ñòàë ðàâåí 1. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

F (z, t) :=
F ∗(z, t)

{F ∗}n(t)
. (13)

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò âûïóêëûå îäíîëèñòíûå ôóíêöèè f ∈ S0, èìåþùèå
íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîâïàäàþùèõ ñî âñåìè ïåð-
âûìè n êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèè F (z, t), âçÿòûìè â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 7. Ïóñòü n ∈ N\{1} è t2(n) � íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ Mn(t) = 0,
ãäå

Mn :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
{F}−1

1 {F}−1
2 . . . {F}−1

n

{F}−1
2 {F}−1

1 . . . {F}−1
n−1

...
...

. . .
...

{F}−1
n {F}−1

n−1 . . . {F}−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Äëÿ ëþáîãî t ⩾ t2(n) ïîëèíîì

pn(z, t) := z +

n∑
k=2

{F}n−k+1(t)z
k

ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî ôóíêöèè f(z) = pn(z, t) + o(zn) ∈ S0. Ïðè t = t2(n)
ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N\{1}. Ïîäñòàâèâ ïîëèíîì pn â ôîðìóëó (5) âìåñòî
ôóíêöèè g(z) ïîëó÷èì, ÷òî

{h}k := k(k + 1){F}1 −
k∑
j=2

(k − j + 2){F}j{h}j−1, k = 1, . . . , n− 1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî {h}k = 2{F}1/{F}k+1, k = 1, . . . , n− 1, òî åñòü

h(z, t) = 1 + 2{F}1
n−1∑
k=1

1

{F}k+1
zk + o(zn−1).

Âñå ìèíîðû Mk(t), k = 1, . . . , n, áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè ïðè t > t2(n). Äåé-
ñòâèòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ t, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç t2(n), {F}k áóäóò íàñòîëüêî áîëüøå {F}1, ÷òî óêàçàííûå îïðåäå-
ëèòåëè ñòàíóò ïîëîæèòåëüíûìè.

Îáðàùåíèå ê êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 1) ïðîäîëæàåìîñòè ïî-
ëèíîìà pn(z, t) äî ôóíêöèè h(z, t) êëàññà C çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Èìååò ìåñòî [3]

Òåîðåìà 8 (Ðîãîçèíñêèé). Ïóñòü n ∈ N, f, F ãîëîìîðôíû â ∆, è f(z) ≺ F (z) â
∆. Åñëè {F}n > 0 è íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ h(z) òàêàÿ, ÷òî Reh(z) > 0, ãäå

h(z) =
1

2
{F}n + {F}n−1z + . . .+ {F}1zn−1 +

∞∑
k=n

{h}kzk,

òî

|{f}n| ⩽ {F}n.
Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè f(z) = F (ηz), |η| = 1, èëè åñëè

{F}k =

n∑
j=1

αje
i(n−k)θj , k = 2, n, 2

n∑
j=1

αj = {F}n, αj ⩾ 0, j = 1, n.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè 7, 8 è òåì øèðîêî èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî åñëè f ∈ S0,
òî 2(f(z)/z − 1/2) ∈ C ([19] ñòð. 11), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 9. Ïóñòü n ∈ N. Äëÿ ëþáîãî t ⩾ t2(n) è êàæäîé f ∈ Bt, ñïðàâåäëèâû
òî÷íûå îöåíêè

|{f∗}k| ⩽ |{F ∗}k(t)|, k ∈ 1, n. (14)

Ýêñòðåìàëÿìè â ýòèõ îöåíêàõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ôóíêöèè F ∗(eiφz, t), φ ∈ [0, 2π),
ãäå ôóíêöèÿ F ∗ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1).
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Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t âûðàæåíèå äëÿ t2(n) äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîå. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé t1(n) è t2(n):

t1(1) = +∞, t2(1) = 0,

t1(2) = 2, t2(2) = 2,

t1(3) = 1, t2(3) = 3,

t1(4) = 2/3, t2(4) = 4.198468 . . . ,

t1(5) = 1/2, t2(5) = 5.600825 . . . ,

t1(6) = 2/5, t2(6) = 7.167960 . . . .

Ñðàâíèâàÿ ñ àíàëîãè÷íîé òàáëèöåé èç ïóíêòà 7 âèäèì, ÷òî ïðè ìàëûõ t íàø ïîäõîä
ïðîèãðûâàåò ïîäõîäó Ð. Ïåðåöà, à ïðè áîëüøèõ t íàîáîðîò.

Èç òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áîëüøåå ÷èñëî t > 0 ìû çàôèêñèðóåì, òåì áîëü-
øåå êîëè÷åñòâî òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñìîæåì îöåíèòü íà êëàññå Bt. Ïðè
ýòîì, íàøè îöåíêè áóäóò òî÷íûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàâåíñòâî, â íåðàâåíñòâå (14),
äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ F ∗(eiφz, t).

Ýòîò ðåçóëüòàò èíòåðåñåí ïðè t ⩾ 2. Òàê íàïðèìåð, ïðè t < 2 ìû ìîæåì îöåíèòü
òîëüêî îäèí êîýôôèöèåíò, ïðè t ⩾ 2 � äâà êîýôôèöèåíòà, ïðè t ⩾ t2(3) � òðè
êîýôôèöèåíòà, à ïðè t ⩾ t2(4) � ÷åòûðå, è òàê äàëåå.

Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 4 òåîðåìó 9 ìîæíî ïîíèìàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëè-
âîñòè ãèïîòåçû Êæèæà äëÿ íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ Bt. Íàïðèìåð
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãèïîòåçà Êæèæà äîêàçàíà äëÿ ïåðâûõ ïÿòè òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé

⋃
t⩾t2(5)

Bt.

10. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàéäåíà ñâÿçü êëàññîâ Bt ñ êëàññîì S0. Ïðè ïîìîùè ýòîé
ñâÿçè íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ t.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññå B, à
òàêæå íà äðóãèõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
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