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1. Ââåäåíèå

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N.
Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷-

íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.
Â 1968 ã. ïîëüñêèé ìàòåìàòèê ßí Êøèæ âûñêàçàë ãèïîòåçó [1, 2] î òîì, ÷òî

åñëè f ∈ B, òî
|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t
1−z
1+z , φ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞). (1)

Çàäà÷ó îá îöåíêå |{f}n|, n ∈ N, íà êëàññå B ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà.
Ãèïîòåçà Êøèæà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ðÿäà ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî, â íàñòîÿùåå

âðåìÿ, îíà äîêàçàíà òîëüêî äî øåñòîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷èòåëü-
íî [12]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â òîïîëîãèè
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâî ôóíêöèé.

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé w (w = f(z)), òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ
f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü {f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð
t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷è-
í¼ííûõ ôóíêöèé [3], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t
1−ω(z)
1+ω(z) , ω ∈ Ω0, (2)
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ãäå Ω0 � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ, ÷òî

|ω(z)| < 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ω0 è Bt.

Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ω ∈ Ω0 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωr0, à êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f ∈ Bt ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç Brt . Ïðè êàæäîì t ⩾ 0 ôîðìóëà (2) óñòàíàâëè-
âàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ωr0 è B

r
t .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì íàïðèìåð ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

2. Öåëü ðàáîòû è àêòóàëüíîñòü

Öåëü äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òî÷íóþ îöåíêó ìîäóëÿ òðåòüåãî
òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà íà êëàññàõ Brt , t > 0. Êëàññû Brt � âåñüìà âàæíûé
÷àñòíûé ñëó÷àé. Äåéñòâèòåëüíî, F (z, t) ∈ Brt , åñëè f ∈ Bt, òî ýêñòðåìàëüíûå
ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèîíàëîâ |{f}1| è |{f}2| ëåæàò â Brt . Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,
ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà Bt ëåæàò âíå Brt ëèøü íà
íåáîëüøîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t.

Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâî-
äÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ÷åðåç å¼ òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, íà å¼ îñíîâå ñôîðìèðîâàëàñü,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà, èìåþùàÿ ïåðñïåêòèâíûå ïðèëî-
æåíèÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñîëèòîíèêå, êîí-
ôîðìíîé, êàëèáðîâî÷íîé è ñòðóííîé òåîðèÿõ ïîëÿ).

Ïðîáëåìà Êøèæà èìååò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ïîëèíîìàìè Ëàãåððà, Ôàá-
åðà, à òàêæå ñ ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, êî-
òîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [3] è ñ òåî-
ðèåé ïðîñòðàíñòâ Õàðäè. Ïðîáëåìà Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n åñòü
çàäà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá ýêñòðåìó-
ìå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n − 3 äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Çàäà÷è
íà ýêñòðåìóì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèëîæåíèÿ.

Êðîìå ãëóáîêèõ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ôóíêöèé, èçëîæåí-
íûå íèæå ðåçóëüòàòû èìåþò ïðèëîæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, òåî-
ðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Êëàññ B ïîñðåäñòâîì êëàññà Ω0,
ñâÿçàí ñ êëàññàìè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ñ êëàññàìè âûïóêëûõ è
çâ¼çäíûõ ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâåííî è ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ B ñâÿçàíà c
ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ. Òàêæå èìåþòñÿ ïàðàëëåëè
ìåæäó ãèïîòåçîé Êøèæà è òåîðåìîé Äå Áðàíæà (ðàíåå ãèïîòåçîé Áèáåðáàõà).

3. Ïîä÷èí¼ííûå ôóíêöèè è íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû

Êîñí¼ìñÿ ïðåäñòàâëåíèé âèäà (2). Ïóñòü ôóíêöèè F (z) è f(z) ãîëîìîðôíû â
∆. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè F (z), åñëè îíà ìîæåò



ÒÎ×ÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ. 3

áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå f(z) = F (ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ F (z) áóäåì
íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ f(z) â ∆.

Ïîíÿòèå ïîä÷èíåíèÿ âîñõîäèò ê Å. Ëèíäåë¼ôó [4], îäíàêî òåðìèí áûë ââå-
ä¼í Ä. È. Ëèòëüâóäîì [5] è Â. Ðîãîçèíñêèì [3], îíè æå ðàçðàáîòàëè ìåòîä è ïî-
ëó÷èëè ñ åãî ïîìîùüþ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Ïðèíöèï ïîä÷èíåíèÿ Ëèòëâóäà è
Ðîãîçèíñêîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå B
(ñì. [6, 7, 13, 9, 10]).

Â ñëó÷àå ïðîáëåìû Êæèæà, òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëîæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ {F}k(t) ôóíêöèè F (z, t).

Òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ëåãêî íàõîäèòü òî÷íûå îöåíêè ïåðâîãî è
âòîðîãî êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå ôóíêöèé f(z), ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè F (z). Èç-
âåñòíî, ÷òî {f}0 = {F}0, |{f}1| ⩽ |{F}1|, |{f}2| ⩽ max(|{F}1|, |{F}2|); âñå îöåíêè
òî÷íûå [3] è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ F â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé z.

Ïóñòü MF � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f(z) = F (ω(z)), ãäå F � ãîëîìîðô-
íàÿ â ∆ ôóíêöèÿ, à ω ∈ Ω0. ßñíî, ÷òî {f}n çàâèñèò îò {ω}k, k = 1, . . . , n. Åñëè
âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, òî

{f}n = {F}1{ω}n + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n. (3)

3. Íåðàâåíñòâà íà Ω0

Íà Ω0 èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî [14]∣∣∣∣∣{ω}3 + {ω}1{ω}22
1− |{ω}1|2

∣∣∣∣∣ ⩽ (1− |{ω}1|2)2 − |{ω}2|2

1− |{ω}1|2
. (4)

Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (4) ñðàçó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî [14]

|{ω}2| ⩽ 1− |{ω}1|2, (5)

à èç íåðàâåíñòâà (5) ñðàçó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Øâàðöà [15], ñòð. 29

|{ω}1| ⩽ 1. (6)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàòü íåðàâåíñòâà r3 ⩾ 0 è r2 ⩾ 0,
ãäå r3 è r2 � ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (4) è (5) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäðîáíîñòè ñì. â [11].

4. Àíàëèç çàäà÷è

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3), åñëè f ∈ Bt, òî

{f}3 = {F}1{ω}3 + 2{F}2{ω}1{ω}2 + {F}3{ω}31. (7)

Îáëàñòè çíà÷åíèé {ω}1, {ω}2, è {ω}3, îòëè÷àþòñÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò ðåøåíèå
çàäà÷è. Èñïðàâèì ýòî.
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Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâà (6), (5) è (4) â âèäå |m1| ⩽ r1, |m2| ⩽ r2 è |m3| ⩽ r3
ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ zk = mk/rk, k = 1, . . . , 3, ïîëó÷èì

z1 := {ω}1, z2 :=
{ω}2
r2

, z3 :=
{ω}3 + r2z̄1z

2
2

r3
,

îòêóäà

{ω}1 = z1, {ω}2 = r2z2, {ω}3 = r3z3 − r2z̄1z
2
2 .

Ïîäñòàâèâ ýòî â (7) ïîëó÷èì

{f}3 = {F}1(r3z3 − r2z̄1z
2
2) + 2{F}2r2z1z2 + {F}3z31 . (8)

ßñíî, ÷òî |zk| ⩽ 1, k = 1, 2, 3.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë |{f}3| äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà ãðàíèöå ïîëèäèñêà
∆̄n (ñì. îá ýòîì ïîäðîáíåå â [11]) òî |z1| = 1 è {ω}3 = r3e

φ3−r2z̄1z22 , ãäå φ3 = arg z3.
Ïîäåëèâ ðàâåíñòâî (8) íà {F}1 èìååì

{f}3
{F}1

= r3e
φ3 − r2z̄1z

2
2 + 2αr2z1z2 + βz31 , α :=

{F}2
{F}1

, β :=
{F}3
{F}1

.

Ïîñêîëüêó â ýòîé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóþò ôóíêöèè, ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, òî çàäà÷à îá îöåíêå ìîäóëÿ ôóíêöèîíàëà (7) ñâåëàñü ê çàäà÷å îá
èññëåäîâàíèè ôóíêöèé

h±(x1, x2) = ±r3 − r2x1x
2
2 + 2αr2x1x2 + βx31.

íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ −1 ⩽ xk ⩽ 1, k = 1, 2.

Òàê êàê r2 = 1 − x21, à r3 = (1 − x21)(1 − x22), è h
+(x1, x2) = −h−(−x1, x2), òî

îêîí÷àòåëüíî öåëåâîé ôóíêöèåé ìîæíî ñ÷èòàòü

h(x1, x2) = r3 − r2x1x
2
2 + 2αr2x1x2 + βx31. (9)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî α, β ∈ R, òî ìû ðåøèì çàäà÷ó â ñóùåñòâåííî áîëåå îáùåé ïî-
ñòàíîâêå, ÷åì èçíà÷àëüíàÿ [8]. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì

α = t− 1, β =
2

3
t2 − 2t+ 1, t > 0.

5. Èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì

Åñëè |z1| = 1, òî |z2| = 1, ïðè÷¼ì îáðàòíîå íå âåðíî (ñì. [11]). Âû÷èñëåíèÿ
äàþò

h1(t) := −h(−1,−1) = −h(−1, 1) = h(1,−1) = h(1, 1) = β, t > 0.

Èññëåäîâàíèå ïðîâåä¼ì ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
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5.1. Èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì h(x1,−1)

Âû÷èñëåíèÿ äàþò

(h(x1,−1))′x1
= 3(2α+ β + 1)x21 − (2α+ 1),

òî åñòü òî÷êè

x1(1,2) := ∓

√
2α+ 1

3(2α+ β + 1)
= ∓

√
2

2

√
2t− 1

t

ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè è

h2,3(t) := h(x1(1,2),−1) = ±

√
4(2α+ 1)3

27(2α+ β + 1)
= ±

√
2(2t− 1)3

3t
.

Çàìåòèì, ÷òî 0 ⩽ x21(1,2) < 1, ïðè t ⩾ 1/2.

5.2. Èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì h(x1, 1)

Âû÷èñëåíèÿ äàþò

(h(x1, 1))
′
x1

= −3(2α− β − 1)x21 + (2α− 1),

òî åñòü òî÷êè

x1(3,4) := ∓

√
2α− 1

3(2α− β − 1)
= ∓

√
3− 2t

t2 − 12t+ 12

ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè è

h4,5(t) := h(x1(3,4), 1) = ∓

√
4(2α− 1)3

27(2α− β − 1)
= ∓

√
2

3

√
(3− 2t)3

t2 − 6t+ 6
.

Çàìåòèì, ÷òî 0 ⩽ x21(3,4) ⩽ 1, ïðè t ∈ [0, (5−
√
7)/2] ∪ [3/2, (5 +

√
7)/2].

5.3. Èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì h(x1, x
∗
2)

Âû÷èñëåíèÿ äàþò

(h(x1, x2))
′
x2

= 2(1− x21)(αx1 − (1 + x1)x2).

Ñëó÷àé x1 = ±1 ðàçîáðàí â ñàìîì íà÷àëå ïóíêòà 5. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà

x∗2 :=
αx1

1 + x1

åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà, òàê êàê

(h(x1, x2))
′′
x2

= −2(1− x21)(1 + x1) < 0, |x1| < 1, |x2| ⩽ 1.

Äàëåå
h(x1, x

∗
2) = 1− (α2 − β)x31 + (α2 − 1)x21.

Òî åñòü
(h(x1, x

∗
2))

′
x1

= (2(α2 − 1)− 3(α2 − β)x1)x1.
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Îòêóäà ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

x1(5) := 0, x1(6) :=
2(α2 − 1)

3(α2 − β)
= 2

t− 2

t
,

ïðè÷¼ì h6(t) := h(x1, x
∗
2)|x1=x1(5)

= 1,

h7(t) := h(x1, x
∗
2)|x1=x1(6)

= 1 +
4(α2 − 1)3

27(α2 − β)2
= 1 +

4

3

(t− 2)3

t
.

Çàìåòèì, ÷òî −1 ⩽ x1(6) ⩽ 1, ïðè 4/3 ⩽ t ⩽ 4, íî

|x∗2(x1(6))| =
∣∣∣∣2(t− 1)(t− 2)

3t− 4

∣∣∣∣ ⩽ 1

ïðè t ∈ [3/2, t∗], ãäå t∗ := 9/4+
√
17/4 ≈ 3.281. Òî åñòü h7(t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî ïðè t ∈ [3/2, t∗].

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Îáîçíà÷èì m(t) := max
t>0

{|h1(t)|, . . . , |h7(t)|}. Ä. Â. Ïðîõîðîâ è ß. Øèíàëü ïîëó-

÷èëè òî÷íóþ äëÿ êàæäîãî t > 0 îöåíêó {f}3 íà êëàññå Bt [8]. Îöåíêó íà êëàññå Bt
îáîçíà÷èì mc(t). Ãðàôèêè ôóíêöèé mr(t) è mc(t) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Ðàçíèöà

Ðèñ. 1: Ãðàôèêè ôóíêöèé mr(t) è mc(t).

ìåæäó mr(t) è mc(t) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Ãðàôèêè ôóíêöèé mr(t) è mc(t) â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ Brt , òî èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïðè êàæäîì t ⩾ 0 îöåíêà

|{f}3| ⩽ 2te−t



1, t ∈ [0, t1],√
2

3

√
(2t− 1)3

t
, t ∈ [t1, t2],√

2

3

√
(3− 2t)3

t2 − 6t+ 6
, t ∈ [t2, t3],

1

3
(2t2 − 6t+ 3), t ⩾ t3,

(10)

ãäå ÷èñëà t1 ≈ 1.655, t2 ≈ 3.304 è t3 ≈ 3.823 � íàèáîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè

ïîëèíîìîâ 16t3−33t2+12t−2, 8t4−40t3+50t2−18t+3 è 2t2−10t+9 ñîîòâåòñòâåííî.
Ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè èìåþò âèä (2) ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé â ïëîñêî-

ñòÿõ ïåðåìåííûõ z è w (w = ω(z)), ãäå âìåñòî ω(z) ïîäñòàâëåíû ôóíêöèè

ω3(z) := z3, ω−1(z) := −z
x1(1,2) − z

−1 + x1(1,2)z
, ω1(z) := z

x1(3,4) + z

1 + x1(3,4)z
, ω(z) := z.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå f ∈ Bt ôîðìóëà (10) äîëæíà áûòü äîïîëíåíà
åù¼ îäíèì ñëó÷àåì [8]

|{f}3| ⩽ 2

√
2

3
e−t(2t2 − 6t+ 3)

√
(t− 2)3

t− 3
, t ∈ [t∗2, t

∗
3],

ãäå ÷èñëà t∗2 = 2 +
√
6/2 ≈ 3.225 è t∗3 ≈ 3.476, � íàèáîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå

êîðíè ïîëèíîìîâ 2t2−8t+5 è 2t3−12t2+21t−12 ñîîòâåòñòâåííî. Ýêñòðåìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä (2) ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé â ïëîñêîñòÿõ ïåðåìåííûõ z è w
(w = ω(z)), ãäå âìåñòî ω(z) ïîäñòàâëåíà ôóíêöèÿ

ω−b
2a
(z) := z

x−b
2a

+ (x−b
2a
e−iφ + eiφ)z + z2

1 + (x−b
2a
eiφ + e−iφ)z + x−b

2a
z
,

ãäå

x−b
2a

=

√
3α2 − 2β(α2 + 2)

3(1− β)(α2 − 4β)
, φ = ± arccos

α(2(α2 + 2)− (α2 + 8)β)

2(3α2 − 2(α2 + 2)β)
, β ̸= 1, β ̸= α2

4
.

Ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè áûëè íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå, ïî-
äðîáíîñòè ñì. â [11].
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