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Аннотация. В обзоре рассматривается d-оператор дробного интегродифферен-

цирования любых вещественных и комплексных порядков. d-оператор носит 

алгебраический характер и действует на степенные функции или на их линей-

ные суперпозиции. В частном случае, когда порядок интегродифференцирова-

ния равен 1, d-оператор совпадает с операторами интегродифференцирования 

степенных функций классического анализа. В этом принципиальное отличие d-

оператора от других операторов дробного интегродифференцирования. Рас-

смотрены некоторые обобщения d-оператора, в частности, на случай  некото-

рых переменных вещественных порядков. 
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 (Не более 25 стр) EQUATION CHAPTER 1 SECTION 1  

1. О ТЕНДЕНЦИЯХ РАЗВИТИЯ СОВРЕМЕННОГО АНАЛИЗА  

 

Одним из важных обобщений классического анализа, является дробный 

анализ. Под дробным анализом или дробным исчислением понимают такое 

направление в анализе, в котором обобщаются операции дифференцирования и 

интегрирования на случай производных и интегралов любого конечного веще-

ственного или комплексного порядка.  

Таким образом, развитие дробного анализа важно в двух аспектах:  

1.) математическое обобщение классического анализа на случай произ-

водных и интегралов любых конечных вещественных и комплексных порядков. 

2.) приложение дробного анализа для создания математических моделей 

реального мира, где обычный анализ не позволяет формулировать адекватные 

математические модели.  
 

2. ПРОГРАММА И ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ ДРОБНОГО АНАЛИЗА  

НА ОСНОВЕ d-ОПЕРАТОРА  

(Не более 25 стр) Equation Chapter (Next) Section 2 

2.1. Программа и принципы построения дробного анализа  

В основе построения предлагаемого варианта дробного анализа лежит ло-

кальный оператор дробного интегродифференцирования, названный d-

оператором, а дробный анализ на его основе - d-анализом. Важным принципом 

для построения d-анализа является принцип простоты, в соответствии с кото-

рым берётся минимальный набор простых математических объектов.  

Для построения d-анализа используются степенные функции, а для их 

преобразований d-оператор.  

Классический анализ в своей основе локальная теория, поэтому строить 

его обобщения на случаи комплексных порядков, тоже логично на основе ло-

кальных операторов интегродифференцирования.  

Важнейшее требование, налагаемое на оператор дробного интегродиффе-

ренцирования, является принцип соответствия, из которого следует, что в 

частном случае порядка интегродифференцирования равного 1, d-анализ дол-

жен совпадать с классическим анализом.  

Локальный дробный анализ строится по образу и подобию классического, 

и в определённом смысле, является метаязыком для построения дробного ана-

лиза. Из классического анализа берутся основные принципы, понятия и соот-

ношения, которые используются для построения дробного анализа. Многие по-
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нятия классического анализа, являющиеся объектами для обобщения в дробном 

анализе. Из классического анализа берутся, элементарные функции, а при фор-

мулировке оператора дробного интегродифференцирования используется, 

прежде всего, натуральный логарифм и гамма-функция Эйлера. 

Схема построения локального дробного анализа похожа на схему класси-

ческого анализа, который, в свою очередь, можно строить по-разному. Постро-

ение здесь дробного анализа во многом похоже на то, как строится классиче-

ский анализ в руководстве Рудина [57]. 

2.2. Принятые обозначения  

Остановимся на логике обозначений операторов дробного дифференци-

рования и дробного интегрирования. Переход от оператора дифференцирова-

ния d/dx порядка 1 классического анализа к оператору дифференцирования 

дробного порядка s  

1

1 ( )
( )

s s s
s s s

s s

d d d d d
dx d x

dx dx dx dx dx

     
        
   

.   (2.1) 

Здесь 

s
d

dx

 
 
 

, 
s

s

d

dx
 и sd x  - символические обозначения производной по-

рядка s по переменной x. 

Оператор интегрирования дробного порядка s по переменной x обознача-

ется как оператор дифференцирования порядка s, но со знаком «+» [58] 

( )( ) ( )

s ss s
s s s s s

s s

d d d d
dx dx d x

dx dx dx dx

 
  



   
        
   

. (2.2) 

Здесь , , ( )

s s
s

s

d d
dx

dx dx

 



 
 
 

 и sd x  - символические обозначение оператора 

интегрирования порядка s. 

Для производных ( )
s

s

d
f x

dx
 и неопределённых интегралов ( ) sf x dx  по-

рядка s функции f(x) по переменной x возможны разные обозначения  

( ) ( )

( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( )( ) F ( ) : ( );

( ) : ( ) ( )( ) F ( ) ( );

( )( ) : ( ) ( ) ( ).

( ) s s s s

s s s

s

s

s

s

s

f x f x d f x x d x f x

f x dx

d

d x f x d f x x f x

d f x d x f x f

d
f x

x

x x

dx d

f

  



 
  


   

   

 






1

 (2.3) 
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Здесь s – порядок операции, если порядок вещественный, то s≥0, а знак 

перед s определяет характер операции, а именно, sd x  и sd x – операторы, соот-

ветственно, дробного дифференцирования порядка s и дробного интегрирова-

ния порядка s; f
 (s)

(x) и F
(s)

(x) соответственно производная и первообразная по-

рядков s; оператор нулевого порядка 0d x  является единичным оператором. 

Двоеточие «:» разделитель между операторами и операндами. Во многих слу-

чаях двоеточие «:» может опускаться. 

Из этих обозначений следует:  

( ) ( ) ( ) ( )( ) F ( ); ( ) F ( )s s s sf x x f x x     .   (2.4) 

2.3. Локальный d-оператор дробного дифференцирования и дробного  

интегрирования комплексных порядков вещественной переменной 

В работах [58, 60] был введён d-оператор – локальный оператор дробного 

дифференцирования и дробного интегрирования, который действует в про-

странстве степенных функций и определён для всех конечных вещественных 

порядков, что было рассмотрено более подробно [61, 62].  

Для d-оператора выполняется принцип соответствия, а именно, в част-

ном случае, для порядка интегродифференцирования равного 1, d-оператор пе-

реходит в операторы дифференцирования и интегрирования степенных функ-

ций классического анализа [63] и абсолютно с ними совпадает. 

В [64] был введён d-оператор для дискретной переменной, где порядки 

интегродифференцирования и показатели степенных функций - комплексные.  

В работах [58 – 64, 15] d-оператор претерпел эволюцию, что привело к 

версии d-оператора, которая формулируется и рассматривается здесь.  

Для d-оператора выполняется принцип простоты, в соответствии с кото-

рым локальный дробный анализ строится на основе наиболее простых обобще-

ний операторов интегродифференцирования степенных функций классического 

анализа. Действует d-оператор в пространстве степенных функций, которые яв-

ляются одними из самых простых элементарных функций. При этом, очень 

важно, что степенные функции являются универсальными в том смысле, что 

они являются степенными для любых порядков интегородифференцирования. 

Другие элементарные функции такой универсальностью не обладают, например 

экспоненты одного порядка уже не являются экспонентами для других поряд-

ков интегродифференцирования.  

Более того, через различные суперпозиции степенных функций выража-

ется многие элементарных и специальных функций.  

В дальнейшем, для определения d-оператора, кроме степенных функций, 

необходимо ввести полиномы интегродифференцирования ( )sC x , являющиеся 

обобщением констант интегрирования классического анализа и логарифмы 

ln ( )s x  дробного порядка s, обобщающие логарифмы классического анализа.  
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Определение 1. d-оператором комплексного порядка ,s i     

, ;   , const;    , 0,    дробного дифференцирования и дробного инте-

грирования вещественной переменной x, действующим в пространстве степен-

ных функций qx  с комплексными показателями ; , ; , const,q i             

называется отображение определяемое равенствами  

Г( 1)
( )( ) : ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

Г( 1)
( )( ) : ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...)

s
s q s q q q s

ss

s q s q q s q s

s

d q
d x x d x x x x C x

dx q s

q q s

q
d x x d x x x d x x C x

q s

q

  






   

 

           


   

 

     
 



1

1

( 1, 2, 3, ...)];

;

( 1)
( )( ) : ( );

( 1)!Г( 1)

; 1, 2, 3, ...;

( 1)
( )( ) : ( );

( 1)!Г( 1)

s m
s m s m m m s

ss

m
s m s m m s m s

s

q s

s q

d
d x x d x x x x C x

dx m s m

m s m

d x x d x x x d x x C x
m s m


      




    

    


 


   

   

        


   

  

 



1

; 1, 2, 3, ...;

;

( )( ) : ln ( ) ( ); ln ( ) ln( ), 0.s s s s s s

s s

m s m

s m

d x x d x x x d x x C x x x s  




















      
 

 


        

(2.5) 

Знаки, стоящие перед порядками интегродифференцирования s опреде-

ляют тип операции. Если знак плюс, то это соответствует операции интегриро-

вания, а если знак минус – операции дифференцирования.  

Если порядок 0s     , в первом, и/или втором равенствах, то это со-

ответствует единичному оператору 1, который функциям ставит в соответствие 

самих себя, что можно записать как  

0 : ( ) : ( ) ( )d x f x f x f x 1 .  

Когда порядок интегродифференцирования вещественный, 

Re( ) 0s s    , то если в равенствах (2.5) перед показателем порядка опера-

тора s, стоит знак минус, то это будет соответствовать оператору дробного 

дифференцирования вещественного порядка χ, а если значение порядка опера-

тора со знаком плюс, то это будет соответствовать оператору дробного инте-

грирования вещественного порядка χ.  

Когда порядок интегродифференцирования мнимый, Im( )s i s i   и 

0  , а в равенствах (2.5) перед показателем порядка оператора s, стоит знак 
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минус, то это соответствует оператору дробного дифференцирования мнимого 

порядка γ, а если значение мнимого порядка оператора со знаком плюс, то это 

будет соответствовать оператору дробного интегрирования мнимого порядка γ.  

Если порядок интегродифференцирования комплексный, s i    и 

, 0   , а знак у порядка отрицательный, то это будет дробное дифференциро-

вание комплексного порядка, а если знак положительный, то дробное интегри-

рование комплексного порядка.  

Если знаки у вещественной и мнимой части порядка интегродифферен-

цирования различаются, т. е. s i     или s i   , то такие порядки фор-

мально будем называть смешанными комплексными порядками дифференциро-

вания и смешанными комплексными порядками интегрирования, соответствен-

но. В этом случае нельзя говорить однозначно только о дифференцировании 

или только об интегрировании.  

Величины 
Г( 1)

Г( 1)

q

q s




 в первом и втором равенствах (2.5) называются ко-

эффициентами d-оператора, в частности, коэффициентом дифференцирова-

ния для знака минус перед порядком s и коэффициентом интегрирования для 

знака плюс перед s. В этих коэффициентах в числителе у гамма-функции 

Г( 1)q   исключены значения, попадающие в полюса, которые являются важ-

ными частными случаями, но не исключены полюсы у гамма-функций в знаме-

нателях коэффициентов.  

Область допустимых значений гамма-функций в коэффициентах d-

оператора принадлежат расширенной комплексной плоскости   , где 

∞ - бесконечно удалённая (несобственная) точка [66]. 

Если гамма-функции в числителе попадают в полюса, что случается для 

целых отрицательных показателей степенных функций, на которых действует 

оператор, т. е. q
 
=

 
-m. Тогда гамма-функция в полюсах заменяются вычетами 

соответствующими этим полюсам по формуле  

( 1)
Res ( ) ;

!

m

m m


 


   0,1, 2, 3, 4, ...m    

[65] и [60 - 64, 15], которой в d-операторе будет соответствовать равенство  

1

1 1

( 1)
Res ( 1) ; 1, 2, 3, 4, ...

( 1)!

m

q m

q m
m



  


   


  

В результате при дифференцирования и интегрирования при такой замене 

будут соответственно четвёртое и пятое равенства с коэффициентами 
1( 1)

( 1)!Г( 1)

m

m s m



  
.  

Теперь рассмотрим отдельно все равенства в операторе (2.5).  
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Первое равенство определяет дробное дифференцирование порядка s. До-

полнительные условия исключают случаи дифференцирования, когда гамма-

функция в числителе обращается в бесконечность, при попадании аргумента в 

полюса гамма-функции, когда одновременно гамма-функция в знаменателе не 

равна бесконечности. Полюсы у гамма-функции имеются для отрицательных 

целочисленных порядков Re( ) 1, 2, 3,q q        Эти условия представле-

ны в виде логического отрицания двух возможных ситуаций, которые не долж-

ны выполняться одновременно для гамма-функций в числителе и в знаменателе 

т. е. [( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)]q q s           . 

Второе равенство определяет дробное интегрирование порядка s. Первые 

дополнительные условия исключают случаи интегрирования, когда гамма-

функция в числителе обращается в бесконечность, при попадании аргумента в 

полюса гамма-функции, когда одновременно в знаменателе гамма-функция не 

равна бесконечности. Эти условия тоже представлены в виде логического от-

рицания двух возможных ситуаций, которые не должны выполняться одновре-

менно для гамма-функций в числителе и в знаменателе, т. е. 

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)]q q s           . Второе дополнительное условия 

исключают интегрирование в логарифмических случаях.  

Третье равенство определяют дифференцирование в случаях, которые 

исключены в первом равенстве. Дополнительное условие исключает случаи, 

когда значения гамма-функции в знаменателе не попадают в полюс. Эти случаи 

дифференцирования находятся с помощью первого равенства оператора, где 

гамма-функции в числителе и в знаменателе одновременно обращаются в бес-

конечность. В этом случае бесконечности в коэффициенте сокращаются.  

Четвёртое равенство определяют интегрирование в случаях, исключае-

мых во втором равенстве. Первое дополнительное условие исключает случаи, 

когда значения гамма-функции в знаменателе не должно попадать в полюс. Эти 

случаи интегрирования находятся с помощью второго равенства оператора, где 

гамма-функции в числителе и в знаменателе одновременно обращаются в бес-

конечность, а бесконечности в коэффициенте сокращаются. Второе дополни-

тельное условие исключает интегрирования в логарифмических случаях. 

Пятое равенство определяет интегрирование в логарифмических случаях, 

когда порядок интегрирования s равен показателю степенных функций с отри-

цательным знаком -s. Логарифмические случаи возникают, когда для отрица-

тельных показателей степенных функций q   , выполняется условие лога-

рифмичности, т. е. 0s q  , которое разделяет область «параболичности» 

0s q   и область «гиперболичности» 0s q   для показателей степенных 

функций, которые могут получаться после дробного интегрирования порядка s. 

Функции ln ( )s x  являются логарифмами комплексного порядка s.  

Логарифм ln ( )s x  порядка s являются обратной функцией для функции 

exp ( )s x , которая названа главной экспонентой порядка s [66, 68] и [60 - 62] 

ln (exp ( )) exp (ln ( )) .s s s sx x x       (2.6) 
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Наличие логарифмических функций, не являющихся степенными, гово-

рит, что для d-оператора пространство степенных функций не замкнуто. 

Функции ( )sC x  в (2.5) являются полиномами интегрирования порядка s. 

Полиномы интегрирования являются обобщениями констант интегрирования 

классического анализа [60 - 62, 69]; ( )sC x  – полиномы дифференцирования по-

рядка s, которые для комплексных порядков вещественной переменной рас-

сматривались в [64, 70, 71, 15]. Полиномы дифференцирования комплексных 

порядков являются аналогами полиномов интегрирования комплексных поряд-

ков для дифференцирования комплексных порядков.  

Полиномы интегрирования ( )sC x  и полиномы дифференцирования 

( )sC x  для удобства объединены в полиномы интегродифференцирования, ко-

торые обозначены как ( )sC x , которые для комплексных порядков определяют-

ся в [15], а здесь даются для непрерывной вещественной переменной. 

Определение 2. Полиномами интегродифференцирования комплексного 

порядка s вещественной переменной x, будем называть функцию ( )sC x  задава-

емую равенствами для разных значений порядков s 

1
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(2.7) 

Полиномом интегродифференцирования порядка s соответствует поли-

номам интегрирования для нецелочисленных комплексных порядков +s=+α и 

для целочисленных вещественных порядков +s=+m с положительным знаком 

(первые два равенства (2.7)).  

В случае порядка равного нулю s=0, полиномы дифференцирования и по-

линомы интегрирования совпадают и равны нулю (третье равенство). Для дан-

ного тривиального случая справедливо равенство: 0 0( ) ( ) 0C x C x  . 

Полиномам дифференцирования соответствуют нецелочисленные ком-

плексные порядки -s= -α и целочисленные вещественные порядки s= -m с отри-

цательным знаком (четвёртое и пятое равенства). В случае целочисленных по-
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рядков с отрицательным знаком -s = -m, включая порядок 1 (классический ана-

лиз), полиномы дифференцирования отсутствуют, поэтому они в этих случаях 

формально были приравнены к нулю. 

Для полиномов интегродифференцирования можно ввести обозначения, в 

котором полиномы интегрирования и полиномы дифференцирования входят в 

другом порядке ( ) 0sC x  . 

Коэффициенты ka  и kb  в полиномах интегродифференцирования являют-

ся произвольными комплексными константами интегрирования, а 
kh  - произ-

вольными комплексными константами дифференцирования. Произвольность 

констант 
ka , 

kb  и 
kh  приводят к произвольности полиномов ( ) 0sC x  .  

В ряде случаев, например при решении дифференциальных уравнений, 

при задании начальных и краевых условий, константы ka , или kb , или kh могут 

оказаться взаимосвязанными между собой. 

Ряды полиномов интегрирования ( )C x  и полиномов дифференцирова-

ния ( )C x  нецелочисленных порядков, в зависимости от значений констант ka  

и kh , могут быть как сходящимися, так и расходящимися.  

Полиномы интегродифференцирования можно отнести к элементарным 

функциям d-анализа, которые в частном случае классического анализа перехо-

дят в константы интегрирования и в ноль при дифференцировании. 

d-оператор является линейным, т. е. для него справедливо равенство  

: ( ( ) ( )) : ( ) : ( );

, , ; , , const

s s sd x f x g x d x f x d x g x

s s

   

   

    

      
  (2.8) 

Здесь ( )f x  и ( )g x  некоторые интегродифференцируемые d-оператором 

функции, если перед s стоит знак плюс и интегрируемые d-оператором функ-

ции, если перед s стоит знак минус. 

Также будет справедливо равенство  

( ) ( ) : ( ) : ( );

, , ; , , const

s w s wd x d x f x d x f x d x f x

s w s w

  

 

      

      
.  (2.9) 

Для полиномов ( )sC x  справедлива теорема, обобщающая утверждение о 

равенстве нулю производной константы классического анализа.  

Теорема 1. Если ( )sC x  и ( )sC x  произвольные полиномы интегродиф-

ференцирования порядка s, то при их дробном интегродифференцировании по-

рядка s, будут выполняться уравнения [15] 

: ( ) ( )s

s sd x C x C x

 .      (2.10) 

Доказательство. Покажем выполнение первого и четвёртого равенств  
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Здесь введено обозначение ( ) ( )s

sC x , где в верху положительных знак со-

ответствует первообразной порядка s, а отрицательный - производной порядка s 

функции ( ),f x  что соответствует обозначениям ( ) ( )( ) ( )s sF x f x . 

Для второго равенства  

1 1 1

0 0 0

Г( 1) Г( 1)
: ( ) : 0.

Г( 1 )

m m m
m m k k m k m

m k k k

k k k

k k
d x C x d x a x a x a x

k m

  
   

  

 
   

  
    

Для третьего равенства будет  

0 0

0: ( ) :0 0d x C x d x  . 

Для пятого равенства эти уравнения дают  

: ( ) :0 ( )m m

m md x C x d x C x    ■ 

Очевидно, что если порядки интегродифференцирования s и порядки по-

линомов интегродифференцирования ν в общем случае не совпадают, то будет 

справедлива более общая формула 

( ): ( ) ( ) ( )s s

v v sd x C x C x C x

  .    (2.11) 

Здесь ( ) ( ) 0s

vC x  , если s≠ν или ( ) ( ) 0s

vC x  , если s=ν. 

Если в силу произвольности полиномов интегродифференцирования при-

нять равными нулю ( ) 0sC x  , тогда уравнения (2.11) будут  

: ( ) 0s

sd x C x  .      (2.12) 

Приравняв к нулю полиномы интегродифференцирования ( ) 0sC x  , то 

уравнения (2.11) примут вид  

:0 ( )s

sd x C x

 .      (2.13) 

Данное равенство обобщает интеграл от нуля в классическом анализе:  
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0 constdx  .  

Полиномы интегродифференцирования делают операции интегрирования 

и дифференцирования неоднозначными в d-анализе для всех порядков за ис-

ключением интегродифференцирования нулевого порядка и дифференцирова-

ния целочисленных порядков, включая порядок 1 классического анализа.  

В локальном дробном анализе на основе d-оператора производная ком-

плексного порядка s от функции ( )f x  определяется равенством  

( ) ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s s s

s sd x f x f x C x F x C x 

        (2.14) 

Здесь функцию ( ) ( )( ) ( )s sf x F x  будем называть базовой производной 

прядка s функции ( )f x . 

Определение 3. Базовая производная, это такая производная, у которой 

полином дифференцирования равен нулю. 

Определение 4. Неопределённой производной порядка s функции ( )f x  

будем называть множество всех производных порядка s функции ( )f x .  

Первообразной комплексного порядка s функции ( )f x  в локальном 

дробном анализе на основе d-оператора будем называть сумму  

( ) ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s s s

s sd x f x F x C x f x C x       (2.15) 

Здесь функция ( ) ( )( ) ( )s sF x f x  является базовой первообразной прядка s 

функции ( )f x . 

Определение 5. Базовая первообразная прядка s функции ( )f x , это такая 

первообразная, у которой полином интегрирования равен нулю. 

Определение 6. Неопределённым интегралом порядка s функции ( )f x  

будем называть множество всех первообразных порядка s функции ( )f x .  

Объединённую формулу дробного интегродифференцирования ком-

плексного прядка s функции ( )f x   

( ) ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s s s

s sd x f x f x C x F x C x 

        (2.16) 

Наличие полиномов интегродифференцирования, в частности, приводит к 

ряду алгебраических особенностей d-оператора.  

Теорема 2. d-оператор не является коммутативным относительно опера-

ции умножения (композиции) операторов.  

Доказательство. Рассмотрим воздействие операторов d x  и sd x  на 

функцию ( )f x  в разных порядках  

( ) ( ( )) ( ): : ( ) : ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ).s s s v

s sd x d x f x d x f x C x f x C x C x  
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Если подействовать на ( )f x  операторами в обратном порядке, получим  

( ) ( ( )) ( ): : ( ) : ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ).s s s s

v v sd x d x f x d x f x C x f x C x C x       

        

Результаты отличаются, что доказывает теорему ■ 

Теорема 3. В общем случае для d-оператора при его воздействии на 

функцию ( )f x  композиция ( ): : ( ) : ( )s sd x d x f x d x f x      и декомпозиция 
( ) : ( ) : : ( )s sd x f x d x d x f x      приводит к разным результатам.  

Доказательство. Покажем это на примере интегродифференцирования 

полиномов ( )sC x   

( ): : ( ) : ( ( )) ( ) ( ).s

s s s vd x d x C x d x C x C x C x    

    

Если подействовать оператором порядка ( )s  , то получим 

( ) ( ( ))

( ): ( ) ( ) ( ).s s

s s sd x C x C x C x 



  

     

Результаты интегродифференцирования в обоих случаях не равны, т. е.  

( ) ( ( ))

( )( ) ( ) ( ) ( )s

s v s sC x C x C x C x 





   ,  

что доказывает теорему ■ 

Рассмотренный d-оператор является минимальным обобщением операто-

ров интегродифференцирования степенных функций классического анализа, 

т. е. выполняется принцип соответствия. Это предполагает, что при его приме-

нении для описания различных процессов в пространствах нецелочисленных 

порядков, получаемые решения в частном случае для порядков интегродиффе-

ренцирования равного 1, должны совпадать с решениями, получаемыми в клас-

сическом анализе.  

С другой стороны, принцип простоты должен приводить к тому, что в 

рамках d-анализа не должны возникать математические следствия, которые 

противоречат классическому анализу. В частности, это значит, что при исполь-

зовании d-оператора для описания реальных процессов, не должны появляться 

«не физические» решения, коэффициенты, слагаемые и т. д.  

Введённый d-оператор положен в основу дробного анализа, который был 

назван d-анализом. 

2.4. Связь d-оператора с оператором Адамара  

Рассматриваемый d-оператор можно считать существенно усовершен-

ствованным локальным оператором дробного дифференцирования Адамара  

(1.3) [2, 14], который соответствует первому равенству в (2.5) для вещественных 

порядков, но без учёта дополнительных условий для данного равенства.  
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В операторе Адамара нет возможность интегродифференцировать функ-

ции, когда в числителе коэффициента оператора гамма-функция имеет полюс 

или когда не учтены логарифмические случаи. Это не позволяет построить 

полноценный дробный анализ удовлетворяющий принципу соответствия на ба-

зе оператора Адамара.  

2.5. Важные частные случаи d-оператора  

Рассмотрим наиболее важные частные случаи d-оператора (2.5): d-

оператор вещественных порядков, d-оператор дискретной переменной, d-

оператор мнимых порядков. 

d-оператор вещественных порядков, в свою очередь, распадается на d-

оператор вещественных нецелочисленных порядков и d-оператор целочислен-

ных порядков. Каждый из этих операторов лежит в основе двух важных направ-

лений дробного анализа вещественных порядков, а именно, d-анализа нецело-

численных порядков и d-анализа целочисленных порядков. Эти направления су-

щественно отличаются друг от друга и требуют отдельного рассмотрения.  

2.5.1. d-оператор вещественных порядков. Важным частным случаем d-

оператора комплексных порядков является оператор вещественных порядков 

интегродифференцирования. Этот случай рассмотрен подробно в [58 – 62]. По-

лучается d-оператор вещественных порядков из d-оператора комплексных по-

рядков, когда порядки интегродифференцирования и порядки степенных функ-

ций вещественные, т. е. const 0,s     Im( ) 0,s    const,q    

Im( ) 0q   . 

Определение 7. d-оператором вещественного порядка s, ;s  const;s   

0s  , дробного дифференцирования и дробного интегрирования вещественной 

переменной x, действующим в пространстве степенных функций ,qx  веще-

ственной переменной x с вещественными показателями ; const,q q    называ-

ется отображение определяемое равенствами  
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(2.17) 

В данной версии d-оператора, в отличие от предыдущих версий веще-

ственных d-операторов [58 – 62], учтены полиномы дифференцирования. 

Легко увидеть, что d-оператор комплексных порядков (2.17) формально 

совпадает с d-оператором вещественных порядков (2.17).  

Определение 8. Полиномами интегродифференцирования вещественного 

порядка s вещественной переменной x, будем называть функцию ( )sC x  задава-

емую равенствами 

1

1

0

0

1

( ) ;

; ; 0; , const ; 1, 2, 3, 4...;

( ) ; ; const ; ;

( )
( ) 0; 0;

( ) ;

; ; 0; , const ; 1,

k

k

k

k k

m
k

m k k

k

s

k

k

k

k k

C x a x

s a a

C x b x s m b m

C x
C x s

C x h x

s h h









    

   


 










 







                 

        


  



              







2, 3, ...;

( ) 0; ; .mC x s m m













   


      (2.18) 
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Здесь коэффициенты 
ka  и 

kb  являются произвольными вещественными 

константами интегрирования, а 
kh  - произвольными вещественными кон-

стантами дифференцирования.  

Произвольность констант 
ka , 

kb  и 
kh  влечёт  произвольность полиномов 

интегродифференцирования.  

Для полиномов интегродифференцирования справедливы соотношения  

: ( ) ( )s

s sd x C x C x  .      (2.19) 

2.5.2. d-оператор дискретной переменной. Другим важным частным 

случаем, является оператор комплексных порядков дискретной переменной f(n), 

который был введён в [64], где полиномы дифференцирования не были учтены 

и был представлен только один логарифмический случай. 

Определение 7. Дискретным d-оператором комплексного порядка 

,s i   , ; , const; , 0             , дробного дифференцирования и дроб-

ного интегрирования дискретной вещественной переменной n, действующим в 

пространстве степенных функций qn , дискретной вещественной переменной 

n  с комплексными показателями ; , ; , const,q i              называется 

отображение определяемое равенствами  

1

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

;

( 1)
:

( 1)!Г( 1)

s q q s

s

s q q s

s

m
s m m

q
d n n n C n

q s

q q s

q
d n n n C n

q s

q q s

s q

d n n n
m s m

 






  


 

 

           


 

 

          
 

 




   

1

( );

; 0,1, 2,3, ...;

( 1)
: ( );

( 1)!Г( 1)

; 0,1, 2,3, ...;

;

: ln ( ) ( ); 0.

s

s

m
s m m s

s

s s

s s

C n

m s

d n n n C n
m s m

m s m

s m

d n n n C n s






  














 


   



  

  


   
 


     

(2.20) 

Полиномы интегродифференцирования дискретного d-оператора являют-

ся частным случаем полинома комплексного порядка ( )sC x .  
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Определение 8. Полиномами интегродифференцирования комплексного 

порядка ψ дискретной переменной n будем называть функцию ( )sC n
 задавае-

мую равенствами для разных значений порядков s 

1

1

0

0

( ) ; ; ; , const; | ;

; 1, 2, 3, ...; , ;

, const; , 0;

( ) ; ; ; ; const; | ;

( )
( ) 0; 0;

( )

k

k k k k

k

m
k

m k k k k

k

s

C n a n s a a a

i

C n b n s m m b b b

C n
C n s

C n







 

     

    


 











          

           

        

           


  







1

; ; ; , const; | ;

; 1, 2, 3, ...; , ;

, const; , 0;

( ) 0; ; .

k

k k k k

k

m

h n s h h h

i

C n s m m

  

     

    


 


















          

           


        
      



 (2.21) 

Здесь коэффициенты ka  и kb  в полиномах интегродифференцирования 

являются произвольными комплексными константами интегрирования, а 

kh  - произвольными комплексными константами дифференцирования.  

2.5.3. d-оператор мнимых порядков. Одним из частных случаев d-

оператора, является оператор с мнимыми порядками.  

Определение 9. d-оператором мнимого порядка ;s i  

;  const;  0  , дробного дифференцирования и дробного интегрирова-

ния вещественной переменной x, действующим в пространстве степенных 

функций qx , вещественной переменной x с комплексными показателями 

;q i    , ; , const        , называется отображение определяемое равен-

ствами  
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1

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

;

( 1)
:

( 1)!

i q q i

i

i q q i

i

m
i m

q
d x x x C x

q i

q q i

q
d x x x C x

q i

q q i

i q

d x x
m

 



 















 






 


 

 

           


 

 

          
 

 






1

( );
Г( 1)

; 1, 2, 3, ...;

( 1)
: ( );

( 1)!Г( 1)

; 1, 2, 3, ...;

: ln ( ) ( ); 0.

m i

i

m
i m m s

i

i s

i i

x C x
i m

m i m

d x x x C x
m i m

m i m

d x x x C x











 











 




  














 
   

        
 

 
  

       


   
     

(2.22) 

Производная и первообразная дробных мнимых порядков в полюсах воз-

можна только в случаях, когда показатель степени степенной функции будет 

иметь целочисленное отрицательное значение.  

Полиномы интегродифференцирования мнимых порядков являются част-

ный случай полиномов интегродифференцирования комплексных порядков как. 

Определение 10. Полиномами интегродифференцирования мнимого по-

рядка iγ вещественной переменной x, будем называть функцию ( )iC x  задава-

емую равенствами  

1

1

; ; 0; ; , const ;

( ) 0; 0;

; ; 0; ; , const .

k i

k k k

k

i

k i

k k k

k

a x a a

C x

h x h h







  



  


 






 




          


  

           






 

 

(2.23) 

Здесь коэффициенты ka  в полиномах интегродифференцирования произ-

вольные комплексные константы интегрирования, а kh  - произвольные ком-

плексные константы дифференцирования.  

Здесь отсутствуют равенства соответствующие второму и пятому равен-

ствам из (2.5), ввиду того, что они сформулированы только для целочисленных 

вещественных порядков. 
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Полиномами интегродифференцирования мнимого порядка можно пред-

ставить как ( )iC x
, где знак плюс соответствует полиномам интегрирования, 

минус – полиномам дифференцирования, а γ=0 единичному оператору.  

Для полиномов интегродифференцирования ( )iC x  
справедливы правила 

дробного интегродифференцирования мнимого порядка 

: ( ) ( )i

i id x C x C x

   .     (2.24) 

2.5.4. d-оператор нецелочисленных вещественных порядков. Если в d-

операторе (2.5) порядки дробного интегродифференцирования не будут цело-

численными, включая нулевой порядок, т. е. 0,1, 2,s     , а в остальном совпа-

дает с общим d-оператором, то это будет соответствовать d-оператору нецело-

численных вещественных порядков 

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

;

(
:

s
s q q q s

ss

s q q s q s

s

s
s m m

s

d q
d x x x x C x

dx q s

q q s

q
d x x x d x x C x

q s

q q s

s q

d
d x x x

dx

 





  


  

 

           


  

 

          
 

 

 



1

1

1)
( );

( 1)!Г( 1)

; 1, 2, 3, ...;

( 1)
: ( );

( 1)!Г( 1)

; 1, 2, 3, ...;

;

: ln ( ) ( ); 0.

m
m s

s

m
s m m s m s

s

s s s s

s s

x C x
m s m

m s m

d x x x d x x C x
m s m

m s m

s m

d x x x d x x C x s


 




   

 












  
    

        


  

  

     
 



    















 (2.25) 

Полиномами интегродифференцирования ( )sC x  нецелочисленных по-

рядков s будут задаваться двумя равенствами для нецелочисленных порядков и 

для нулевого порядка, а целочисленные порядки здесь опущены 
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1

1

( ) ; 0,1, 2, ;

; , const; | ; 1, 2, 3, ...; , ;

, const; , 0; ) ( );
( )

( ) ; 0, 1, 2,

k

k

k

k k k

s

k

k

k

C x a x s s

a a a

i i
C n

C x h x s s











   

          




 



 
 





      

               

               


        



 ;

; , const; | ; 1, 2, 3, ...; , ;

, const; , 0; ) ( );

k k kh h h

i i

   

          











               
                 (2.26) 

Коэффициенты 
ka  в полиномах ( )sC x  являются произвольными веще-

ственными константами интегрирования, а kh  - произвольными веществен-

ными константами дифференцирования.  

2.5.5. d-оператор целочисленных вещественных порядков. Третье и 

четвёртое равенства d-оператора (2.5) определяют дифференцирование и инте-

грирование только для нецелочисленных порядков, поэтому для целочислен-

ных порядков они теряют смысл.  

Все возможные производные и неопределённые интегралы целочислен-

ных порядков определяются первым, вторым и пятым равенствами (2.5).  

В результате получим частный случай d-оператора, который будем назы-

вать d-оператором целочисленных порядков m  [72] 

Г( 1)
: ;

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

Г( 1)
: ( );

Г( 1)

[( 1, 2, 3, ...) ( 1, 2, 3, ...)];

;

: ln ( ) ( ).

m q q m

m q q m

m

m m

m m

q
d x x x

q m

q q m

q
d x x x C x

q m

q q m

m q

d x x x C x

 






  


           
     

           
 

 
    (2.27) 

Здесь учтено, что ( ) 0mC x  . 

Полиномы интегродифференцирования ( )mC x   

1

0

0

( ) ; const ; ;

( )
( ) 0; 0;

( ) 0; .

m
k

m k k

k

m

m

C x b x b m

C x
C x m

C x m










      


 

  
   


   (2.28) 
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Коэффициенты 
kb  являются произвольными вещественными констан-

тами интегрирования. 

Здесь отличными от нуля будут только полиномы интегрирования для 

целочисленных порядков m, которые являются алгебраическими полиномами 

порядков m-1 или
1

0

( )
m

k

m k

k

C x b x




  [61]. 

2.5.6. d-оператор целочисленных порядков в развёрнутом виде. Для d-

оператора целочисленных порядков имеются особые частные случаи, связан-

ные с одновременным появлением полюсов у гамма-функций в числителях и 

знаменателях коэффициентов d-оператора, а при интегрировании степенных 

функций могут возникать логарифмические случаи. Все особые случаи возни-

кают при действии оператора на степенные функции с отрицательными цело-

численными порядками.  

Рассмотрим d-оператор целочисленных порядков более подробно.  

Так первое равенство (2.5), отвечающее за дифференцирование целочис-

ленных порядков распадается на два случая. 

Первый случай соответствует случаям, когда в коэффициентах числитель 

и знаменатель конечны.  

Во втором случае в числителе и в знаменателе коэффициентов гамма-

функции всегда одновременно попадают в полюса и обращаться в бесконечно-

сти, которые всегда сокращаются, а результат получается конечным, что легко 

показать. Производные целочисленных порядков степенных функций с целым 

отрицательным показателем легко записать 

Г( 1)
: ; 0,1, 2, 3, ...;

Г( 1)

m n n mn
d x x x n m

m n

    
  

  
. 

Эту формулу легко упростить, используя свойство гамма-функции [73]  

( ) ( 1) ( )
( )

( 1)( 2) ... ( ) (1 )(2 ) ... ( )

m

m
m m

 


     

  
   

     
. 

Заменив α на –n+1, получим  

( 1) ( 1) ( 1)
( 1 )

( )( 1) ... ( 1 ) ( 1) ... ( 1 )

mn n
n m

n n n m n n n m

      
     

        
. 

Подставив это выражение в рассматриваемую формулу дифференцирова-

ния, получим, если 0,1, 2, 3, ...;n m   
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Г( 1)
:

Г( 1)

( 1) ( 1) ... ( 1 )Г( 1)
( 1) ( 1) ... ( 1 ) .

( 1)

m n n m

m
n m m n m

n
d x x x

m n

n n n m n
x n n n m x

n

   

   

 
 

  

     
     

  

 

Данную формулу можно представить иначе, если переписать гамма-

функции через факториалы  

Г( 1) ( 1) ( 1)!
:

Г( 1) ( 1)!

m
m n n m m nn n m

d x x x x
m n n

         
 

   
.  (2.29) 

В случае, если полюсы одновременно образуются в числителе и в знаме-

нателе коэффициента d-оператора, то формулу можно записать, заменив беско-

нечности в полюсах соответствующими вычетами [74] 

1

1

1

1

Res ( 1)
Г( 1)

:
Г( 1) Res Г(1 )

( 1) ( 1)! ( 1) ( 1)!
; 0,1, 2, 3, ...; .

( 1)!( 1) ( 1)!

nm n n m n m

n m

n m
m n n m

n m

n
n

d x x x x
m n m n

n m n m
x x n m

n n

     

 


  

 

  
 

  
    

     
    

  

 (2.30) 

Формулы (2.29) и (2.30) совпадают, что является аргументом в пользу 

правильности замены полюсов соответствующими вычетами, которое было 

принято при определении d-оператора (2.5). 

Второе равенство (2.27), отвечающее за интегрирование целочисленных 

порядков, аналогично распадается на три случая. 

Первый случай, когда в числителе и в знаменателе нет бесконечностей.  

Второй случай, когда в числителе бесконечность, а знаменатель конечен. 

Г( 1)
: ( ); 1, 2, 3, 1;

Г( 1)

m n n m

m

n
d x x x C x n n m m n

n m

   
          

  
. 

Заменив гамма-функцию в числителе на соответствующие вычеты 
1

1

( 1)
Res ( 1)

( 1)!

n

n

n
n






   


, получим для данных случаев  
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1

1

1

Res ( 1)
Г( 1)

: ( ) ( )
Г( 1) Г( 1)

( 1)
( )

( 1)!Г( 1)

( 1)
( ); 1, 2, 3, 1; .

( 1)!( )!

m n n m n mn
m m

n
n m

m

n
n m

m

n
n

d x x x C x x C x
n m n m

x C x
n n m

x C x n n m m n
n m n

    


 


 

  
 

    
     


  

   


          

 

 

Использовали соотношение  

( )
( )

( 1)( 2) ... ( )

z
z n

z z z n


  

   
,  

заменив z=m-1, получим  

( 1)
( 1 )

( 1 1)( 1 2) ... ( 1 )

m
m n

m m m n

 
   

      
. 

Заменив в гамма-функции на факториалы:  

!
( )!

( 1) ... ( 1 )

m
m n

m m m n
 

   
. 

Тогда для интегрирования получим коэффициент  

1( 1) ( 1) ... ( 1 )
: ( ).

( 1)! !

n
m n n m

m

m m m n
d x x x C x

n m


      
 


 

В третьем случае бесконечности появляются в числителе и в знаменателе 

одновременно при интегрировании целочисленных порядков степенных функ-

ций с целочисленной отрицательной степенью.  

Когда интегралы целочисленных порядков m берутся от степенных функ-

ций с целочисленным отрицательным показателем –n, а m<n, тогда задача пол-

ностью решается в рамках классического анализа, тогда в силу отсутствия не 

коммутативности в этом случае, оператор интегрирования целочисленного по-

рядка m можно разложить на m операторов первого порядка  
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1 1 1: ... : : ... :

( 1) ( 1) ( 1)!
( ) ( ).

( 1)( 2) ... ( ) ( 1)!

m n n n n n

m mm

m m
m n m n

m m

d x x x d x x dxdx dx d x d x d x x

n m
x C x x C x

n n n m n

   

 

   

   
   

   

    
 

В результате получим формулу  

( 1) ( 1)!
: ( ).

( 1)!

m
m n m n

m

n m
d x x x C x

n

   
 

    (2.31) 

Аналогичную формулу получим для дифференцирования, если у гамма-

функции снова заменить соответствующими вычетами бесконечности в полю-

сах, когда , ;m n n m     

1

1

1

1

Res ( 1)
Г( 1)

: ( ) ( )
Г( 1) Res Г( 1)

( 1) ( 1)! ( 1) ( 1)!
( ) ( ).

( 1)!( 1) ( 1)!

nm n m n m n

m m

n m

n m
m n m n

m mn m

n
n

d x x x C x x C x
n m n m

n m n m
x C x x C x

n n

  

 


 

 

  
 

    
     

     
   

   (2.32) 

Полученные формулы (2.31) и (2.32) совпали с формулами классического 

анализа, что подтверждает правильность способа устранения бесконечностей.  

Используя разложение первого и второго равенств (2.27) на два равенства 

в частных случаях для целочисленных порядков интегродифференцирования и 

степенных функций с целыми отрицательными степенями, получим d-оператор 

целочисленных порядков в развёрнутом виде  
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   (2.33) 

Здесь первое и третье равенства является следствием первого из (2.33). 

Второе, четвёртое и пятое равенства являются частными случаями 

второго равенства (2.33). Четвёртое равенство соответствует гиперболическим 

случаям, когда порядок степенной функции после интегрирования будет отри-

цательным. Пятое равенство соответствует параболическим случаям, когда по-

рядок степенной функции после интегрирования будет положительным.  

Шестое равенство является частным случаем пятого равенства (2.33) для 

целочисленных логарифмических случаев. В этих случаях при интегрировании 

целочисленных порядков m степенных функций с целочисленным отрицатель-

ным показателем степени –m.  

Данный оператор целочисленных порядков (2.33) эквивалентен первона-

чальному выражению (2.27) и является более громоздким, но для реальных вы-

числений может оказаться более удобным. 

2.5.7. Композиция и декомпозиция d-оператора целочисленных по-

рядков. Важной особенностью d-операторов целочисленных порядков инте-

гродифференцирования является возможность их, во многих случаях (но не во 

всех), подвергать композиции и декомпозиция. Это говорит о более простой ал-

гебраической структуре d-оператора целочисленных порядков, чем d-оператора 

нецелочисленных порядков (2.25).  

Теорема 42. Для d-оператора дифференцирования целочисленного поряд-

ка nd x  возможна декомпозиция на n операторов дифференцирования первого 

порядка, которые будут приводить к одному результату при их воздействии на 

степенную функцию qx  
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1 1 1: : :... : ...
m

m q q q q

m

m
m

d d d d
d x x d x d x d x x x x

dx dx dx dx

     

  (2.34) 

Доказательство. Рассмотрим случаи декомпозиции для операторов диф-

ференцирования в операторе (2.33), т. е. для первого и третьего равенств. 

Действуя операторами дифференцирования порядка 1 последовательно m 

раз на степенную функцию qx , когда 1, 2, 3, ...q     , получим  

1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 1 1 1 1 2

1 2

1 1
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Г( ) Г( 1) Г( 2) Г( 2)
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q m

q q q q m
d x x

q q q q m

q q q q m q m
x

q q q q m q m

  



   
  

   

     
 

     

 

После сокращений получим равенство, которое совпадает с первым ра-

венством оператора (2.33) 

1 1 1 Г( 1)
: : :... : .

Г( 1)

m q q q m

m

q
d x x d x d x d x x x

q m

    
 

 
 

Результат совпадает с первым равенством в операторе (2.33). 

Аналогично проведём декомпозицию для третьего равенства, действу 

операторами дифференцирования порядка 1 последовательно m раз на степен-

ную функцию qx , когда ; 1, 2, 3, ...q n n    , получим  
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После сокращений получим равенство, которое соответствует третьему 

равенству оператора (2.33) 

1 1 1 ( 1) ( 1)!
: : :... : .

( 1)!

m
m n n n m

m

n m
d x x d x d x d x x x

n

         
 


 

Оба равенства, соответствующие дифференцированию совпадают с соот-

ветствующими равенствами оператора (2.33) ■  

При декомпозиции из m операторов дифференцирования первого порядка 

легко получить два оператора порядков p и h, для которых выполняется усло-

вие m=p+h, получим другое важное утверждение. 

Теорема 53. d-операторы дифференцирования целочисленных порядков p 

и h являются коммутативными  

: : : : ; , ; , 0p h q h p qd x d x x d x d x x p h p h          .  (2.35) 

В соответствии с доказательством данной теоремы, очевидно, будет вер-

но и обратное утверждение. 

Теорема 64. Действие n операторов первого порядка на степенную функ-

цию qx  эквивалентно действию композиции n операторов первого порядка 
nd x на ту же функцию.  

Для интегрирования степенных функций оператором целочисленных по-

рядков композиция и декомпозиция в общем случае не выполняется. Но, когда 

операторы целочисленных порядков действуют на полиномы интегрирования 

целочисленных порядков, то возможна их декомпозиция и композиция.  
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Теорема 75. Если на полином интегрирования 
1

0

( )
n

k

n k

k

C x b x




  целочислен-

ного порядка n подействовать d-оператором дифференцирования целочислен-

ного порядка m или d-оператором интегрирования целочисленного порядка m, 

то оператор с таким же результатом можно подвергнуть декомпозиции соответ-

ственно на декомпозицию m операторов дифференцирования первого порядка 

или декомпозицию n операторов интегрирования первого порядка  

Доказательство. Рассмотрим случаи декомпозиции для операторов диф-

ференцирования в операторе (2.33), т. е. для первого и третьего равенств 

: ( ) ( )m

n n md x C x C x

 .      (2.36) 

При декомпозиции оператора nd x , получим  

1 1 1

1
1 1 1

0

: : ... : ( ) ... ( )

: : ... : ( ).

n n

m
m

n
k

k n m

k
m

d d d
d x d x d x C x C x

dx dx dx

d x d x d x b x C x

  


  





 

 

  (2.37) 

При этом выполняется ( ) 0; 0; ( ) 0; 0n m n mC x n m C x n m            

При интегрировании оператором md x , получим  

: ( ) : ( ) ( ) ( ) ( ).m m m

n n n m md x C x d x f x C x d x C x C x       (2.38) 

Переобозначив сумму полиномов интегрирования, получим  

( ) ( ) ( )n m m n mC x C x C x    

При интегрировании декомпозицией операторов, получим  

1
1 1 1 1 1 1

0

1 1

: :... : ( ) ( ) ... : :... :

( ) ( ) ... ( ).

n
k

n n k

kmm n
m

n m n m n

d x d x d x C x C x dxdx dx d x d x d x b x

C x C x C x





   

  

   

   
(2.39) 

Преобозначив сумму полиномов интегрирования, получим первоначаль-

ное значение для полинома интегрирования с соответствующим порядком  

1 1( ) ( ) ... ( ) ( ).n m n m n n mC x C x C x C x         

Эти соотношения доказывают теорему ■ 

Из данных доказательств следует справедливость и обратной теоремы.  

Теорема 86. Если на полином интегрирования целочисленного порядка n 

подействовать композицией m операторов дифференцирования первого поряд-
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ка или композицией n операторов интегрирования первого порядка, то получим 

такой же результат, если на этот полином интегрирования подействовать опе-

ратором дифференцирования порядка m или, соответственно, подействовать 

оператором интегрирования порядка m.  

Осуществив композицию из m операторов первого порядка, так, чтобы 

получить операторы порядков p и h, получим важное утверждение. 

Теорема 97. d-операторы интегрирования целочисленных порядков p и h 

являются коммутативными, если они действуют на полиномы интегрирования 

целочисленных порядков 

: : ( ) : : ( ) ( ); , ; , 0;p h h p

n n n md x d x C x d x d x C x C x p h p h p h m           . 

В общем случае теоремы справедливые для операторов целочисленных 

порядков не будут справедливы для d-оператора нецелочисленных порядков.  

2.6. Доказательство принципа соответствия  

В частном случае из d-оператора целочисленных порядков (2.27) (или 

(2.33) легко получить для порядка s=1 формулы дифференцирования и инте-

грирования степенных функций классического анализа.  

Ввиду особой значимости принципа соответствия для приложений, при-

ведём его строгое доказательство. Для этого достаточно взять d-оператор цело-

численных порядков (2.27) или (2.33), вывод которого приведён в [63]. 

Теорема 10. d-оператор дробного дифференцирования и дробного инте-

грирования порядка m=0 соответствует тождественному преобразованию (еди-

ничному оператору) и ставит в соответствие функции, на которую он действу-

ет, эту же функцию.  

Доказательство. Подставив значение порядка дифференцирования и ин-

тегрирования m=0 в первые четыре равенства d-оператора, получим тожде-

ственные преобразования для этих случаев.  

Теорема 8. d-оператор дробного дифференцирования и дробного инте-

грирования порядка m=1 степенных функций совпадает с операторами диффе-

ренцирования и интегрирования классического анализа.  

Доказательство. Подставив значение порядка m=1 в первое и второе ра-

венства (2.5)  

1 1 1 1

1
1 1 1 1

Г( 1) Г( )
: ; 1, 2, 3, ...;

Г( 1 1) Г( )

( 1) ( 1 1)! ( 1)!
: ; .

( 1)! ( 1)!

q q q q

n n n n

q q q
d x x x x qx q

q q

n n n
d x x x x nx n

n n

   

       


       

 

    
     

   

Объединив эти два равенства, получим формулу дифференцирования 

степенных функций в классическом анализе  



 

30 

1 1: ; ; const.a a ad
d x x x ax a a

dx

          (2.40) 

Полином интегрирования для порядка m=1 легко получить из (2.28) 

1 1 1
1 0

1 0 1 1 1

0 0

( ) ( ) ; ; const.
m

mi i

m i i

i i

C x a x C x a x a x C C C
 



 

           

Полиномом интегрирования для порядка m=1 будет неопределённая кон-

станта интегрирования.  

Из третьего и четвёртого равенств, для интегрирования порядка m=1 сте-

пенных функций получим  

1 1 1

1 1

Г( 1) 1
: ; 1, 2, 3, ...;

Г( 1 1) 1

q q qq
d x x x C x C q

q q

 
        

  
 

1
1 1 1

1 1

( 1) ( 1 1)! 1
: ; 2, 3, 4, ...

( 1)! 1

n n nn
d x x x C x C n

n n

    
        

 
 

Объединив эти два равенства, получим формулу интегрирования степен-

ных функций в классическом анализе  

1 1

1

1
: ; const; ; 1.

1

a a ad x x x dx x C a a a
a

         
  (2.41) 

Пятое равенство для порядка интегрирования m=1 функции 1x  дают  
1 1 1

1 1: ln ( ) .d x x x dx x C        (2.42) 

Для выполнения принципа соответствия необходимо, чтобы логарифм 

первого порядка 1ln ( )x  совпадал бы с натуральным логарифмом классического 

анализа, что изначально предполагается, т. е. 1ln ( ) ln( )x x , а интеграл запишет-

ся 1 1 1

1: ln( )d x x x dx x C    , из которого следует интеграл классического 

анализа [74]  
1 1 1

1: ln | |d x x x dx x C    .    (2.43) 

Полученные формулы (2.41) - (2.43) интегродифференцирования для по-

рядка равного 1 соответствуют формулам интегродифференцирования степен-

ных функций классического анализа. Кроме этого, не возникает ничего «лиш-

него», чего нет в классическом анализе, что тоже очень важно. Полученные 

операторы, соответствуют операторам интегродифференцирования классиче-

ского анализа, что подтверждает выполнение принципа соответствия.  

Теорема  и Теорема 8 названы теоремами соответствия. 

Выполнение принципа соответствия позволяет развить классический ана-

лиз как частный случай d-анализа для интегродифференцирования порядка 1.  
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В работе [76] был сформулирован расширенный принцип соответствия, в 

котором для дробного анализа предъявляются более жёсткие требования по 

сравнению с первоначальным принципом соответствия. d-анализ удовлетворяет 

также расширенному принципу соответствия.  

2.7. Симметризация d-оператора  

В соответствии с Теоремой 2.2, d-оператор не является коммутативным, а 

по теореме 2.3 невозможна в общем случае его композиция (произведение) и 

декомпозиция (разложение на сомножители). 

В d-анализе имеется три причины не коммутативности d-оператора [15], а 

в классическом анализе - одна, которая связана с не коммутативностью опера-

торов дифференцирования и интегрирования.  

Эти свойства d-оператора делают его не всегда удобным.  

Устраним часть недостатков d-оператора с помощью симметризации [77].  

Введём обозначение для композиции двух операторов  

,

,

: ( ) : : ( );

: ( ) : : ( ).

d x f x d x d x f x

d x f x d x d x f x

   

   

   

 




 

Из этих операторов можно построить симметризованные операторы  

, ,
( , ) : :

: ( ) ( ) ( );
2 2

d x d x d x d x d x d x
d x f x f x f x

       
 

       
   

 
 (2.44) 

, ,
( , ) : :

: ( ) ( ) ( ).
2 2

d x d x d x d x d x d x
d x f x f x f x

       
 

   
  

 
 (2.45) 

Из данного определения следует свойство коммутативности симметризо-

ванных операторов  

( , ) ( , )

( , ) ( , )

: ( ) : ( );

: ( ) : ( ).

d x f x d x f x

d x f x d x f x

   

   

   

 




   (2.46) 

Симметризация в случае n операторов будет  

, ,...,

!

1
1

: ( ) : ( )

1
( (P ( : :...: )) ( ); | | | | | | ... | | .

2

s

N n

kn
k

d x f x d x f x

d x d x d x f x s

  

     

   


  




 

       
 (2.47) 

Здесь P ( : :...: )k d x d x d x       - все n! возможных комбинаций из n произ-

ведений операторов.  
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Аналогично симметризации, можно провести и антисимметризацию 

операторов  

[ , ]

[ , ]

: :
: ( ) ( ); | | | | | |;

2

: :
: ( ) ( ); | | | | | | .

2

d x d x d x d x
d x f x f x s

d x d x d x d x
d x f x f x s

   
 

   
 

 

 

   
 

 
 


   


   

 (2.48) 

Из данного определения следует свойство антикоммутативности анти-

симметризованных операторов 

[ , ] [ , ]: ( ) : ( )d x f x d x f x        .   (2.49) 

Справедливы равенства:  

, ( , ) [ , ]

, ( , ) [ , ]

: : ( ) : ( ) ( ) ( );

: : ( ) : ( ) ( ) ( ).

d x d x f x d x f x d x d x f x

d x d x f x d x f x d x d x f x

       

       

       

       

  

  
  (2.50) 

Симметризация и антисимметризация d-оператора аналогична симметри-

зации антисимметризации матричных операторов и тензоров [78]. 

2.8. Обобщённый G-оператор комплексных порядков  

вещественной переменной 

В d-анализе принцип соответствия является основополагающим и обяза-

тельно должен выполняться. Для d-оператора выполняется также принцип про-

стоты, выполнение которого желательно, но не представляется обязательным. 

Поэтому возможно обобщение d-оператора, когда принцип простоты не 

соблюдается, но принцип соответствия выполняется. Операторов дробных по-

рядков основанных на d-операторе постоянных комплексных порядков удовле-

творяющих принципу соответствия можно ввести бесконечное множество.  

В связи с этим, в работе [79] был введён G-оператор вещественной пере-

менной комплексных порядков интегродифференцирования действующий на 

степенные функции с комплексными показателями. G-оператор, это множество 

всех локальных операторов дробного интегродифференцирования, удовлетво-

ряющих принципу соответствия, которое назовём множеством G-оператора. 

В G-операторе были учтены полиномы дифференцирования и введены более 

адекватные для приложений логарифмические случаи [80]. 

Определение 11. Оператор sG x  будем называть обобщённым локальным 

оператором дифференцирования и интегрирования дробных комплексных по-

рядков s i   , , ; , const; , 0             , действующим над множеством 

степенных функций qx  вещественной переменной x с комплексными показате-

лями ; , ; , constq i              
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       (2.51) 

Здесь ( )sC x  - полиномы интегродифференцирования вещественного по-

рядка s для данного случая определяется как (2.7); ln ( )s x  - логарифм комплекс-

ного порядка s (2.6). 

Рассмотрим частные случаи интегродифференцирования порядков s.  

Если порядок 0s     , то это соответствует единичному оператору, 

который переводит функции самих в себя, что можно записать 0 .G x 1  

Если порядок интегродифференцирования вещественный, 

Re( ) 0s s    , а в равенствах (2.51) перед показателем порядка оператора s, 

стоит знак минус, то это соответствует оператору дробного дифференцирова-

ния вещественного порядка χ, а если перед показателем порядка оператора сто-

ит знак плюс, тогда это будет соответствовать оператору дробного интегриро-

вания вещественного порядка χ.  

Когда порядок мнимый, Im( ) ; 0s i s i     , а в равенствах (2.51) перед 

показателем порядка оператора s стоит знак минус, то это будет соответство-

вать G-оператору дробного дифференцирования мнимого порядка γ, а если зна-

чение мнимого порядка оператора со знаком плюс, то это будет G-оператор 

дробного интегрирования мнимого порядка γ.  

Если порядок интегродифференцирования комплексный, 

; , 0s i        , и перед ним стоит знак минус, то это соответствует дробно-

му дифференцированию комплексного порядка s, а если знак плюс - дробному 

интегрированию комплексного порядка s.  

В случаях, когда знаки у вещественной и мнимой части порядка интегро-

дифференцирования различаются, т. е. s i     или s i   , то такие по-

рядки будем называть смешанными комплексными порядками. Тогда нельзя го-

ворить только о дифференцировании или только об интегрировании.  

Если в операторе у смешанного порядка перед вещественной частью сто-

ит знак минус, то формально будем говорить, что это G-оператор смешанного 

дифференцирования комплексного порядка s, а если знак плюс, то это G-

оператор смешанного интегрирования комплексного порядка s.  

Далее ( )sC x  – полиномы дифференцирования порядка s; ( )sC x  и 1C  – со-

ответственно, полиномы интегрирования порядков s и 1.  

Полиномы интегрирования и полиномы дифференцирования для удоб-

ства легко объединить в полиномы интегродифференцирования ( )sC x . 

Произвольные полиномы интегродифференцирования ( )sC x  и ( )sC x  

дробного порядка s при их интегродифференцировании порядка s удовлетво-

ряют уравнениям  
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: ( ) ( )s

s sG x C x C x

 .     (2.52) 

Коэффициенты дробного интегродифференцирования K(s, q; x) опреде-

ляют вид операторов дробного интегродифференцирования; ( )sC x  – полиномы 

интегродифференцирования дробного порядка s, вид которых определяется ко-

эффициентами K(s, q; x).  

В каждом конкретном случае при интегродифференцировании необходи-

мо задавать конкретный вид коэффициентов K(s, q; x). 

Кроме этого, на коэффициенты K(s, q; x) и полиномы интегродифферен-

цирования необходимо наложить дополнительные условия, которые должны 

обеспечить выполнение принципа соответствия [63]. Тогда для вещественных 

порядков 1 и 0, дробного интегриродифференцирования, что соответствует 

классическому анализу, эти условия будет  

1

0

1 1 1 1 1 0

( 1, ; ) ; (0, ; ) 1;

(1, ; ) ( 1) ; 1; (1, 1; ) 1; 1;

ln ( ) ln( ); ( ) const; ( ) 0; ( ) 0.

K q x q K q x

K q x q q K x q

x x C x C x C C x C x





       

              

          (2.53) 

Множество всех возможных функций коэффициентов K(s, q; x) образуют 

пространство коэффициентов обобщённого вещественного локального опера-

тора комплексных порядков s и комплексных показателей степеней q: 

( , ) ( , ; ).s q s q x     K K  Каждый элемент пространства K(±s, q; x) задаёт опера-

тор дробного интегродифференцирования, отличный от других операторов, за-

даваемых другими элементами пространства коэффициентов. Поэтому каждый 

из элементов пространства K(±s, q; x) может лежать в основе построения ло-

кального дробного анализа, отличного от других подобных направлений, осно-

ванных на других операторах, определяемых другими элементами K(±s, q; x).  

Заданное таким образом пространство коэффициентов K(±s, q; x) является 

очень широким, поэтому имеет смысл его сузить. Для этого на коэффициенты 

из K(±s, q; x) наложим дополнительные условия. 

Потребуем, чтобы коэффициенты были независимы от переменной x или 
( , ; ) ( , ); ( , ) / 0.K s q x K s q K s q x             

Коэффициенты K(s, q) определены для всех значений s, q, однозначны и 

являются кусочно-непрерывными функциями по s и q. 

Эти условия сужают пространство коэффициентов и приводят к про-

странству K(±s, q), которое назовём суженным пространством коэффициен-

тов, тогда ( , ) ( , ; ).s q s q x     K K  

Одним из самых простых коэффициентов в суженном пространстве зада-

ющих конкретные направления дробного анализа, является d-оператор ком-

плексных порядков, который в рамках G-оператора задаётся соотношениями  
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Операторы из множества оператора sG x  могут быть использованы, как d-

оператор, в приложениях и, для описания пространств с дробной размерностью 

и разных процессов в них.  

Возможно, что для одних процессов в пространствах дробных размерно-

стей будут подходить одни операторы дробного интегродифференцирования из 

множества обобщённого оператора sG x , а для других процессов больше по-

дойдут другие операторы из того же множества.  

При выборе операторов из множества sG x  для приложений можно исхо-

дить из принципа простоты, в соответствии с которым из нескольких операто-

ров правильным должен быть признан наиболее простой из них. Здесь, как и 

раньше, принцип простоты носит скорее рекомендательный характер. Оконча-

тельный отбор операторов из множества sG x  надо проводить исходя из прак-

тических результатов.  

2.9. d-оператор переменного вещественного порядка  

вещественной переменной  

Операции дифференцирования и интегрирования обычно рассматривают-

ся для порядков, имеющих постоянное значение. В дробном анализе веще-

ственных порядков, порядки дифференцирования и интегрирования обобщают-

ся на любой конечный вещественный и комплексный порядок. В связи с этим d-

оператор дробного интегродифференцирования можно обобщить и на случай 

переменного порядка интегродифференцирования. Такой оператор был введён 

[81], но без полиномов дифференцирования и только с одним логарифмическим 

случаем для порядка 1.  

Для обобщения операций интегродифференцирования на случай, когда 

показатель порядка дробного интегродифференцирования s заменяется веще-

ственной функцией нескольких вещественных переменных 

1 2( , ,... ), ,ms s t t t m    которую назовём функцией порядка интегродифференци-

рования. Предположим конечность значений функции порядка, 
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1 2( , ,... )ms t t t   , что равносильно требованию конечности порядков произ-

водных и интегралов дробных порядков. Переменные ti в общем случае могут 

иметь как конечные, так и бесконечные значения.  

Для функции порядка требование однозначности не является обязатель-

ным. Если функция порядка неоднозначна, то результатом воздействия опера-

тора интегродифференцирования на функцию будет несколько функций, при-

чём их количество будет соответствовать числу значений функций порядка для 

данного набора значений переменных.  

Операция интегродифференцирования переменного порядка 
1 2( , ,... )ms t t t  

функции f(x) можно записать  

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

( , ,... ) ( ( , ,... ))

( , ,... )

( ( , ,... ))

( , ,... )

: ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

m m

m

m

m

s t t t s t t t

s t t t

s t t t

s t t t

d x f x F x C x

f x C x
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Знаки «±» у функции порядка соответствуют дифференцированию для «–

» и интегрированию для «+».  

Если 
1 2( , ,... ) ( )

ms t t tC x
 и 

1 2( , ,... ) ( )
ms t t tC x  полиномы интегродифференцирования 

с одной функцией порядка, то для них справедливо равенство  

1 2

1 2 1 2

( , ,... )

( , ,... ) ( , ,... ): ( ) ( )m

m m

s t t t

s t t t s t t td x C x C x


 .   (2.56) 

В дальнейшем для простоты будем считать, что функция порядка зависит 

только от одной переменной t, т. е. s(t).  

Формальное обобщение функции порядка на случаи нескольких перемен-

ных или других математических объектов делается простой заменой функции 

порядков новыми математическими объектами.  

Если в d-операторе вещественного порядка [60] постоянный порядок s 

заменим функцией вещественного порядка s(t), то получим оператор. 

Определение 12. d-оператором дифференцирования и интегрирования 

вещественной переменной x вещественного переменного порядка s(t), завися-

щего от вещественной переменной t, которая независима от переменной x 

( 0),t x    действующим в пространстве степенных функций ( )q tx с перемен-

ными показателем q(t), называется отображение определяемое равенствами  
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 (2.57) 

Кратко этот оператор назовём d-оператором переменного порядка. 

Функция порядка s(t) может быть как непрерывной, так и иметь любое 

число разрывов. В простых случаях следует предполагать s(t) непрерывной 

функцией или имеющей конечное или бесконечное счётное число разрывов, ко-

торые, в свою очередь, не образуют плотных множеств.  

Значения s(t) могут иметь как положительные, так и отрицательные зна-

чения. Это значит, что в случае положительных значений s(t)>0 операции диф-

ференцирования и интегрирования останутся, соответственно операциями 

дифференцирования и интегрирования. В случае отрицательных значений 

s(t)<0 операции дифференцирования перейдут в операции интегрирования, а 

операции интегрирования перейдут в операции дифференцирования. Значение, 

когда s(t)=q соответствует интегрированию в логарифмическом случае. Когда 

s(t)=0 оператор действует как единичный оператор 1, ставящий в соответствие 

функции, на которую он действует, саму эту функцию.  

Если функция порядка будет константой ±s(t)=const, то тогда d-оператор 

переменного порядка будет давать частный случай дробного анализа веще-

ственного порядка, а именно ветвь порядка s=const. 

Если s(t)=±1, то оператор действует соответственно как оператор диффе-

ренцирования и интегрирования первого порядка, что соответствует операциям 

классического анализа (принцип соответствия). 

Множество значений переменной t в которых функция порядка имеет по-

ложительные (отрицательные) значения называется областью дифференциро-
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вания (интегрирования) оператора. Множество нулей функции порядка обра-

зуют область значений единичного оператора.  

При расчётах нужно задавать область изменения аргумента(ов) функции 

порядка ∞atb -∞.  

При интегрировании переменного порядка образуются полиномы инте-

гродифференцирования переменных порядков, которые будут обобщениями 

полиномов интегродифференцирования постоянных вещественных порядков.  

Определение 13. Полиномами интегродифференцирования переменного 

вещественного порядка s(t) вещественной переменной x, будем называть функ-

цию 
( ) ( )s tC x
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  (2.58) 

Здесь коэффициенты ka  и kb  являются произвольными вещественными 

константами интегрирования, а kh  - произвольными вещественными кон-

стантами дифференцирования.  

Произвольность констант ka , kb  и kh  влечёт произвольность полиномов 

интегродифференцирования.  

Для случаев, когда переменный порядок не является целочисленным, т. е. 

s(t)<0 и s(t)≠0, 1, 2, 3, …, полиномы интегрирования можно записать подробно  

( ) 1 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 4 ( )

( ) 1 2 3 4

1

( ) ...n s t s t s t s t s t

s t n

n

C x b x b x b x b x b x


         



     
 

Если порядки становятся положительными целочисленными, 

s(t) = 1, 2, 3, … то полиномы интегрирования будут иметь такой же вид, как и в 

случае, когда порядки интегродифференцирования постоянные и целые  
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При попадании переменных порядков в область нецелочисленных отри-

цательных порядков s(t)<0 и s(t)≠0, -1, -2, -3, … получим полиномы дифферен-

цирования  

( ) 1 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 4 ( )

( ) 1 2 3 4

1

( ) ...k s t s t s t s t s t

s t k

k

C x h x h x h x h x h x


         





    
 

Когда переменные порядки становятся равными нулю или целым отрица-

тельным значениям s(t)=0, -1, -2, -3, …, то полиномы дифференцирования будут 

равны нулю, 0 ( ) ( ) 0mC x C x  . 

В случае, когда переменные порядки меняют знак, то полиномы диффе-

ренцирования будут переходить в полиномы интегрирования, а полиномы ин-

тегрирования будут переходить в полиномы дифференцирования.  

Операция интегродифференцирования переменного порядка s(t) функции 

f(x) будем обозначать так  

( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s t s t

s t s td x f x F x C x f x C x 

    
.  (2.59) 

Знаки «±» у функции порядка формально соответствуют дифференциро-

ванию в случае знака «–» и интегрированию в случае знака «+».  

Здесь функцию ( ( )) ( ( ))( ) ( )s t s tf x F x  будем называть базовой производной 

переменного прядка s(t) функции ( )f x , а ( ( )) ( ( ))( ) ( )s t s tF x f x  - базовой перво-

образной переменного прядка s(t) функции ( )f x . 

Для полиномов интегродифференцирования переменного порядка спра-

ведливо утверждение.  

Теорема 1214. Если ( ) ( )s tC x  и ( ) ( )s tC x  произвольные полиномы интегро-

дифференцирования переменного порядка s(t), то при их интегродифференци-

ровании d-оператором переменного порядка s(t) выполняются уравнения [83] 

( )

( ) ( ): ( ) ( )s t

s t s td x C x C x


.     (2.60) 

Доказательство. Покажем выполнение первого и четвёртого равенств  

( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

1

: ( ) : ( ) ( )s t s t k s t s t

s t k s t s t

k

d x C x d x b x C x C x


 





     

( ) ( )

( )

1 1

Г( ( ) 1) Г( ( ) 1)
( ) ( )

Г( ( ) ( ) 1) Г( 1)

k s t s t kk k
s t s

k k

b k s t b k s t
x C x x C x

k s t s t k

 
  

 

 

   
    

    
   

( ) ( ) ( )

1

Г( ( ) 1)
( ) 0 ( ) ( ).k

k s t s t s t

k

k s t
b x C x C x C x
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Здесь ( ) 1 0, 1, 2, 3, ...k s t        В случаях выполнения условия 

( ) 1 0, 1, 2, 3, ...k s t       , надо использовать интегродифференцирование 

целочисленных порядков, включая случай нулевого порядка.  

Второе равенства будет справедливо, когда s(t)=m 

1 1 1

0 0 0

Г( 1) Г( 1)
: ( ) : 0.

Г( 1 )

m m m
m m k k m k m

m k k k

k k k

k k
d x C x d x a x a x a x

k m

  
   

  

 
   

  
  

 

Для третьего равенства, когда s(t)=0, будет: 0 0

0: ( ) :0 0d x C x d x  . 

Для пятого равенства, кода s(t)= -m, будет: : ( ) :0 ( )m m

m md x C x d x C x   , 

что и доказывает теорему ■ 

d-оператор переменного порядка линейный, т. е. для него справедливо 

( )

( ) ( )

: ( ( ) ( ))

: ( ) : ( ); ( ), ; , ; , const.

s t

s t s t

d x f x g x

d x f x d x g x s t t

 

     



 

 

          
(2.61) 

Здесь ( )f x  и ( )g x  некоторые функции интегродифференцируемые d-

оператором переменного порядка s(t), если перед s стоит знак плюс и интегри-

руемые d-оператором функции, если перед s стоит знак минус. 

d-оператор переменного порядка d
±s(t)

(x) может быть положен в основу d-

анализа который обобщает локальный дробный анализ на основе d-оператора в 

котором операции дробного интегродифференцирования обобщаются на случай 

переменных порядков.  

В работе [84] рассматривался оператор переменного порядка на основе 

обобщения оператора Римана – Лиувилля.  

В работах [85 - 87] были получены некоторые обобщения d-анализа и по-

линомов интегродифференцирования для многомерных случаев. 

2.9. d-оператор дробного интегродифференцирования переменного  

вещественного порядка вещественной переменной  

Операции дифференцирования и интегрирования обычно рассматривают-

ся для порядков, имеющих постоянное значение. В дробном анализе веще-

ственных порядков, порядки дифференцирования и интегрирования обобщают-

ся на любой конечный вещественный и комплексный порядок. В связи с этим d-

оператор дробного интегродифференцирования можно обобщить и на случай 

переменного порядка интегродифференцирования. Такой оператор был введён 

[81], но без полиномов дифференцирования и только с одним логарифмическим 

случаем для порядка 1.  

Для обобщения операций интегродифференцирования на случай, когда 

показатель порядка дробного интегродифференцирования s заменяется веще-

ственной функцией нескольких вещественных переменных 
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1 2( , ,... ), ,ms s t t t m    которую назовём функцией порядка интегродифференци-

рования. Предположим конечность значений функции порядка, 

1 2( , ,... )ms t t t   , что равносильно требованию конечности порядков произ-

водных и интегралов дробных порядков. Переменные ti в общем случае могут 

иметь как конечные, так и бесконечные значения.  

Для функции порядка требование однозначности не является обязатель-

ным. Если функция порядка неоднозначна, то результатом воздействия опера-

тора интегродифференцирования на функцию будет несколько функций, при-

чём их количество будет соответствовать числу значений функций порядка для 

данного набора значений переменных.  

Операция интегродифференцирования переменного порядка 
1 2( , ,... )ms t t t  

функции f(x) можно записать так  

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

( , ,... ) ( ( , ,... ))

( , ,... )

( ( , ,... ))

( , ,... )

: ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

m m

m

m

m

s t t t s t t t

s t t t

s t t t

s t t t

d x f x F x C x

f x C x

 





  

 
 (2.62) 

Знаки «±» у функции порядка соответствуют дифференцированию для 

знака «–» и интегрированию для «+».  

Если 
1 2( , ,... )( )

ms t t tC x  и 
1 2( , ,... )( )

ms t t tC x  полиномы интегродифференцирования 

с одной функцией порядка, то для них справедливо равенство  

1 2

1 2 1 2

( , ,... )

( , ,... ) ( , ,... ): ( ) ( )m

m m

s t t t

s t t t s t t td x C x C x



.   (2.63) 

В дальнейшем для простоты будем считать, что функция порядка зависит 

только от одной переменной t, т. е. s(t).  

Формальное обобщение функции порядка на случаи нескольких перемен-

ных или других математических объектов делается простой заменой функции 

порядков новыми математическими объектами.  

Если в d-операторе вещественного порядка [60] постоянный порядок s 

заменим функцией вещественного порядка s(t), то получим оператор. 

Определение 15. d-оператором дифференцирования и интегрирования 

вещественной переменной x вещественного переменного порядка s(t), завися-

щего от вещественной переменной t, которая независима от переменной x 

( 0),t x    действующим в пространстве степенных функций ( )q tx  с перемен-

ными показателем q(t), называется отображение определяемое равенствами  
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

Г( ( ) 1)
: ( );

Г( ( ) ( ) 1)

[( ( ) 1, 2, 3, ...) ( ( ) ( ) 1, 2, 3, ...)];

Г( ( ) 1)
: ( );

Г( ( ) ( ) 1)

s t
s t q t q t q t s t

s ts t

s t q t q t s t q t s t

s t

d q t
d x x x x C x

dx q t s t

q t q t s t

q t
d x x x d x x C x

q t s t

 






  

 

           


  

 

 



( ) 1
( ) ( )

( )( )

1
( ) ( )

[( ( ) 1, 2, 3, ...) ( ( ) ( ) 1, 2, 3, ...)];

( ) ( );

( 1)
: ( );

( 1)!Г( ( ) 1)

; ( ) 1, 2, 3, ...;

( 1)
:

( 1)!Г(

s t m
s t m m m s t

s ts t

m
s t m m s t

q t q t s t

s t q t

d
d x x x x C x

dx m s t m

m s t m

d x x x d x
m s


    




 

          


 


  

   

        


 


( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( );
( ) 1)

; ( ) 1, 2, 3, ...;

( ) ;

: ln ( ) ( ); ( ) ( ) 0.

m s t

s t

s t q t q t s t

s t q t s t

x C x
t m

m s t m

s t m

d x x x d x x C x s t q t

 

 






















 

      
 

 


        

(2.64) 

Кратко этот оператор назовём d-оператором переменного порядка. 

Функция порядка s(t) может быть как непрерывной, так и иметь любое 

число разрывов. В простых случаях следует предполагать s(t) непрерывной 

функцией или имеющей конечное или бесконечное счётное число разрывов, ко-

торые, в свою очередь, не образуют плотных множеств.  

Значения s(t) могут иметь как положительные, так и отрицательные зна-

чения. Это значит, что в случае положительных значений s(t)>0 операции диф-

ференцирования и интегрирования останутся, соответственно операциями 

дифференцирования и интегрирования. В случае отрицательных значений 

s(t)<0 операции дифференцирования перейдут в операции интегрирования, а 

операции интегрирования перейдут в операции дифференцирования. Значение, 

когда s(t)=q соответствует интегрированию в логарифмическом случае. Когда 

s(t)=0 оператор действует как единичный оператор 1, ставящий в соответствие 

функции, на которую он действует, саму эту функцию.  

В частном случае, когда функция порядка будет константой ±s(t)=const, 

то тогда d-оператор переменного порядка будет давать частный случай дробно-

го анализа вещественного порядка, а именно ветвь порядка s=const. 

Если s(t)=±1, то оператор действует соответственно как оператор диффе-

ренцирования и интегрирования первого порядка, что соответствует операциям 

классического анализа (принцип соответствия). 

Множество значений переменной t в которых функция порядка имеет по-

ложительные (отрицательные) значения называется областью дифференциро-
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вания (интегрирования) оператора. Множество нулей функции порядка обра-

зуют область значений единичного оператора.  

При расчётах нужно задавать область изменения аргумента (аргументов) 

функции порядка ∞atb -∞.  

При интегрировании переменного порядка образуются полиномы инте-

гродифференцирования переменных порядков, которые являются обобщениями 

полиномов интегродифференцирования вещественных порядков.  

Определение 16. Полиномами интегродифференцирования переменного 

вещественного порядка s(t) вещественной переменной x, будем называть функ-

цию 
( )( )s tC x

 задаваемую равенствами 

( )

( )

1

1

0

( )

0

(

( )

( ) ; ( ) ( );

( ) ; ( ) 0; ( ), const ; ( ) 1, 2, 3,...;

( ) ; ( ) ; const ; ;

( )
( ) 0; ( ) 0;

( )

k t

t k

k

k k

m
k

m k k

k

s t

k

t k

C x a x s t t

t a t t a t

C x b x s t m b m

C x
C x s t

C x h x











   


 









 



  

             

        


  







)

1

; ( ) ( );

; ( ) 0; ( ), const ; ( ) 1, 2, 3, ...;

( ) 0; ( ) ; .

t

k

k k

m

s t t

h t t h t

C x s t m m



  


















  

             


     



    (2.65) 

Здесь коэффициенты 
ka  и 

kb  являются произвольными вещественными 

константами интегрирования, а 
kh  - произвольными вещественными кон-

стантами дифференцирования.  

Произвольность констант 
ka , 

kb  и 
kh  приводят к произвольности поли-

номов интегродифференцирования.  

Для случаев, когда переменный порядок не является целочисленным, т. е. 

s(t)<0 и s(t)≠0, 1, 2, 3, …, полиномы интегрирования можно записать подробно  

( ) 1 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 4 ( )

( ) 1 2 3 4

1

( ) ...n s t s t s t s t s t

s t n

n

C x b x b x b x b x b x


         



     
 

Если порядки становятся положительными целочисленными, 

s(t) = 1, 2, 3, … то полиномы интегрирования будут иметь такой же вид, как и в 

случае, когда порядок интегродифференцирования постоянная величина  

1
2 3 2 1

0 1 2 3 2 1

0

( ) ...
m

j m m

m j m m

j

C x a x a a x a x a x a x a x


 

 



       
. 
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При попадании переменных порядков в область нецелочисленных отри-

цательных порядков s(t)<0 и s(t)≠0, -1, -2, -3, … получим полиномы дифферен-

цирования  

( ) 1 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 4 ( )

( ) 1 2 3 4

1

( ) ...k s t s t s t s t s t

s t k

k

C x h x h x h x h x h x


         





    
 

Когда переменные порядки становятся равными нулю или целым отрица-

тельным значениям s(t)=0, -1, -2, -3, …, то полиномы дифференцирования будут 

равны нулю, 
0( ) ( ) 0mC x C x  . 

В случае, когда переменные порядки меняют знак, то полиномы диффе-

ренцирования будут переходить в полиномы интегрирования, а полиномы ин-

тегрирования будут переходить в полиномы дифференцирования.  

Операция интегродифференцирования переменного порядка s(t) функции 

f(x) будем обозначать так  

( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s t s t

s t s td x f x F x C x f x C x 

    
.  (2.66) 

Знаки «±» у функции порядка формально соответствуют дифференциро-

ванию в случае знака «–» и интегрированию в случае знака «+».  

Здесь функцию ( ( )) ( ( ))( ) ( )s t s tf x F x  будем называть базовой производной 

переменного прядка s(t) функции ( )f x , а ( ( )) ( ( ))( ) ( )s t s tF x f x  - базовой перво-

образной переменного прядка s(t) функции ( )f x . 

Для полиномов интегродифференцирования переменного порядка спра-

ведливо утверждение.  

Теорема 17. Если ( )( )s tC x  и ( )( )s tC x  произвольные полиномы интегро-

дифференцирования переменного порядка s(t), то при их интегродифференци-

ровании d-оператором переменного порядка s(t) выполняются уравнения [83] 

( )

( ) ( ): ( ) ( )s t

s t s td x C x C x


.    (2.67) 

Доказательство. Покажем выполнение первого и четвёртого равенств  

( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

1

: ( ) : ( ) ( )s t s t k s t s t

s t k s t s t

k

d x C x d x b x C x C x


 





   
 

( ) ( )

( )

1 1

Г( ( ) 1) Г( ( ) 1)
( ) ( )

Г( ( ) ( ) 1) Г( 1)

k s t s t kk k
s t s

k k

b k s t b k s t
x C x x C x

k s t s t k

 
  

 

 

   
    

    
 

 

( ) ( ) ( )

1

Г( ( ) 1)
( ) 0 ( ) ( ).k

k s t s t s t

k

k s t
b x C x C x C x
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Здесь ( ) 1 0, 1, 2, 3, ...k s t        В случаях когда выполняется условие 

( ) 1 0, 1, 2, 3, ...k s t        надо использовать дифференцированием и инте-

грирование целочисленных порядков, включая случай нулевого порядка.  

Второе равенства будет справедливо, когда s(t)=m 

1 1 1

0 0 0

Г( 1) Г( 1)
: ( ) : 0.

Г( 1 )

m m m
m m k k m k m

m k k k

k k k

k k
d x C x d x a x a x a x

k m

  
   

  

 
   

  
  

 

Для третьего равенства, когда s(t)=0, будет: 0 0

0: ( ) :0 0d x C x d x  . 

Для пятого равенства, кода s(t)= -m, будет: : ( ) :0 ( )m m

m md x C x d x C x   , 

что и доказывает теорему ■ 

d-оператор переменного порядка линейный, т. е. для него справедливо 

( ) ( ) ( ): ( ( ) ( )) : ( ) : ( );

( ), ; , ; , const.

s t s t s td x f x g x d x f x d x g x

s t t

   

   

     

       
 (2.68) 

Здесь ( )f x  и ( )g x  некоторые функции интегродифференцируемые d-

оператором переменного порядка s(t), если перед s стоит знак плюс и интегри-

руемые d-оператором функции, если перед s стоит знак минус. 

d-оператор переменного порядка d
±s(t)

(x) может быть положен в основу d-

анализа который обобщает локальный дробный анализ на основе d-оператора в 

котором операции дробного интегродифференцирования обобщаются на случай 

переменных порядков.  

В работе [84] рассматривался оператор переменного порядка на основе 

обобщения оператора Римана – Лиувилля.  

В работах [85 - 87] были получены некоторые обобщения d-анализа и по-

линомов интегродифференцирования [88] для многомерных случаев. 
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