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Íàéäåíà òî÷íàÿ îöåíêà ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàñ-
ñàõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ñíèçó ïî ìîäóëþ. Íà îñíîâå îãðàíè÷åí-
íûõ ñâåðõó ïîäêëàññîâ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ ïîñòðîåíû ìîäåëè êëàññîâ
îãðàíè÷åííûõ íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ 0 â äî-
ñòàòî÷íî ìàëåíüêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

The sharp estimation of the moduli of Taylor coe�cients on classes of
functions bounded from below modulo is found. On the basis of bounded
from above subclasses of the mentioned classes, we constructed models
of classes of bounded nonvanishing functions mapping 0 to small enough
positive numbers.
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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü ∆ := {z : z ∈ C, |z| < 1}. Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆
ôóíêöèé F, òàêèõ, ÷òî |F (z)| ⩾ 1, z ∈ ∆, îáîçíà÷èì ÷åðåç E.

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N,
òî åñòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè F â ðÿä Òåéëîðà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

F (z) = {F}0 + {F}1z + {F}2z2 + {F}3z3 + . . .

Ïîñêîëüêó êëàññ E èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì òåõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ F (0) > 1.
Äàëåå, ìîæíî ïîëîæèòü {F}0 := et, ãäå ïàðàìåòð t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Et. ßñíî òàêæå, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Et ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

F (z) = et·h(z), h(z) ∈ C, (1)

ãäå C � èçâåñòíûé êëàññ Êàðàòåîäîðè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé h ñ íîðìèðîâêîé
h(0) = 1, Reh(z) > 0, z ∈ ∆. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè C è Et.
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2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1) èìååì:

F ′(z) = t · h′(z) · F (z). (2)

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (2) òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé F è h ïîëó÷àåì,
÷òî

{F}0 := et, {F}n =
t

n

n∑
k=1

k{h}k{F}n−k. (3)

3. Òî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ Et, t > 0

Ïîëó÷èì îöåíêè âñåõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé êëàññà Et. Ñïðà-
âåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü t > 0, òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F ∈ Et èìåþò ìåñòî òî÷íûå

íåðàâåíñòâà

|{F}n| ⩽
2t

n

n∑
k=1

k{F ∗}n−k, n ∈ N. (4)

Ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî òîëüêî äëÿ âðàùåíèé ôóíêöèè F ∗(z) := et·h
∗(z) â ïëîñ-

êîñòè ïåðåìåííîé z, ãäå

h∗(z) :=
1 + z

1− z
= 1 + 2

∞∑
k=1

zk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî {F ∗}m > 0, m ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (3)

ñëåäóåò, ÷òî {F ∗}1 = 2t{F ∗}0 > 0, òàê êàê {F ∗}0 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {F ∗}k > 0
ïðè k = 0, . . . , n, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

{F ∗}n+1 =
2t

n+ 1

n+1∑
k=1

k{F ∗}n+1−k > 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî |{F}m| ⩽ {F ∗}m, m ⩾ 0, è ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ òîëüêî
íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗(z) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Íàïîìíèì [4], ÷òî òîëü-
êî âðàùåíèÿ ôóíêöèÿ h∗ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè â
ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êëàññà C.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3)

|{F}1| = t|{h}1|{F}0 ⩽ 2t{F}0 = 2tet,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî òóò äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â ïëîñêî-
ñòè ïåðåìåííîé z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íûå îöåíêè (4) ñïðàâåäëèâû äëÿ |{F}k|
ïðè k = 0, . . . , n, è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â
ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

|{F}n+1| ⩽
t

n+ 1

n+1∑
k=1

k|{h}k||{F}n+1−k| ⩽
t

n+ 1

n+1∑
k=1

k{h∗}k{F ∗}n+1−k = {F ∗}n+1,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííîé z. ■
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4. Ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû Êøèæà

Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî

f(z) =
1

F (z)
, F ∈ E, (5)

îáîçíà÷èì ÷åðåç B. Ôîðìóëà (5) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó êëàññàìè B è E.

Â 1968 ã. ßí Êøèæ ïðåäïîëîæèë [2, 3], ÷òî åñëè f ∈ B, òî äëÿ å¼ òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ {f}n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψf∗(eiφzn, 1), ãäå φ,ψ ∈ R,

f∗(z, t) := e−t h
∗(z), t ∈ [0,+∞). (6)

Çàäà÷ó îá îöåíêå |{f}n|, n ∈ N, íà êëàññå B ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçà Êøèæà äîêàçàíà òîëüêî äëÿ ïåðâûõ øåñòè òåéëî-

ðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ [11]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî,
ïîñêîëüêó ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîì-
ïàêòíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé.

Ôèêñèðóåì t > 0. Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ,
÷òî f(z) = 1/F (z), F ∈ Et, îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé (5).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì íàïðèìåð ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

Öåëü äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ôîðìóëû, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (3) íà êëàññàõ Bt.

6. Ïîä÷èí¼ííûå ôóíêöèè

Êîñí¼ìñÿ ïðåäñòàâëåíèé âèäà (1). Ïóñòü ôóíêöèè F (z) è f(z) ãîëîìîðôíû â
∆. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè F (z), åñëè îíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå f(z) = F (ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ F (z) áóäåì
íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ f(z) â ∆.

Ïîíÿòèå ïîä÷èíåíèÿ âîñõîäèò ê Å. Ëèíäåë¼ôó [5], îäíàêî òåðìèí áûë ââå-
ä¼í Ä. È. Ëèòëüâóäîì [6] è Â. Ðîãîçèíñêèì [4], îíè æå ðàçðàáîòàëè ìåòîä è ïî-
ëó÷èëè ñ åãî ïîìîùüþ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Ïðèíöèï ïîä÷èíåíèÿ Ëèòëâóäà è
Ðîãîçèíñêîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå B
(ñì. [7, 8, 12, 9, 10]).

Â ñëó÷àå ïðîáëåìû Êæèæà, òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëîæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ {F}k(t) ôóíêöèè F (z, t).

Òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ëåãêî íàõîäèòü òî÷íûå îöåíêè ïåðâîãî è
âòîðîãî êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå ôóíêöèé f(z), ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè F (z).
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7. Ìîäåëè êëàññîâ Bt ïðè áîëüøèõ t

Áóäåì ñ÷èòàòü t áîëüøèì ïðè t > 2, èíà÷å ñ÷èòàåì t ìàëûì.
Â êëàññàõ Bt ïðîáëåìà îöåíêè ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå,

÷åì â êëàññàõ Et. Ïîäòâåðæäåíèþ ñêàçàííîãî ñëóæèò õîòÿ áû òîò ôàêò, ÷òî çà
ïîë âåêà íè îäíà ïîïûòêà å¼ ïîëíîãî ðåøåíèÿ íå óâåí÷àëàñü óñïåõîì.

Ôîðìóëó (3) ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êëàññà Bt, t > 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{f}0 := et, {f}n = − t

n

n∑
k=1

k{h}k{f}n−k. (7)

Âèäèìî âïåðâûå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àíàëîãè÷íîå (2), ïîÿâèëîñü â
ñòàòüå [1], ãäå â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè |{f}1| è |{f}2| íà êëàññàõ Bt,
t > 0. Ôîðìóëà (7) ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó Êøèæà åñëè {h}k = 0 èëè {f}k = 0
ïðè íåêîòîðûõ k. Â ðàáîòå [13] ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (7) îáîáùåíû íåêîòîðûå
÷àñòíûå ñëó÷àè, îïèñàííûå â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè ñì.
â [13].

Ôîðìóëà (7) íå ïðèìåíèìà íà êëàññàõ Bt äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ìîäó-
ëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ äàæå ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ t. Íàïðèìåð, ïðè
áîëüøèõ t åñëè {h∗}k ïîëîæèòåëüíû, òî {f∗}k � çíàêîïåðåìåííûå è íîàáîðîò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê â êëàññàõ Et ýòà ïðîáëåìà ðåøåíà, òî ìîæíî ïîïðî-
áîâàòü ðåøèòü å¼ â ïîäêëàññàõ êëàññà Et, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ
ñâåðõó ïî ìîäóëþ. Äåëî â òîì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàí-
òû êàæäûé îãðàíè÷åííûé ïîäêëàññ êëàññà Et1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì íåêîòîðîãî
êëàññà Bt2 .

Íàïðèìåð, åñëèM > 1 è ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ F îòîáðàæàåò êðóã ∆ â êîëüöî
K1,M := {z : 1 < |z| < M}, à íîëü â et1 , òî

f(z) = F (z)/M ∈ Bt2 , t2 := lnM − t1.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3) è ïîëó÷èì îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, ïîäîáíûå
îöåíêàì (4). Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò â îãðàíè÷åííûõ ïîäêëàññàõ êëàññà
Et íå òàê õîðîøî êàê â Et. Ìåòîä îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìå-
íåíèè ôîðìóëû (3) òðåáóåò, ÷òîáû íà ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèÿõ âñå ñëàãàåìûå â
ñóììå (3) èìåëè îäèí è òîò æå çíàê. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

7.1. Ïðèìåð 1

Ïóñòü n ∈ N è

h∗(n)(z) := −in+ 1

π
ln(i g∗(z)), g∗(z) :=

1 + ω∗(z)

1− ω∗(z)
,

ω∗(z) := i
z + z0
1 + z0z

, z0 := i
i− e

π
n+1 i

i+ e
π

n+1 i
.

Ôóíêöèÿ h∗(n) îòîáðàæàåò êðóã ∆ íà ïîëîñó Π(n) := {w : 0 < Rew < n + 1},
ïðè÷¼ì 0 ïåðåõîäèò â 1.

Âñå òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè h∗(n)(z) äåéñòâèòåëüíûå. Ïîñêîëü-

êó Π(n) → Π, ïðè n → ∞, ãäå Π := {w : 0 < Rew}, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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h∗(n) ñõîäèòñÿ ê h
∗ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿòñÿ è òåéëîðîâñêèå

êîýôôèöèåíòû (÷åì ìåíüøå íîìåð êîýôôèöèåíòà òåì áûñòðåå ñõîäèìîñòü). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî íîìåðà n ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîé, ÷òî âñå êîýôôèöè-
åíòû {h∗(n)}k > 0, k ∈ {1, . . . , N}. Ýêñïåðèìåíò ãîâîðèò, ÷òî n = N.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1 âèäèì, ÷òî èç ôîðìó-
ëû (3) ñëåäóåò, ÷òî êàê ìèíèìóì N êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè

F ∗
(n)(z) := et h

∗
(n)(z)

ïîëîæèòåëüíû.
Êëàññ En,t îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè F ∗

(n)(z).

Åñëè h ∈ C, òî |{h}k| ⩽ 2, k ∈ N [4]. Ñòàëî áûòü ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè ïåðâûõ N òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé f ∈ En,t

{f}0 := et, |{f}n| < 2t

n∑
k=1

k

n
{F ∗

(n)}n−k, n ⩽ N. (8)

Ó äàëüíåéøèõ êîýôôèöèåíòîâ óæå íåò òàêîé ñîãëàñîâàííîñòè â çíàêàõ ÷ëåíîâ
ñóìì (3), ïîýòîìó ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îöåíêè âèäà (8) âåðíû.

Èòàê, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Êëàññû En,t′ , t
′ > 0 ìîãóò ñëóæèòü

ìîäåëÿìè êëàññîâ Bt, t = n · t′, òî åñòü äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Â êëàññå Et ñ
ðîñòîì n ðàñò¼ò è ñóïðåìóì |{f}n|. Â îãðàíè÷åííûõ ïîäêëàññàõ êëàññà Et íàéä¼òñÿ
N ∈ N òàêîé, ÷òî ñóïðåìóì |{f}n| âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n ëèøü ïðè n ⩽ N. Ñêîðåå
âñåãî sup

f∈En,t,
n∈N

|{f}n| ⩽ sup
f∈En,t

|{f}N |.

7.2. Ïðèìåð 2

Åñëè âçÿòü

h∗a :=
1 + z

1− az
= 1 + (1 + a)

∞∑
k=1

ak−1zk, 0 < a < 1,

òî {h∗a}k > 0, k ∈ N.
Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 1 âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h∗a ñõî-

äèòñÿ ïðè a→ 1 ê h∗ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî. Ñòàëî áûòü, ñõîäÿòñÿ òàêæå è òåéëî-
ðîâñêèå êîýôôèöèåíòû.

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè

F ∗
a (z) := et h

∗
a(z)

ïîëîæèòåëüíû. Êëàññ Ea,t îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïîä÷èí¼ííûõ ôóíê-
öèè F ∗

a (z).
Ïîâåäåíèå ñóïðåìóìîâ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé f èç êëàññà Ea,t íå ñèëüíî îò-

ëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé èç ïðèìåðà 1. Òî åñòü ñóùåñòâóåò
N ∈ N òàêîé, ÷òî ñóïðåìóì |{f}n| âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n ëèøü ïðè n ⩽ N.

Êëàññ ôóíêöèé, ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè F ∗
a , ïðè a áëèçêèõ ê 1 òàêæå ìîæåò ñëó-

æèòü ìîäåëüþ êëàññîâBt ïðè áîëüøèõ t. Ñêîðåå âñåãî sup
f∈Ea,t,
n∈N

|{f}n| ⩽ sup
f∈Ea,t

|{f}N |.
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