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ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÈÑÑÀ-ÔÅÉÅÐÀ È Å� ÑËÅÄÑÒÂÈß

Ñòóïèí Ä. Ë.

Èçëîæåíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, îõàðàêòåðèçîâàíî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ
ïîëîæèòåëüíîé â åäèíè÷íîì êðóãå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, äàíî îäíî
óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ìíîãî÷ëåíà è ñâÿçü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ
óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â ïðîáëåìå Êøèæà.

The classical Fejer-Riesz theorem for trigonometric polynomials is expo-
unded, the set of all polynomials with a positive real part in the unit circle
is characterized, and one condition for uniqueness of such a polynomial
and the connection of this result with the condition for uniqueness of an
extremal function in the Krzyz problem is given.
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Ââåäåíèå

Âûðàæåíèå âèäà

T (t) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt)

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Î÷åâèäíî T (t) ∈ R äëÿ âñåõ t ∈ R
ýêâèâàëåíòíî a0, ak, bk ∈ R.

Ëþáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

T (t) =

n∑
k=−n

cke
ikt.

Àíàëîãè÷íî, T (t) ∈ R äëÿ âñåõ t ∈ R ýêâèâàëåíòíî c̄k = c−k, k = 0, . . . , n.
Êàê óêàçûâàåòñÿ â [4], â íà÷àëå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà Ë. Ôåéåð [1] ïåðâûì îòìå-

òèë âàæíîñòü êëàññà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ïðèíèìàþùèõ òîëüêî íåîò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Åãî ïðåäïîëîæåíèå î ñòðóêòóðå
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òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëî äîêàçàíî Ô. Ðèññîì [2] è ñåãîäíÿ èçâåñòíî êàê òåîðåìà
Ðèññà-Ôåéåðà.

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé êðóã ÷åðåç ∆ := {z : z ∈ C, |z| < 1}, à åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü ÷åðåç ∂∆.

Ëåììà 1. Åñëè H(z) :=
n∑
n=0

hkz
k, hk ∈ C, òî ñóæåíèå ReH(z) íà åäèíè÷-

íóþ îêðóæíîñòü ∂∆ åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T (t) := ReH(eit). Åñëè
ReH(z) > 0, z ∈ ∆, òî T (t) ⩾ 0, t ∈ R.

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 1 î÷åâèäíà.

Â ýòîé ñòàòüå ìû èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâà êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ðèññà-Ôåéåðà
äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè è ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ïî îòäåëüíîñòè ÷èñòî èç ìåòîäè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, òàê êàê ïîíÿòíî,
÷òî ïåðâûé ðåçóëüòàò ïðîñòî ÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîãî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Ðèññà-Ôåéåðà ìîæíî íàéòè â [3] è â [5, ñòð. 154].

Äàëåå, îõàðàêòåðèçóåì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé â åäè-
íè÷íîì êðóãå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Â êíèãå [6, ñòð. 64] èìååòñÿ çàäà÷à 4 î
ìíîãî÷ëåíàõ ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.

Â çàêëþ÷åíèè, ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùå-
ñòâåííîé ÷àñòüþ è îãðàíè÷åíèåì íà êîýôôèöèåíòû h0 = hn, à òàêæå óêàæåì íà
ñâÿçü ýòîãî ðåçóëüòàòà è óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â ïðî-
áëåìå Êøèæà. Îòìåòèì, ÷òî â [12] äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êøèæà.

1. Äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû

Åñëè ìíîãî÷ëåí H(z) ñòåïåíè n èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî ñî-
îòâåòñòâóþùèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì íå áóäåò ñîäåðæàòü ñèíóñîâ, òî åñòü

T (t) =
n∑
k=0

ak cos kt.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè P (z), z ∈ C, � ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è T (t) := |P (eit)|2, òî T (t) ⩾ 0. Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî

T (t) =
n∑
k=0

ak cos kt, ak ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè P (z) :=
n∑
k=0

pkz
k, pn ̸= 0, pk ∈ R, z ∈ C è T (t) := |P (eit)|2,

t ∈ R, òî T (t) ⩾ 0 è T (t) =
n∑
k=0

ak cos kt, ak ∈ R.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1 (Ðèññ, Ôåéåð). Ïóñòü T (t) :=
n∑
k=0

ak cos kt ⩾ 0, an ̸= 0, t, ak ∈ R,

òîãäà íàéä¼òñÿ P (z) :=
n∑
k=0

pkz
k, pk ∈ R, z ∈ C, òàêîé, ÷òî T (t) = |P (eit)|2.

Áîëåå òîãî, P (z) ìîæåò áûòü ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû âñå åãî íóëè ëåæàëè âíå

åäèíè÷íîãî êðóãà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå P (z) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z := eit, òîãäà zk = eikt è cos kt =
zk + z−k

2
. Ïî-

ñëå òàêîé çàìåíû ïåðåìåííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T (t) ïðåâðàùàåòñÿ â
ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

Q(z) :=

n∑
k=0

ak
zk + z−k

2
=

1∑
k=n

ak
2
z−k + a0 +

n∑
k=1

ak
2
zk.

Ìíîãî÷ëåí Q(z) èìååò 2n êîðíåé â ïëîñêîñòè C. Äåéñòâèòåëüíî,

znQ(z) =
an
2

+
an−1

2
z + . . .+

a1
2
zn−1 + a0z

n +
a1
2
zn+1 + . . .+

an
2
z2n.

Òàê êàê an ̸= 0, òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ìíîãî÷ëåí znQ(z) èìååò 2n
êîðíåé. Ïðè ýòîì z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì znQ(z), òàê êàê an ̸= 0. Çàìåòèì, ÷òî
znQ(z) � âîçâðàòíûé ìíîãî÷ëåí.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîðíè Q(z) è znQ(z) ñîâïàäàþò. Èç ñâîéñòâ êîìïëåêñíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Q(z) = Q(z̄), Q(z) = Q

(
1

z

)
, Q(z) = Q

(
1

z̄

)
.

Òî åñòü, åñëè zk � êîðåíü Q(z), zk /∈ R è |zk| > 1, òî z̄k, 1/zk è 1/z̄k òîæå êîðíè
Q(z). Åñëè rk � êîðåíü Q(z) è rk ∈ R è |rk| ⩾ 1, òî òîëüêî 1/rk áóäåò êîðíåì. Â
÷àñòíîñòè, åñëè rk � êîðåíü Q(z) è |rk| = 1, òî rk áóäåò èìåòü ÷¼òíóþ êðàòíîñòü
(òàê êàê âñåãî êîðíåé 2n).

Åñëè zk � êîðåíü Q(z) è |zk| = 1, zk /∈ R, òî òîëüêî z̄k áóäåò êîðíåì, òàê
êàê zk = 1/z̄k, z̄k = 1/zk. Ïîêàæåì, ÷òî zk è z̄k � êîðíè ÷¼òíîé êðàòíîñòè. Ôèê-
ñèðóåì k è ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òî åñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðåíü zk = eiφk

ìîæåò áûòü íå÷¼òíîé êðàòíîñòè. Òîãäà çíàê òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
T (t) â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè φk îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðîèçâåäå-
íèÿ uk(t) := e−it(eit − eiφk)(eit − e−iφk), òàê êàê uk(t) � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ (uk(t) = 2(cos(t)− cos(φk))). Íî î÷åâèäíî, ÷òî uk ìåíÿåò ñâîé çíàê â óêà-
çàííîé îêðåñòíîñòè è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî T (t) ⩾ 0. Ñëó÷àé
ñ êîðíåì z̄k ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî |zk| ⩾ 1, òàê êàê
ñëó÷è |zk| = 1 è |zk| > 1 íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì,

eintT (t) =
an
2

n1∏
k=1

(eit − rk)

(
eit − 1

rk

) n2∏
k=1

(eit − zk)(e
it − z̄k)

(
eit − 1

zk

)(
eit − 1

z̄k

)
,

ãäå n1 + 2n2 = n.
Çàìåòèâ, ÷òî

eit− 1

rk
= −e

it

rk
(eit − rk), eit− 1

zk
= −e

it

zk
(eit − z̄k), eit− 1

z̄k
= −e

it

z̄k
(eit − zk),

èìååì

eintT (t) =
an
2

(−1)n1ein1t

r1 · . . . · rn1

n1∏
k=1

|eit − rk|2
e2in2t

|z1|2 · . . . · |zn2
|2

n2∏
k=1

|eit − zk|2|eit − z̄k|2,
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òî åñòü

T (t) =
an
2

(−1)n1

r1 · . . . · rn1 · |z1|2 · . . . · |zn2 |2
n1∏
k=1

|eit − rk|2
n2∏
k=1

|eit − zk|2|eit − z̄k|2.

Òàê êàê T (t) ⩾ 0, òî

c :=
an
2

(−1)n1

r1 · . . . · rn1
· |z1|2 · . . . · |zn2

|2
=

|an|
2|r1| · . . . · |rn1

| · |z1|2 · . . . · |zn2
|2
> 0,

çíà÷èò

P (z) =
√
c

n1∏
k=1

(z − rk)

n2∏
k=1

(z − zk)(z − z̄k).

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ âñå êîðíè P (z) ëåæàò âíå îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà è
T (t) = |P (eit)|2, òî ìíîãî÷ëåí P (z) îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ
äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. ■

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óáðàòü òðåáîâàíèå î òîì, ÷òîáû âñå êîðíè P (z) ëåæàëè âíå
∆, òî T (z) îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî, ÷òî âèäíî èç ïîñòðîåíèé, ïðîâåä¼ííûõ â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

2. Âîçâðàòíûå ìíîãî÷ëåíû

Åñëè ó íàñ åñòü ìíîãî÷ëåí Pn(z) = p0 + . . .+ pnz
n, òî âçàèìíûì ìíîãî÷ëåíîì

ê Pn áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîì P ∗
n(z) := p̄0z

n + . . . + p̄n, òî åñòü P
∗
n(z) = znPn

(
1
z̄

)
.

Ìíîãî÷ëåí P áóäåì íàçûâàòü âîçâðàòíûì, åñëè P (z) = P ∗(z).
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîçâðàòíîñòü

ïîëèíîìà P2n ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ìíîãî÷ëåíà Pn òàêîãî, ÷òî

P2n(z) = Pn(z)P
∗
n(z).

Ïîíÿòèå âîçâðàòíîñòè ìîæíî ïåðåíåñòè íà ëîðàíîâñêèå ïîëèíîìû, ïîñëå ÷åãî
òåîðåìó Ðèññà-Ôåéåðà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ìîæíî áóäåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïóñòü T (z) :=
n∑

k=−n
ckz

k ⩾ 0, cn ̸= 0, c0 ∈ R, c−k = c̄k, k = 1, . . . , n, òîãäà íàéä¼òñÿ

P (z) :=
n∑
k=0

pkz
k, pk ∈ C, òàêîé, ÷òî T (z) = P (z)P

(
1
z̄

)
.

Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. [3].

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ðèññà-Ôåéåðà â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå.

3. Êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè P (z), z ∈ C, � ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ êîìïëåêñíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è T (t) := |P (eit)|2, òî T (t) ⩾ 0. Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî

T (t) =
n∑
k=0

(ak cos kt+ bk sin kt), ak, bk ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè P (z) :=
n∑
k=0

pkz
k, pn ̸= 0, z, pk ∈ C è T (t) := |P (eit)|2,

t ∈ R, òî T (t) ⩾ 0 è T (t) =
n∑
k=0

(ak cos kt+ bk sin kt), ak, bk ∈ R.

Òåîðåìà 2 (Ðèññ, Ôåéåð). Ïóñòü T (t) :=
n∑
k=0

(ak cos kt + bk sin kt) ⩾ 0, an ̸= 0

èëè bn ̸= 0, t, ak, bk ∈ R, òîãäà íàéä¼òñÿ P (z) :=
n∑
k=0

pkz
k, z, pk ∈ C, òàêîé, ÷òî

T (t) = |P (eit)|2. Áîëåå òîãî, P (z) ìîæåò áûòü ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû âñå åãî íóëè

ëåæàëè âíå åäèíè÷íîãî êðóãà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå P (z) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z := eit, òîãäà zk = eikt, îòêóäà cos kt =
zk + z−k

2
,

sin kt =
zk − z−k

2i
. Ïîñëå òàêîé çàìåíû ïåðåìåííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

T (t) ïðåâðàùàåòñÿ â ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

Q(z) :=

1∑
k=n

ak + ibk
2

z−k + a0 +

n∑
k=1

ak − ibk
2

zk.

Òàê êàê an − ibn ̸= 0, òî Q(z) èìååò 2n êîðíåé, ïðè ýòîì z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì. Èç ñâîéñòâ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Q(z) = Q(1/z̄). Òî åñòü,
åñëè zk � êîðåíü Q(z), |zk| > 1, òî 1/z̄k òîæå êîðåíü.

Åñëè zk � êîðåíü Q(z) è |zk| = 1, òî zk = 1/z̄k. Ïîêàæåì, ÷òî zk � êîðåíü
÷¼òíîé êðàòíîñòè. Âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé íîìåð k âèäèì, ÷òî êîðåíü zk = eiφk íå
ìîæåò áûòü íå÷¼òíîé êðàòíîñòè òàê êàê âûðàæåíèå eit − eiφk ïðèíèìàåò ÷èñòî
êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè φk. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû uk(t) := −e−i(t+φk)(eit−eiφk)2 åñòü ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ
è íåîòðèöàòåëüíàÿ òàê êàê uk(t) = 2(1 − cos(t − φk)). Âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî
|zk| ⩾ 1, òàê êàê ñëó÷è |zk| = 1 è |zk| > 1 íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì,

eintT (t) =
an − ibn

2

n∏
k=1

(eit − zk)

(
eit − 1

z̄k

)
.

Çàìåòèâ, ÷òî

eit − 1

z̄k
= −e

it

z̄k
(eit − zk),

èìååì

T (t) =
an − ibn

2

(−1)n

z̄1 · . . . · z̄n

n∏
k=1

|eit − zk|2.

Òàê êàê T (t) ⩾ 0, òî

c :=
an − ibn

2

(−1)n

z̄1 · . . . · z̄n
=

|an − ibn|
2|z1| · . . . · |zn|

> 0,
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çíà÷èò

P (z) =
√
c

n∏
k=1

(z − zk).

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ âñå êîðíè P (z) ëåæàò âíå îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà è
T (t) = |P (eit)|2, òî ìíîãî÷ëåí P (z) îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ
äî âðàùåíèé. ■

Çàìåòèì, ÷òî åñëèm èç n êîðíåé ïîëèíîìà P ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T èìååò 2m êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå ÷åì 2n êîðíåé.

4. Õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà ïîëèíîìîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé â åäèíè÷íîì
êðóãå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

Òåîðåìà 3. Ìíîãî÷ëåí H(z) :=
n∑
k=0

hkz
k, h0 > 0, hk ∈ C, k = 1, . . . , n, èìååò

ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

h0 =

n∑
k=0

|pk|2, hk = 2

n−k∑
j=0

pj+kp̄j ,

n∑
k=0

|pk|2 > 0, p0, pk ∈ C, k = 1, . . . , n. (1)

Áîëåå òîãî, hk ∈ R ðàâíîñèëüíî pk ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü: äîêàæåì, ÷òî åñëè ReH(z) > 0, z ∈ ∆, òî H
èìååò êîýôôèöèåíòû (1). Ïî ëåììå 1, âûðàæåíèå T (t) := ReH(eit) åñòü òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì è T (t) ⩾ 0, t ∈ R. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí

P (z) :=
n∑
k=0

pkz
k, pk ∈ C, k = 1, . . . , n, òàêîé, ÷òî T (t) = |P (eit)|2. Òàêèì îáðàçîì,

T (t) =P (eit)P (eit) =

n∑
k=0

pke
ikt

n∑
k=0

p̄ke
−ikt =

=|p0|2 + . . .+ |pn|2+
+(p0p̄1 + p1p̄2 + . . .+ pn−1p̄n)e

−it+

+(p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1)e
it+

+(p0p̄2 + p1p̄3 + . . .+ pn−2p̄n)e
−i2t+

+(p2p̄0 + p3p̄1 + . . .+ pnp̄n−2)e
i2t+

. . .

+p0p̄ne
−int+

+pnp̄0e
int.

Òî åñòü
T (t) =|p0|2 + . . .+ |pn|2+

+2Re({p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1}eit)+
+2Re({p2p̄0 + p3p̄1 + . . .+ pnp̄n−2}ei2t)+
. . .

+2Re(pnp̄0e
int).
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Âñïîìèíàÿ, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà îò îáû÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó ìû
èñïîëüçîâàëè çàìåíó z = eit èìååì

h(z) :=

:=|p0|2 + . . .+ |pn|2+
+2(p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1)z+

+2(p2p̄0 + p3p̄1 + . . .+ pnp̄n−2)z
2+

. . .

+2pnp̄0z
n.

Èòàê, ìû ñíà÷àëà îòáðîñèëè ìíèìóþ ÷àñòü ôóíêöèèH è ôàêòîðèçîâàëè ReH(eit)
÷òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå å¼ êîýôôèöèåíòîâ, çàòåì âîññòàíîâè-
ëè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ h(z) ïî äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè, ôóíêöèè H(z), çà-
äàííîé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è ïðîäîëæèëè å¼ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà
âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Òàê êàê àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî, òî
H(z) ≡ h(z). ×òî è òðåáîâàëîñü.

Äîñòàòî÷íîñòü: äîêàæåì ÷òî åñëè H èìååò êîýôôèöèåíòû (1), òî ReH(z) > 0,
z ∈ ∆. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H èìååò êîýôôèöèåíòû (1). Ïðîñìîòðåâ âû÷èñ-
ëåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïðèõîäèì ê
ReH(eit) = P (eit)P (eit) =: T (t). Ñòàëî áûòü, ReH(eit) ⩾ 0, t ∈ R, ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ 2. Òàê êàê H(0) > 0, òî ïî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè ReH(z) > 0,
z ∈ ∆. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíàH(z) äåéñòâèòåëüíûå, òî âìåñòî òåîðåìû 2
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1. ■

5. Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ìíîãî÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëü-
íîé ÷àñòüþ

Ëåììà 2. Ïóñòü n ∈ N è H(z) := h0 + h1z + . . . + hnz
n, h0 > 0, è ReH(z) > 0,

z ∈ ∆, òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H òàêîé, ÷òî

h0 = hn. Áîëåå òîãî, h1 = . . . = hn−1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí H(z) := h0 + h1z + . . . + hnz
n ïî òåîðåìå 3 ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

H(z) = (|p0|2 + . . .+ |pn|2)z0 + . . .+ 2pnp̄0z
n,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

h0 = |p0|2 + . . .+ |pn|2, hn = 2pnp̄0.

Ñòàëî áûòü, òàê êàê h0 = hn, òî

|p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2pnp̄0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî

|p0|2 − 2Re pnp̄0 + |pn|2 + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 2i Im pnp̄0,
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÷òî ðàâíîçíà÷íî

|p0 − pn|2 + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 2i Im pnp̄0,

à ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p0 = pn è p1 = . . . = pn−1 = 0. ■

6. Ãèïîòåçà Êøèæà

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N.
Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷-

íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.
Â 1968 ã. ßí Êøèæ âûñêàçàë ãèïîòåçó [7, 8] î òîì, ÷òî åñëè f ∈ B, òî

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t
1−z
1+z , φ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞). (2)

Çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
mn := max

f∈B
|{f}n|, n ∈ N,

ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíîé
â ïðîáëåìå Êøèæà, åñëè |{f}n| = mn.

Ãèïîòåçà Êøèæà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ðÿäà ìàòåìàòèêîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ,
îíà äîêàçàíà òîëüêî äî øåñòîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷èòåëüíî [9].
Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðèñîåäèíå-
íèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â òîïîëîãèè ëîêàëüíî
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâî ôóíêöèé.

×åðåç Ω0 îáîçíà÷èì êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ,
÷òî |ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0.

Ïóñòü ôóíêöèè G(z) è g(z) ãîëîìîðôíû â ∆. Ôóíêöèÿ g(z) íàçûâàåòñÿ ïîä÷è-
íåííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè G(z), åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå
g(z) = G(ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ G(z) áóäåì íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ g(z)
â ∆. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [11].

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w (w = f(z)), òî áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíè-
åì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü
{f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê èç-
âåñòíî èç òåîðèè ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [11], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t h(z), h ∈ C, (3)

ãäå C � èçâåñòíûé êëàññ Êàðàòåîäîðè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé h ñ íîðìèðîâêîé
h(0) = 1, Reh(z) > 0, z ∈ ∆. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè C è Bt.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì íàïðèìåð ñâîáîäíî äåëèòü íà t.
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7. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â ãèïîòåçå Êøèæà

Êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z è îò-
íîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w (w = f(z)). Òî åñòü, åñëè n ∈ N è
f � ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà, òî ηf(ζz), |η| = |ζ| = 1, òîæå ýêñòðåìàëü-
íàÿ. Ïðè ýòîì âðàùåíèå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z íå çàòðàãèâàåò êîýôôèöèåíò
{f}0. Ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî åñëè f �
ýêñòðåìàëüíàÿ, òî {f}0 > 0 è {f}n > 0. Âñþäó äàëåå, ãîâîðÿ îá ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè f â ïðîáëåìå Êøèæà ñ÷èòàåì, ÷òî f ∈ Bt, t > 0.

Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ïîçàèìñòâîâàíû èç [12]. Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåä¼ì
èõ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè.

Ëåììà 3. Ïóñòü n ∈ N, f ∈ B, g ∈ C, ε→ 0, ε ∈ R è v(z) := f(z)e−εg(z), òîãäà

{v}n = {f}n − ε({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) + o(ε). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ ôóíêöèè f ôóíêöèåé eεg(z), ε ∈ R.Óñòðå-
ìèâ ε ê íóëþ èìååì:

v(z) := f(z)e−εg(z) = f(z)(1− εg(z) + o(ε)) = f(z)− εf(z)g(z) + o(ε).

Âû÷èñëèâ òåðåðü {v}n ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. ■

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

è H(z) := {f}n+2{f}n−1z+. . .+2{f}0zn, ïðè÷¼ì f(z) = e−th(z), {f}0 > 0, {f}n > 0,
h ∈ C, òîãäà äëÿ ëþáîé g ∈ C

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0. (5)

Â ÷àñòíîñòè

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) = 0, (6)

{f}n ⩾ 2{f}0, (7)

ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆̄. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âàðèàöèÿ v ôóíêöèè f ïðè ε > 0 åñòü âíóòðåííÿÿ âàðèàöèÿ,
òî åñòü v ∈ B. Ïðè ε → 0 ñïðàâåäëèâà ëåììà 3, à ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f
� ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà, çíà÷èò Re {v}n ⩽ {f}n. Îòñþäà âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (5).

Åñëè òåïåðü âìåñòî g âçÿòü ôóíêöèþ h, òî ìû ñìîæåì íàéòè äîñòàòî÷íî ìàëîå
ε < 0 òàêîå, ÷òî v(z) = f · fε ∈ B. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà
äëÿ ε < 0 ïîëó÷àåì Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩽ 0. Äëÿ ε > 0
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (5) � Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩾ 0, îò-
êóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ôîðìóëà (6) âåðíà.

Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè g(z) = 1+zn

1−zn = 1 + 2zn + . . . â ôîðìóëó (5)
ïîëó÷èì (7).

Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè g(z) = 1+ζz
1−ζz = 1 + 2ζz + 2ζ2z2 + . . . â ôîð-

ìóëó (5) ïîëó÷èì Re ({f}n + {f}n−1ζ + . . .+ {f}0ζn) ⩾ 0, |ζ| ⩽ 1, ÷òî ðàâíîñèëü-
íî (8). ■
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Ïóñòü n ∈ N. Íàëè÷èå âûïóêëîé ñòðóêòóðû íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé g,
ïîä÷èíåííûõ ôóíêöèè

M(z, t) :=
e−t + z

1 + e−tz
= e−t + (1− e−2t)z + . . . .

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè |{g}n| ⩽ 1−e−2t, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ M(z, t) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f êëàññà Bt ïîä÷èíåíà ì¼áèóñîâó îòîáðàæåíèþM(z, t), ñòàëî
áûòü

|{f}n| < 1− e−2t = 1− |{f}0|2. (9)

Íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òàê êàê M(z, t) /∈ B.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè t ∈ [0, 1] ýòà îöåíêà äà¼ò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïðåäïîëà-

ãàåìîé âåðõíåé ãðàíèöû |{f}n| (ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî |{f}n| ⩽ 2te−t, f ∈ Bt,
t ∈ [0, 1]). Ïðè t = 1 ïîãðåøíîñòü ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 1 − e−2 − 2e−1 < 0.129,
ïîãðåøíîñòü ìîíîòîííî óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè t ê íóëþ [10].

Îöåíêà (9) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå t0 òàêîå, ÷òî

|{f}n| < 1− e−2t0 = 2e−1.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò t0 = − ln
√
1− 2e−1 ≈ 0.665. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f ∈ B è

|{f}0| ⩾
√
1− 2e−1 ≈ 0.514, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà |{f}n| < 2/e.

Èç íåðàâåíñòâà (7) è îöåíêè (9) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà, ïðè÷¼ì

{f}0 > 0, {f}n > 0, òî
2{f}0 ⩽ {f}n < 1− {f}20.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà è

{f}0 > 0, òîãäà {f}0 <
√
2− 1 ≈ 0.414 èëè t > − ln(

√
2− 1) ≈ 0.881.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ â (4) ôóíêöèþ g(z) = 1−zn
1+zn = 1− 2zn + . . . ïîëó÷èì

{v}n = (1− ε){f}n + 2ε{f}0 + o(ε).

Áëàãîäàðÿ ýòîé ôîðìóëå è ñëåäñòâèþ 1 ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî åñëè f ∈ B è
{f}n > 0, òî {v}n > {f}n ïðè t ⩽ t0 è {v}n < {f}n ïðè t > 1. Çäåñü t0 � êîðåíü
óðàâíåíèÿ 1− e−2t0 = 2e−t. (Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî {v}n > 0.)

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f ñîñòîèò â òîì, ÷òî {v}n ⩽ {f}n,
à ìû çíàåì, ÷òî ïðè {f}n ⩾

√
2 − 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî {v}n ⩾ {f}n, ñëåäî-

âàòåëüíî {f}0 <
√
2− 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ■

8. Î åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â ãèïîòåçå Êøèæà

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñ-
êîñòÿõ ïåðåìåííûõ z è w (w = f(z)). Òî åñòü, åñëè n ∈ N è f � ýêñòðåìàëüíàÿ â
ïðîáëåìå Êøèæà, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî {f}0 > 0
è {f}n > 0. Ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñòàâèòü
âîïðîñ î å¼ åäèíñòâåííîñòè.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü n ∈ N, f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà è

{f}n = 2{f}0 > 0, òîãäà f � åäèíñòâåííàÿ è {f}1 = . . . = {f}n−1 = 0, äðóãèìè
ñëîâàìè f = F (zn, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí H(z) èç óòâåðæäåíèÿ 3 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-
âèÿì ëåììû 2, ñòàëî áûòü èñêîìàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì {f}n = 2{f}0, {f}1 = . . . = {f}n−1 = 0. Ôóíêöèÿ F (zn, 1),
ñì. (2) èìååò íàèáîëüøèé n-é êîýôôèöèåíò ñðåäè âñåõ ôóíêöèé F (z, t), t > 0,
è ñîîòâåòñòâóåò âñåì ýòèì òðåáîâàíèÿì è, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, äðóãîé òàêîé
ôóíêöèè áûòü íå ìîæåò. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ■

Ñïðàâåäëèâî òàêæå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ∈ N, f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà,

{f}0 > 0, {f}n > 0, è {f}1 = . . . = {f}n−1 = 0, òîãäà {f}n = 2{f}0, f � åäèí-

ñòâåííàÿ è f = F (zn, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî {f}n = −{f}0 Re {h}n ⩽ 2{f}0. (Çäåñü ìû
èñïîëüçîâàëè îöåíêó |{h}n| ⩽ 2, h ∈ C. Ñì. [11].) Òàê êàê f � ýêñòðåìàëüíàÿ,
òî {f}n = 2{f}0, îòêóäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4 âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü f è òî, ÷òî
f = F (zn, 1). ■

Â ñòàòüå [12] ïðèâåäåíî äîâîëüíî-òàêè ìíîãî ñâîéñòâ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè
è äîêàçàíà èõ ýêâèâàëåíòíîñòü. Áëàãîäàðÿ ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà èñïîëüçîâà-
íèè òåîðåìû 3, äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â òåîðåìå 4 óäàëîñü
ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, ïðèâåä¼ííûìè â [12].

Èç òåîðåìû 3 è óòâåðæäåíèÿ 3 ñðàçó âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü n ∈ N, f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà,

ïðè÷¼ì {f}0 > 0, {f}n > 0, òîãäà íàéäóòñÿ pk ∈ C, k = 0, . . . , n, òàêèå, ÷òî

{f}n−k =

n−k∑
j=0

pj+kp̄j . (10)

Çàìåòèì, ÷òî èç (10) ñëåäóåò, ÷òî {f}n =
n∑
j=0

|pj |2, à {f}0 = pnp̄0 è, òàê êàê

{f}0 > 0, òî arg p0 = arg pn. Åñëè ïîêàçàòü, ÷òî åù¼ è |p0| = |pn|, òî èç òåîðå-
ìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííàÿ, à â [12] ïîêàçàíî, ÷òî
åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êøèæà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííàÿ, òî âñå å¼ êîýôôèöè-
åíòû äåéñòâèòåëüíûå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f åñòü õîòÿ
áû îäèí êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò, òî f∗(z) := f(z̄) òîæå áóäåò ýêñòðåìàëüíîé è
ïðèòîì f(z) ̸= f∗(z).

9. Ôóíêöèè ýêñòðåìàëüíîãî òèïà

Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ íóæíî èñêàòü â êëàññàõ
Bt, t > − ln (

√
2− 1). Íî ln (

√
2− 1) < 1, à ãèïîòåçà Êøèæà óòâåðæäàåò, ÷òî t = 1.

Ïîêàæåì, êàê ñâåñòè ïîèñêè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ê ïîèñêàì íå îáÿçàòåëüíî
ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â êëàññàõ Bt, t ⩾ 1.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ∈ N. Ãèïîòåçà Êøèæà âåðíà åñëè è òîëüêî åñëè â êëàññàõ

Bt, t ⩾ 1 íå ñóùåñòâóåò f, òàêàÿ, ÷òî {f}n = 2e−1 è |{f}1|+ . . .+ |{f}n−1| > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà ôóíêöèÿ
f, òàêàÿ, ÷òî {f}0 > e−1, òî {f}n ⩾ 2{f}0 > 2e−1, òî íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà c < 1
òàêàÿ, ÷òî c{f}n = 2e−1. ßñíî, ÷òî c{f}0 < e−1 è cf ∈ B.

Åñëè ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî
{f}0 < e−1, òî {f}n ⩾ 2e−1, òî íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà c ⩽ 1 òàêàÿ, ÷òî c{f}n = 2e−1.
ßñíî, ÷òî c{f}0 < e−1 è cf ∈ B.

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå â êëàññå B ôóíêöèè f ñ {f}0 < e−1 è {f}n = 2e−1

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ãèïîòåçà Êøèæà íå âåðíà. Ïðè ýòîì íàïðèìåð èç ôîðìó-
ëû (6) ÿñíî, ÷òî |{f}1|+ . . .+ |{f}n−1| > 0.

Ãèïîòåçà Êøèæà áóäåò òàêæå íå âåðíà åñëè â êëàññå B1 íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f,
òàêàÿ, ÷òî {f}n = 2{f}0 = 2e−1 è |{f}1|+ . . .+ |{f}n−1| > 0. Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò,
÷òî f íå ìîæåò áûòü ýêñòðåìàëüíîé. ■

Åñëè f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà, òî cf ∈ B, 0 < c < 1.
Ïðè ýòîì, õîòÿ cf óæå íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, äëÿ íå¼ òåì íå ìåíåå âåðíû
ñîîòíîøåíèÿ (5), (6), (7) è (8).

Ïóñòü n ∈ N, f(z) = e−th(z), h ∈ C, t ⩾ 1. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f ôóíêöèåé
ýêñòðåìàëüíîãî òèïà, åñëè

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0,

äëÿ ëþáîé g ∈ C è

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) = 0.

(Ñì. ôîðìóëû (5) è (6) ñîîòâåòñòâåííî.)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíîãî òèïà, òî
f ∈ B, 0 < {f}0 ⩽ e−1.

Òàê êàê ôîðìóëû (7) è (8) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ôîðìóëû (5), òî åñëè f
åñòü ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíîãî òèïà, òî {f}n ⩾ 2{f}0 è ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆̄. Èç
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî {f}n > 0.
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