
Ñ÷¼òèöà � åñòåñòâåííàÿ ìàòåìàòèêà

êîíå÷íûõ ÷èñåë è òî÷åê

À. Í. Ïàí

Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåíî âåðíóòüñÿ ê ìàòåìàòèêå êàê "íàóêå î êîëè÷åñòâå"

(ñ÷¼òèöà), èñïîëüçóþùåé òîëüêî àðèôìåòèêó êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (÷èñëèöà) è ãåîìåòðèþ òî÷åê êîíå÷-

íûõ ðàçìåðà è ðàçìåðíîñòè (òî÷êèöà). Ââåäåíèå ðàçðåøåíèÿ ÷èñåë

è òî÷åê ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê ïðèáëèæåíèÿ èõ íåïðåðûâíî-

ñòè (ñïëîøíîñòü) ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ áåç áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ,

èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (íåäðîáåé) è òî÷åê íóëåâîãî ðàçìåðà.

Ìàòåìàòèêà, îïðåäåëÿåìàÿ Àðèñòîòåëåì êàê "íàóêà î êîëè÷åñòâå" ,
íà÷èíàëàñü ñ ïîäñ÷¼òà è ïåðå÷èñëåíèÿ ïðåäìåòîâ (àðèôìåòèêà), ÷òî ïðè-
âåëî ê ïîíÿòèþ ÷èñëà, êîòîðîìó âïîñëåäñòâèå äîáàâèëè ïðèëàãàòåëüíîå
"íàòóðàëüíîå". Ïîòîì ïîÿâèëèñü äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè � ñëîæåíèå è
âû÷èòàíèå, îòðàæàþùèå ïðèáàâëåíèå è óáàâëåíèå ïðåäìåòîâ. Îäíàêî
òðåáîâàíèå ê äåéñòâèÿì "íå âûâîäèòü çà ïðåäåëû çàäàííîãî êîëè÷åñòâà
ïðåäìåòîâ" ïîêàçàëîñü ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì, áûëî îòâåðãíóòî è
çàìåíåíî òðåáîâàíèåì èõ ïðèìåíèìîñòè êî âñåì ÷èñëàì, êîòîðîå ìîã-
ëî áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè ðàñøèðåíèè ïîíÿòèÿ ÷èñëà è âûõîäå çà
ïðåäåëû îáëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ.

Âíà÷àëå ÷èñëî îáîçíà÷àëî êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ è áûëî âñåãäà êî-
íå÷íûì. Ðàñøèðåíèå íàáîðà ÷èñåë Nl = [0, N ] íà÷àëîñü ñ ïåðåíîñà åãî
ãðàíèö íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè N →∞ ïîëó÷èëîñü ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ñ íóë¼ì N = [0,∞]. Ïîñëå ââåäåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
îáðàçîâàëîñü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z = [−∞,∞], â êîòîðîì ñëîæåíèå
è âû÷èòàíèå ïðèìåíèìû ê ëþáûì åãî ÷ëåíàì. Çàòåì èç ñëîæåíèÿ âûäå-
ëèëè óìíîæåíèå, êàê ñëîæåíèå îäèíàêîâûõ ÷èñåë, è îáðàòíîå åìó äåëå-
íèå. Òðåáîâàíèå èõ âñþäó ïðèìåíèìîñòè ïðèâåëî ê ââåäåíèþ ìíîæåñòâà
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (äðîáåé) Q. Äàëåå èç óìíîæåíèÿ áûëî âûäåëåíî
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âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, êàê óìíîæåíèå îäèíàêîâûõ ÷èñåë, è îáðàòíûå åìó
èçâëå÷åíèå êîðíÿ è ëîãàðèôìèðîâàíèå, êîòîðûå ñòàëè âñþäó âîçìîæ-
íûìè ïîñëå ââåäåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ I (íåäðîáè) è êîìïëåêñíûõ C
÷èñåë. Äðîáè è íåäðîáè áûëè îáúåäèíåíû â âåùåñòâåííûå ÷èñëà R.

Òàê àðèôìåòèêà ïåðåøëà ñ íà÷àëüíîé îñíîâû "íàóêè î êîëè÷åñòâå"
íà îñíîâó "íàóêè îá àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ". Îíà âûøëà èç îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ÷èñëà, êàê îïèñàíèÿ êîíå÷íîãî êîëè÷å-
ñòâà ïðåäìåòîâ. Åé ïðèøëîñü ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íîñòü â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà è, â ñâÿçè ñ ýòèì, ââîäèòü ðàçíûå áåñêîíå÷-
íîñòè, èíôèíèòåçèìàëüíûå, êàðäèíàëüíûå è îðäèíàëüíûå ÷èñëà, áåñêî-
íå÷íî áîëüøèå è ìàëûå âåëè÷èíû, ÷òî ïðèâåëî ê ïðîòèâîðå÷èÿì.

Íà ýòîì ïóòè àðèôìåòèêà ïîòåðÿëà ñòðîãîñòü, êîòîðóþ îíà æå
ñåáå ïðèïèñûâàëà â êà÷åñòâå ñâîåãî îñíîâíîãî äîñòîèíñòâà. Êîëè÷åñòâî
ïðåäìåòîâ è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåëè÷èíó ÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, íî íå áåñêîíå÷íûìè, ïîñêîëüêó ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì î íàøåì ìèðå. Ñòðîãî áåñêîíå÷íîñòü
âîçìîæíà ëèøü êàê íåäîñòèæèìûé ïðåäåë, êîòîðûé íå ñòàíîâèòñÿ áëè-
æå ïðè ëþáîì óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà. Âåëè÷èíà ÷èñëà è êîëè÷åñòâî ÷è-
ñåë îáÿçàíû áûòü êîíå÷íûìè ïî îïðåäåëåíèþ. Âñå èñïîëüçóåìûå ìàòå-
ìàòèêîé ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ íàòóðàëüíûõ, è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýòîìó
òðåáîâàíèþ íå óäîâëåòâîðÿþò.

Ïðåäëàãàåòñÿ âåðíóòüñÿ ê ìàòåìàòèêå êàê "íàóêå î êîëè÷åñòâå" . Òà-
êàÿ ñ÷¼òíàÿ ìàòåìàòèêà ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñ÷¼òèöà, ÷òîáû îòëè÷èòü å¼
îò îáùåïðèíÿòîé ìàòåìàòèêè, èñïîëüçóþùåé âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îíà
ñîñòîèò èç ñ÷¼òíûõ àðèôìåòèêè (÷èñëèöà) è ãåîìåòðèè (òî÷êèöà).

×èñëèöà

×èñëèöà � c÷¼òíàÿ àðèôìåòèêà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå îïðåäåëå-
íèé, îòðàæàþùèõ ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè îïûòà îáûäåííîé æèçíè:
Ïðåäìåò � ÷àñòü ñðåäû îáèòàíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íåêîòîðóþ îòäåëüíîñòü, ïðåíåáðåãàÿ å¼ ñâÿçÿìè ñ îñòàëüíîé ñðåäîé è îò-
âëåêàÿñü îò ëþáûõ å¼ îñîáåííîñòåé (òîæäåñòâåííîñòü ïðåäìåòîâ).
×èñëî � îáîçíà÷åíèå êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ, âçÿòûõ èç êîíå÷íîãî èõ çà-
ïàñà. Ïðåäìåòû íå íóìåðóþòñÿ, ò. ê. ýòî íàðóøàåò èõ íåðàçëè÷èìîñòü.
Íîëü îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðåäìåòîâ, åäèíèöà � îäèí ïðåäìåò.
Áåñêîíå÷íîñòü ñòðîãî îòñóòñòâóåò, íî ìîæåò ââîäèòüñÿ ïðèáëèæ¼ííî,
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êàê îáîçíà÷åíèå íåäîñòèæèìûõ â çàäà÷å ãðàíèö ìíîæåñòâà ÷èñåë.
Äåéñòâèå � èçìåíåíèå ÷èñëà, âûðàæåííîå ñëîæåíèåì è âû÷èòàíèåì.
Îíî ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ ÷èñëà íà åäèíèöó è íå äîëæíî âûâîäèòü çà
ïðåäåëû çàïàñà ïðåäìåòîâ. Ýòî òðåáîâàíèå ñòàâèò àðèôìåòèêó â çàâè-
ñèìîñòü îò ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ñ÷¼òèöà âûâîäèò å¼ èç ñîñòîÿíèÿ
àáñîëþòíîñòè è äåëàåò îòíîñèòåëüíîé.
Îáðàòíîå äåéñòâèå ñîâåðøàåòñÿ ñ ÷èñëàìè èç ïðÿìîãî äåéñòâèÿ.
Ñëîæåíèå äâóõ ÷èñåë � ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó ÷èñëó êîëè÷åñòâà åäè-
íèö, ðàâíîå äðóãîìó ÷èñëó.
Âû÷èòàíèå � äåéñòâèå, îáðàòíîå ñëîæåíèþ.
Óìíîæåíèå � ñëîæåíèå íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Îäèí ìíîæè-
òåëü � ÷èñëî, äðóãîé � êîëè÷åñòâî ÷èñåë.
Äåëåíèå � äåéñòâèå, îáðàòíîå óìíîæåíèþ.
Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü � óìíîæåíèå íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë.
Îñíîâàíèå � ÷èñëî, ñòåïåíü � êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé.
Èçâëå÷åíèå êîðíÿ è ëîãàðèôìèðîâàíèå � îáðàòíûå äåéñòâèÿ íà-
õîæäåíèÿ îñíîâàíèå è ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî.

Íàáîð ÷èñåë Nl : n = {0, 1, . . . N} îòðàæàåò çàïàñ ïðåäìåòîâ N â
äàííîé çàäà÷å. Îí ïðåäñòàâëåí, êàê çàïèñàííûé â àáñîëþòíîé ñèñòåìå
÷èñåë (àáñîëþòíûé ñ÷¼ò÷èê, à-ñ÷¼ò÷èê), ñîñòîÿùåé èç íà÷àëà îòñ÷¼-
òà â íóëå n0 = 0 è åäèíèöû ïåðåõîäà n1 = 1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
N ìîæíî ïåðåéòè îò àáñîëþòíîãî ñ÷¼ò÷èêà ê îòíîñèòåëüíîìó, âûáèðàÿ
n0 â ñåðåäèíå Nl è âîçìîæíî ìåíÿÿ n1. Òîãäà ÷èñëà n < n0 ñòàíîâÿòñÿ
îòðèöàòåëüíûìè, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè ìåíÿåòñÿ íà 1/n1.

Íàáîð Zl = [−n0, N − n0] öåëûõ ÷èñåë z = (n − n0) ïîëó÷èì ïðè
n1 = 1 (ö-ñ÷¼ò÷èê). Îí ñ ðîñòîì N ñòðåìèòñÿ ê Z, íå äîñòèãàÿ åãî.

Íàáîð Ql = [−n0/n1, (N−n0)/n1] äðîáåé q = (n−n0)/n1 ïîëó÷àåòñÿ
èç áîëüøîãî íàáîðà Zl ïðè N � n1 � 1 (ä-ñ÷¼ò÷èê).

(Çäåñü è äàëåå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë èëè ïðåä-
ìåòîâ ïðèìåíÿåòñÿ âûðàæåíèå "íàáîð" , âìåñòî ïðèâû÷íîãî âûðàæåíèÿ
"ìíîæåñòâî" , îñòàâëÿåìîãî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íûõ êîëè÷åñòâ, â
ñîîòâåòñòâèå ñî ñìûñëîì ýòîãî ñëîâà.)

Öåëûå ÷èñëà è äðîáè, ïîëó÷åííûå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñäâè-
ãà è ñæàòèÿ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì èõ ïåðåèìåíîâàíèåì. Òîëüêî îíè
ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëà â ðàçíûõ ñ÷¼ò÷èêàõ: Ql = Zl = Nl.

Íåäðîáè îïðåäåëÿþòñÿ êàê íåïðåäñòàâèìûé äðîáÿìè ïðåäåë áåñêî-
íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äðîáåé. Ò. å. îíè âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè â
ïðåäåëå áåñêîíå÷íîé òî÷íîñòè. Èç-çà îòñóòñòâèÿ äîñòèæèìîé áåñêîíå÷-
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íîñòè òàêîé ïîäõîä íåïðèåìëåì. Åñëè æå áåñêîíå÷íóþ òî÷íîñòü çàìå-
íèòü êîíå÷íîé (èëè îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè),
òî íåäðîáè âïîëíå âûðàæàþòñÿ äðîáÿìè, êàê ýòî îáû÷íî è äåëàþò.

Ðàçðåøåíèå ÷èñåë nr èëè äðîáåé qr � êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ÷è-
ñåë èëè äðîáåé, êîòîðîå íåëüçÿ ðàçëè÷èòü â äàííîé çàäà÷å. Íàèìåíüøåå
ðàçðåøåíèå åñòü ðàññòîÿíèå 1 ìåæäó ÷èñëàìè, èëè 1/n1 ìåæäó äðîáÿìè
nr > 1, qr > 1/n1. Ïðè nr � 1, qr � 1/n1 ðàçðåøåíèå ìîæåò áûòü îïè-
ñàíî âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì îáíàðóæåíèÿ ÷èñëà p(n) èëè äðîáè
p(q) âîêðóã èõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé n̄, q̄, îõâàòûâàþùèì áëèæàéøèõ ê íèì
ñîñåäåé. Çäåñü óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà

p(n) =
1

(2π)1/2nr

e−(n−n̄)2/2n2
r , p(q) =

1

(2π)1/2qr
e−(q−q̄)2/2q2r ,

ãäå nr è qr ïðåäñòàâëåíû ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì. Îíî ðàáî-
òàåò òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ÷èñåë íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå ðàçðåøåíèÿ.
Åñëè âåðíóòüñÿ ê ñâÿçàííûì ñ ÷èñëàìè ïðåäìåòàì, òî èõ êîëè÷åñòâî
ïîäñ÷èòûâàåòñÿ íåòî÷íî ñ çàäàííîé êîíå÷íîé ïîãðåøíîñòüþ.

Òî÷íîñòü na = 1/nr è qa = 1/qr � âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ðàçðåøåíèþ.
Íåòî÷íûå ÷èñëà (äðîáè) � ÷èñëà (äðîáè) ñ ðàçðåøåíèåì. Îíî åñòü

ñâîéñòâî íå ÷èñëà, à âíåøíåãî íàáëþäåíèÿ, è íå äîëæíî áûòü ïðèâÿçàí-
íûì ê êàæäîìó ÷èñëó, ò. ê. ïðè ýòîì äåéñòâèÿ áóäóò åãî óâåëè÷èâàòü
âïëîòü äî ïîëíîãî íåðàçëè÷åíèÿ ÷èñåë. Ðàçðåøåíèå íàäî ïðåäñòàâëÿòü
îäèíàêîâûì, îáùèì äëÿ âñåõ ÷èñåë èëè äðîáåé ìíîæåñòâà. Òîãäà îíè áó-
äóò ðàçëè÷àòüñÿ âíåøíå íà âåëè÷èíó ðàçðåøåíèÿ nr èëè qr. Âíóòðåííåå
èõ ðàçëè÷èå îñòà¼òñÿ ïðåæíåì 1 èëè 1/n1. Òàê ÷èñëî 0 ðàçìûâàåòñÿ äî
∼ [−1,+1]nr/2 (èëè ∼ [−1,+1]qr/2) è âíåøíå ïðåäñòàâëåíî ãðàíèöàìè
ðàçìûòèÿ ±nr/2. Îáðàçóåòñÿ ðÿä ãðàíèö (±1/2 + k)nr, k = 0, 1, . . . .

Ñïëîøíîñòü � ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ î÷åíü áîëüøèõ
íàáîðîâ ÷èñåë, ïîäîáíûé ïðèáëèæåíèþ ñïëîøíîé ñðåäû â ìåõàíèêå. Îí
çàìåíÿåò ñâÿçàííóþ ñ áåñêîíå÷íîñòüþ íåïðåðûâíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Â í¼ì òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(n) è å¼ ïðîèçâîäíûõ çàìåíÿþòñÿ
íà èõ ñðåäíèå âåëè÷èíû ïî ïðîìåæóòêó ðàçðåøåíèÿ è ðàçáðîñû. Åñëè
ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ ñëàáî, òî ðàçáðîñàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ïåðåõîä ê ñïëîøíîñòè ïðîèñõîäèò ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:
1) êîëè÷åñòâî ÷èñåë (ïðåäìåòîâ) äîëæíî áûòü î÷åíü áîëüøèì N � 1,
2) ñóùåñòâåííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èõ èçìåíåíèÿ δn äîëæíû ïðîèñ-
õîäèòü âäàëè îò ãðàíèö ìíîæåñòâà è îõâàòûâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî
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ðàñïîëîæåííûõ ðÿäîì ÷èñåë N � δn� 1.
Cïëîøíûå ÷èñëà � ïðèáëèæ¼ííî íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ÷èñåë,

çàìåíÿþùåå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ñïëîøíîå ìíîæåñòâî ÷èñåë Nc èëè äðîáåé Qc ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì â ñïëîøíîñòè íàáîðîâ Nl èëè Ql. Åñëè âîçâåäåíèå äðîáè â äðîá-
íóþ ñòåïåíü èëè å¼ ëîãàðèôìèðîâàíèå ñ äðîáíûì îñíîâàíèåì íå âûðà-
æàþòñÿ äðîáüþ, òî îíè, â ïðåäåëàõ èñïîëüçóåìîé òî÷íîñòè, çàìåíÿåòñÿ
íà äðîáü. Ñïëîøíûå ÷èñëà (èëè äðîáè) ñìåíÿþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
ñîõðàíÿÿ óäîáñòâà íåïðåðûâíîñòè è íå òåðÿÿ ñâÿçè ñ ÷èñëàìè èç Nl.

Ñòðîãàÿ òåîðèÿ ÷èñåë äîëæíà èñõîäèòü èç èõ ðàçäåëüíîñòè, à íåïðå-
ðûâíîñòü ââîäèòü êàê ïðèáëèæåíèå ñïëîøíîñòè ñ çàìåíîé âåùåñòâåííûõ
÷èñåë íà ñïëîøíûå äðîáè Qc. Ñòðîãàÿ íåïðåðûâíîñòü íåâîçìîæíà,
ò. ê. îíà, ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñåë íà îñíîâå îòäåëüíûõ ïðåäìå-
òîâ è íå ìîæåò áûòü îïèñàíà ÷èñëîâûì îáðàçîì.

Ñ÷¼òèöà âîçâðàùàåò ìàòåìàòèêó â ðàìêè íàóêè î êîëè÷åñòâå, êîòîðîå
íå áûâàåò áåñêîíå÷íûì. Ââåäåíèå êîíå÷íîé ÷èñëîâîé òî÷íîñòè óçàêîíè-
âàåò îáû÷íîå â ìàòåìàòèêå îáðàùåíèå ñ íåäðîáÿìè, â êîòîðîì íåäðîáè
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå äåéñòâèé ñ äðîáÿìè è ôóíêöèé îò íèõ èëè ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ èìè ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ.

Ñ÷¼òèöà óïðîùàåò è äàæå îòìåíÿåò íåêîòîðûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè.
Â íåé îòñóòñòâóþò áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà êðîìå íåäîñòèæèìîãî
ñ÷¼òíîãî. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñâîäÿòñÿ ê íàáîðó ÷èñåë Nl. Ïðîïàäàåò
íóæäà âî ââåäåíèè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ è ìàëûõ, èíôèíèòåçèìàëüíûõ,
êàðäèíàëüíûõ, îðäèíàëüíûõ è äðóãèõ íååñòåñòâåííûõ ÷èñåë. Îíà èçáàâ-
ëÿåò òåîðèþ ìíîæåñòâ îò èìåþùèõñÿ â íåé ïðîòèâîðå÷èé è ïàðàäîêñîâ.

Ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèé. Äëÿ å¼ îáîñíîâàíèÿ íå òðå-
áóþòñÿ "ñòðîãèå" è ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà íà îñíîâå áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ âåëè÷èí, à äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Ôóíêöèÿ f(n)
(èç Nl â Nl) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé è îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Íàáîð ýòèõ ôóíêöèé Fl èìååò ìîùíîñòü (N+1)2. Ñòðîãî, îí íå ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íûì ïðîñòðàíñòâîì, íî â ñïëîøíîñòè ïðèáëèæ¼ííî ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ èì, åñëè â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ åãî ãðàíèöû íå äîñòèãàþòñÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê ðàçíîñòè ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, à èíòåãðàë � ê ñóììå ðÿäà èç íèõ. Â ñòðîåíèå k-îé ïðîèç-
âîäíîé f (k) ó÷àñòâóþò k+ 1 ñîñåäíèõ ÷èñåë � ïðîèçâîäíûå íå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îäíîãî ÷èñëà, êàê ýòî áûëî â òåîðèè âåùåñòâåííûõ ôóíê-
öèé. Äèôôåðåíöèàë (ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ñîäåðæà-
ùàÿ ìíîãî ÷èñåë) è çàïèñü ïðîèçâîäíûõ ñ åãî ïîìîùüþ f (k) = dkf/dnk,
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ìîæíî ââîäèòü ëèøü â ñïëîøíîñòè.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ñ÷¼òèêå ïðåäñòàâëåíû ëþáûì èç êîíå÷íûõ

÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ
Cn = Nl + iNl, Cz = Zl + iZl, Cq = Ql + iQl, Cc = Qc + iQc, i =

√
−1.

Êîìïëåêñíûé àíàëèç ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ôóíêöèé êîíå÷íûõ ãàóññî-
âûõ ïåðåìåííûõ fz(cz), fz, cz ∈ Cz, ñîñòàâëÿþùèõ íàáîð Fz. Îí îòëè÷àåò-
ñÿ îò îáû÷íîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èñïîëüçîâàíè-
åì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âìåñòî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí, íî ïåðåõîäèò
â îáû÷íóþ òåîðèþ â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîñòè.

Òî÷êèöà

Ãåîìåòðèÿ íà÷àëàñü ñ òî÷êè Åâêëèäà: "Òî÷êà åñòü òî, ÷òî íå èìååò
÷àñòåé". Â ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè äîáàâëåíî òðåáîâàíèå, ÷òîáû òî÷êà íå
èìåëà ðàçìåðà è ëèøü îòìå÷àëà ìåñòî ïðåáûâàíèÿ. Ïîëó÷èëàñü êðàéíÿÿ
èäåàëèçàöèÿ îáûäåííûõ òî÷åê êàê ïðåäåëüíî ìàëûõ ïÿòåí. Òî÷êè íóëå-
âîãî ðàçìåðà íå ìîãóò ñëóæèòü ìåðîé äëèíû � äëèíà ìåðÿåòñÿ òîëüêî
îòðåçêàìè. Ïîñòðîåííàÿ èç òàêèõ òî÷åê ïðÿìàÿ (÷èñëîâàÿ îñü) ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåò èõ ãåîìåòðè÷åñêè
è âáèðàåò â ñåáÿ âñå èõ íåäîñòàòêè.

Îò íåäîñòàòêîâ ñîâðåìåííîãî ïîíèìàíèÿ òî÷åê ëåãêî èçáàâèòüñÿ îò-
ìåíîé òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâèÿ ðàçìåðà òî÷åê ïðè ñîõðàíåíèè èõ íåäåëè-
ìîñòè. Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì è èçîìîðô-
íûì íàáîðó ÷èñåë Nl (èëè Ql). Òî÷êà ñòàíîâèòñÿ íàèìåíüøåé ìåðîé â
èçìåðåíèè äëèíû îòðåçêîâ. Îáðàçóåòñÿ ñ÷¼òíàÿ ãåîìåòðèÿ, íàçâàííàÿ
òî÷êèöà äëÿ îòëè÷èÿ å¼ îò îáû÷íîé ãåîìåòðèè. Îíà ïîñòðîåíà íà îñíî-
âå íåäåëèìûõ òî÷åê Åâêëèäà, äîïîëíåííûõ òðåáîâàíèåì êîíå÷íûõ ðàç-
ìåðà è ðàçìåðíîñòè. Íà÷àâøèñü êàê ãåîìåòðèÿ íà ðåø¼òêå òî÷åê, îíà â
ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîñòè ïåðåõîäèò â ïðèâû÷íóþ íåïðåðûâíóþ ãåîìåò-
ðèþ, íî â êîòîðîé íåñîèçìåðèìûå îòðåçêè ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìûìè ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ, à èõ îòíîøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷èñëàìè.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òî÷êèöû:
Òî÷êà � âõîäÿùèé âî âñå ïîñòðîåíèÿ íåäåëèìûé ýëåìåíò êîíå÷íûõ ðàç-
ìåðà è ðàçìåðíîñòè (êîíå÷íàÿ ìíîãîìåðíàÿ òî÷êà Åâêëèäà).
Ñîñåäíèå òî÷êè � òå êîòîðûå ñîïðèêàñàþòñÿ, ò. å. ìåæäó íèìè íåëüçÿ
âñòàâèòü äðóãèå òî÷êè. ×òîáû ïîñòðîèòü ëèíèþ êàæäàÿ òî÷êà äîëæíà
èìåòü äâóõ ñîñåäåé, êàæäûé èç êîòîðûõ âûäåëÿåò èñõîäÿùèå èç òî÷êè
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ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ è ìîæåò èìåòü ñâîèõ ñîñåäåé. Ïîâåðõ-
íîñòü ñòðîèòñÿ èç ñîñåäíèõ ëèíèé è ò. ä. Òî÷êà ìîæåò èìåòü ÷¼òíîå ÷èñ-
ëî ñîñåäåé, êîòîðûå ìåæäó ñîáîé íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè.
Ðàçìåðíîñòü òî÷êè � êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé ïàð òî÷åê.
Ëèíèÿ� öåïî÷êà ïîïàðíî ñâÿçàííûõ ñîñåäåé, èìåþùàÿ âíóòðåííèå òî÷-
êè ñ äâóìÿ ñîñåäÿìè è êîíå÷íûå òî÷êè ñ îäíèì ñîñåäîì.
Ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó.
Äëèíà ëèíèè � êîëè÷åñòâî òî÷åê â íåé. Ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìîãóò
áûòü ëèíèè ðàçíîé äëèíû.
Ïðÿìàÿ � êðàò÷àéøàÿ ëèíèÿ. Êðèâûå � îñòàëüíûå ëèíèè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è ëèíèåé � íàèìåíüøàÿ äëèíà ëèíèé,
ïðîâåä¼ííûõ ìåæäó ýòîé òî÷êîé è òî÷êàìè ëèíèè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëèíèÿìè� íàèìåíüøàÿ äëèíà ëèíèé, ïðî-
âåä¼ííûõ ìåæäó òî÷êàìè îäíîé ëèíèè è äðóãîé.
Ñîñåäíèå ëèíèè � åñëè âñå òî÷êè îäíîé èç ëèíèé ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè
òî÷åê äðóãîé ëèíèè. Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå íå îáÿçàòåëüíî.
Ìíîãîìåðíàÿ îáëàñòü èëè k-îáëàñòü, (k = 2, 3, ...) ñîñòîèò èç âíóò-
ðåííèõ (k − 1)-îáëàñòåé, èìåþùèõ ïî äâà ñîñåäà, è äâóõ ãðàíè÷íûõ.
Ñîñåäíèå k-îáëàñòè � åñëè âñå òî÷êè îäíîé èç k-îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ
ñîñåäÿìè òî÷åê äðóãîé.
Ïëîùàäü (îáú¼ì) k-îáëàñòè åñòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â íåé.
Ìíîãîìåðíàÿ ïëîñêîñòü (k-ïëîñêîñòü) � k-îáëàñòü íàèìåíüøåé ïëî-
ùàäè èëè îáú¼ìà ìåæäó äâóìÿ (k − 1)-îáëàñòÿìè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è k-îáëàñòüþ � íàèìåíüøàÿ äëèíà ëè-
íèé, ïðîâåä¼ííûõ ìåæäó ýòîé òî÷êîé è òî÷êàìè k-îáëàñòè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ k-îáëàñòÿìè � íàèìåíüøàÿ äëèíà ëèíèé,
ïðîâåä¼ííûõ ìåæäó òî÷êàìè îäíîé k-îáëàñòè è äðóãîé.
Ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (k-ïðîñòðàíñòâî) � k-ïëîñêîñòü, îõâà-
òûâàþùàÿ äîñòàòî÷íîå äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ êîëè÷åñòâî òî÷åê.

Ïåðåìåùåíèÿ íà óðîâíå ðåø¼òêè òî÷åê âîçìîæíû ëèøü ïî âûäåëåí-
íûì îñÿì ñîñåäñòâà � îò ñîñåäà ê ñîñåäó. Ëîìàííûé ïóòü ïî ðåø¼òêå
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìîæíî çàìåíèòü óñëîâíî ïðÿìûì, êîòîðûé ïðî-
õîäèò âíóòðè ðåø¼òêè è èìååò íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå êîëè÷åñòâîì
øàãîâ âäîëü êàæäîé îñè ñ ó÷¼òîì èõ çíàêà.

Ïóñòü â ïëîñêîé îáëàñòè îñè ñîñåäñòâà îáîçíà÷åíû êàê x è y. Íàè-
ìåíüøåé ÷àñòüþ ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðîõîä, ñîñòîÿùèé èç ñäåëàííûõ ïîäðÿä
kx øàãîâ âäîëü îñè x è ky øàãîâ âäîëü îñè y. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åãî íà-
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ïðàâëåíèÿ u ââîäÿòñÿ óãëîâûå ïåðåìåííûå t2x = k2
y/k

2
x èëè t2y = k2

x/k
2
y,

ñâÿçàííûå ñ îáû÷íûìè óãëàìè αx è αy ìåæäó u è îñÿìè x èëè y âûðà-
æåíèÿìè tx,y = tgαx,y. Âìåñòî íèõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîñèíóñû óãëîâ:

c2
x,y = k2

x,y/(k
2
x + k2

y) = 1/(t2x,y + 1) = cos2 αx,y.
Êâàäðàòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé óäîáíû òåì, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ
çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç êîëè÷åñòâà øàãîâ â ÷èñëàõ èëè äðîáÿõ. Ïîäîáíûå
îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèé ëåãêî ââåñòè â ëþáîé ìíîãîìåðíîé îáëàñòè.

Ðàçðåøåíèå òî÷åê � ðàçëè÷èìîå ïðè íàáëþäåíèè èõ êîëè÷åñòâî.
Åñëè îáëàñòü ðàçðåøåíèÿ ñîäåðæèò ìíîãî òî÷åê, à íàïðàâëåíèå ïðîõîäîâ
â íåé ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ, òî ìîæíî ïåðåéòè ê ñïëîøíîñòè. Â íåé ëîìàí-
íûå ïóòè, ñîñòàâëåííûå èç øàãîâ, çàìåíÿþòñÿ ïðèáëèæ¼ííî ãëàäêèìè.
Âûäåëåííîñòü íàïðàâëåíèé ñìåíÿåòñÿ èõ ïðèáëèæ¼ííîé èçîòðîïíîñòüþ.
Ëþáûå äëèíû ëèíèé ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìûìè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, à
íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåäðîáåé ïðîïàäàåò. Ïðè ýòîì ãåîìåòðèÿ
ñòàíîâèòñÿ îáû÷íîé ãåîìåòðèåé Åâêëèäà ñ ðàçìåðàìè è âåëè÷èíàìè óã-
ëîâ, âûðàæàåìûìè ÷èñëàìè è/èëè äðîáÿìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ íåäðîáåé.

Èòàê îáëàñòü ðàçðåøåíèÿ çàìåíÿåò òî÷êó è ñòàíîâèòñÿ áîëüøîé òî÷-
êîé. Íî òîãäà è òî÷êó ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàñòüþ ðàçðåøåíèÿ, êîòîðàÿ
ìîæåò èìåòü ñâî¼ âíóòðåííåå íåðàçðåøèìîå â äàííîì ìàñøòàáå ñòðîå-
íèå. Ïîíÿòèå òî÷êè ñòàíîâèòñÿ îòíîñèòåëüíûì è ñâÿçàííûì ñ ðàç-
ðåøåíèåì, à õàðàêòåð ãåîìåòðèè, çàâèñÿùèé îò ñâîéñòâ òî÷êè, ìîæåò
ìåíÿòüñÿ ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáà íàáëþäåíèÿ, åñëè ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ
ñâîéñòâà òî÷åê. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå èçâëåêàþòñÿ èç íàáëþäåíèé ìèðà
è åãî ìàòåðèè, òî è ãåîìåòðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûìè íà äàííîå âðåìÿ
ñâîéñòâàìè ìèðîâîé ñðåäû, âûðàæåííûìè ÷åðåç ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà.

Ðàñïëûâ÷àòîñòü ïÿòíà ðàçðåøåíèÿ òî÷åê ñïîñîáíî ïðîÿâëÿòüñÿ äâî-
ÿêî. Ïîäîáíî ðàçðåøåíèþ ÷èñåë îíà ìîæåò áûòü ïðèâÿçàíà ê òî÷êå, èëè
áûòü âíåøíåé ê íåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñïëûâ÷àòîñòü ðàñò¼ò âìåñòå ñ
÷èñëîì òî÷åê, à âî âòîðîì îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé. Ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà ïî-
ëó÷àåòñÿ ëèøü ïðè âíåøíåé ðàñïëûâ÷àòîñòè, åñëè ìàñøòàáû ðàññòîÿíèé
è èõ èçìåíåíèé ìíîãî áîëüøå ðàçðåøåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáðàçóåò-
ñÿ ðàñïëûâ÷àòàÿ ãåîìåòðèÿ. Âîçíèêàåò ñîîòíîøåíèå ãåîìåòðèé ïîäîáíîå
ñîîòíîøåíèþ êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèê â ôèçèêå.

Ïåðåõîä æå îò ñêîëü óãîäíî ìàëîãî êîíå÷íîãî ðàçìåðà òî÷êè ê áåñêî-
íå÷íî ìàëîìó èëè îòñóòñòâóþùåìó ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî îòâëå÷åíèåì îò
ðàçìåðà, êàê ýòî îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò, íî ïåðåõîäîì â íîâîå êà÷åñòâî.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàñøòàáà åäèíèöû ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî ïî÷òè íå
îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ è âïîëíå ìîæåò áûòü èì çàìåíåíî. Íî â ìàñøòà-
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áå ýòîãî ÷èñëà îíî òàêæå äàëåêî îò íóëÿ, êàê è åäèíèöà, êîòîðàÿ òåïåðü
ñòàëà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Ìåæäó íóë¼ì èëè áåñêîíå÷íîñòüþ è ëþáûì
êîíå÷íûì ÷èñëîì âñåãäà îñòà¼òñÿ íåïðåîäîëèìàÿ ïðîïàñòü. Å¼ ïåðåõîä
òðåáóåò ââåäåíèÿ êà÷åñòâåííî äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îòëè÷-
íûõ îò îáû÷íûõ ÷èñåë, ñâÿçàííûõ ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ïðåäìåòîâ.
À ïåðåíîñ íà ýòè îáúåêòû ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-
íå÷íûõ ÷èñåë íåëüçÿ ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ïðàâîìåðíûì.

Èòîã

Àðèôìåòèêà âîçíèêëà è ðàçâèâàëàñü íà îñíîâå îïûòíîãî çíàíèÿ îêðó-
æàþùåãî ìèðà â ïðîöåññå îòâëå÷åíèÿ îò âñåõ åãî ñâîéñòâ, êðîìå ïîäñ÷¼-
òà êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ (îòäåëüíîñòåé) è îáîçíà÷åíèÿ åãî ñ ïîìîùüþ
÷èñåë. Äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè áûëè âòîðè÷íû è íå ìîãëè âûâîäèòü çà
ïðåäåëû èõ ìíîæåñòâà. Ñîâðåìåííàÿ æå àðèôìåòèêà ñòðîèòñÿ íà îñíî-
âå ïåðâè÷íîñòè äåéñòâèé è ââåäåíèÿ ïîä÷èí¼ííûõ èì "÷èñëîâûõ" ìíî-
æåñòâ, ÷òî âûâîäèò ýòè ìíîæåñòâà çà ïðåäåëû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÷è-
ñåë è äåëàåò àðèôìåòèêó íàóêîé î äåéñòâèÿõ, à íå î êîëè÷åñòâå.

Îñíîâíîå ïðîòèâîðå÷èå àðèôìåòèêè "âåùåñòâåííûõ ÷èñåë" ñîñòîèò
â êîíå÷íîé âåëè÷èíå íåäðîáåé ("èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë") è áåñêîíå÷íî
ìàëîì ïðîìåæóòêå ìåæäó íèìè. Ââåäåíèå áåñêîíå÷íîñòè è ïðèìåíåíèå
ê íåé ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ÷èñåë íå ñîâìåñòèìû. Íà ýòî óêàçûâàþò ðàçíûå
ìàòåìàòèêè óæå íå îäíî ñòîëåòèå.

Äàííàÿ ðàáîòà èä¼ò ïóò¼ì âîçâðàùåíèÿ ìàòåìàòèêè ê å¼ ïåðâîé îñ-
íîâå "íàóêè î êîëè÷åñòâå". Ââîäèòñÿ íàáîð (êîíå÷íîå ìíîæåñòâî) ÷èñåë
(öåëûå ïîëîæèòåëüíûå èëè íåîòðèöàòåëüíûå) Nl, êîòîðûé ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí íàáîðàìè öåëûõ ÷èñåë èëè äðîáåé. Ïåðåõîä îò íàáîðà ê íà-
áîðó ñîâåðøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñ÷¼ò÷èêà (ñèñòåìû îòñ÷¼òà), à íå òðåáîâà-
íèÿ ïðèìåíèìîñòè äåéñòâèé êî âñåì ÷èñëàì, âûíóæäàþùåãî ðàñøèðÿòü
ïîíÿòèå î ÷èñëàõ. Íåäîñòèæèìûìè ïðåäåëàìè ýòèõ íàáîðîâ ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ëþáîé çàäà÷è ñ ÷èñëàìè, íàéä¼òñÿ âêëþ÷àþùèé èõ íàáîð, ãðàíè-
öû êîòîðîãî â çàäà÷å íå äîñòèãàþòñÿ è êîòîðûé ìîæíî óñëîâíî ñ÷èòàòü
áåñêîíå÷íûì. Åñëè æå äåéñòâèÿ, íå âûâîäÿ çà ãðàíèöû ìíîæåñòâà, íå âû-
ðàæàþòñÿ ÷èñëàìè, òî íàäî ââîäèòü ÷èñëîâîå ðàçðåøåíèå èëè òî÷íîñòü,
çàäàþùèå ðàçëè÷èìîñòü áëèçêèõ ïî âåëè÷èíå ÷èñåë. Òîãäà, â ïðåäåëàõ
çàäàííîé òî÷íîñòè, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ çàìåíÿåòñÿ ÷èñëîì.

9



Ââåäåíèå ÷èñëîâîãî ðàçðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîçíàíèþ îêðóæàþ-
ùåãî ìèðà, âîçìîæíîãî òîëüêî ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ, è íå âûâîäèò çà
ïðåäåëû åñòåñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà. Íà äåëå îíî âåçäå è ïîñòîÿí-
íî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå. Íåäðîáè âñåãäà âûðàæàþòñÿ äðîáÿìè, à
î÷åíü äëèííûå äðîáè ñîêðàùàþòñÿ äî ðàçóìíûõ ðàçìåðîâ. Â òî æå âðåìÿ
áåñêîíå÷íàÿ òî÷íîñòü íåäîñòèæèìà è íååñòåñòâåííà. Îíà åñòü íå ïðîñòî
îòâëå÷åíèå, íî êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ìàòåìàòèêè èç-çà ââåäåíèÿ â íå¼
áåñêîíå÷íîñòè, êàê îáúåêòà, ïîäîáíîãî êîíå÷íîìó.

Åñëè âçÿòü î÷åíü áîëüøîé íàáîð ÷èñåë ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ðàçðå-
øåíèåì, òî ìîæíî ïåðåéòè ê ïðèáëèæ¼ííî íåïðåðûâíûì ÷èñëàì � ïðè-
áëèæåíèå ñïëîøíîñòè (ñïëîøíûõ ÷èñåë èëè äðîáåé), ïîäîáíîå ïðèáëè-
æåíèþ ñïëîøíîé ñðåäû. Ñïëîøíûå äðîáè ñìåíÿþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
ñîõðàíÿÿ óäîáñòâà èõ íåïðåðûâíîñòè è íå òåðÿÿ ñâÿçè ñ ÷èñëàìè. Ïðè
ýòîì îíè íå òðåáóþò äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñëîæíîãî, ãðîìîçäêîãî àíàëèçà
ñ èñïîëüçîâàíèåì áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç
ñòàíîâèòñÿ ïðîñòûì è áîëåå ñòðîãèì â ñâîåé ïðîñòîòå.

Âìåñòå ñ áåñêîíå÷íîñòüþ èç ðàññìîòðåíèÿ âûâîäÿòñÿ áåñêîíå÷íûå
ìíîæåñòâà è ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèè ìíîæåñòâ è ôóíêöèé âìåñòå ñ ôóíê-
öèîíàëüíûì àíàëèçîì êà÷åñòâåííî óïðîùàþòñÿ.

Ãåîìåòðèÿ èçáàâëÿåòñÿ îò áåñêîíå÷íîñòåé ââåäåíèåì òî÷åê êîíå÷íî-
ãî ðàçìåðà. Òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëîì ãåîìåòðèè è
íàèìåíüøåé ìåðîé äëèíû îòðåçêîâ. Îáðàçóåòñÿ ðåø¼òêà òî÷åê ñ âûäå-
ëåííûìè íàïðàâëåíèÿìè èõ ñîñåäñòâà, òîëüêî âäîëü êîòîðûõ âîçìîæíû
ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

Ãåîìåòðèÿ â íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ââåäåíèÿ
ðàçðåøåíèÿ òî÷åê è ïåðåõîäà ê ïðèáëèæåíèþ ñïëîøíîñòè. Âûäåëåí-
íîñòü íàïðàâëåíèé ñìåíÿåòñÿ èõ èçîòðîïíîñòüþ. Ëîìàííûå ïóòè çàìå-
íÿþòñÿ ïðèáëèæ¼ííî ãëàäêèìè. Ëþáûå äëèíû ëèíèé ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìå-
ðèìûìè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, à íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåäðîáåé
ïðîïàäàåò. Ãåîìåòðèÿ ñòàíîâèòñÿ îáû÷íîé ãåîìåòðèåé Åâêëèäà.

Âûâîä. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè ñóùåñòâóåò ñòðîãèé ïîäõîä, ñî-
ñòîÿùèé â èñïîëüçîâàíèè îáû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë êàê îáîçíà÷åíèÿ
êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ, îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà, ââåäåíèÿ
â í¼ì ñ÷¼ò÷èêîâ è ðàçðåøåíèÿ, ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñïëîøíûõ ÷è-
ñåë âìåñòî íåïðåðûâíîñòè. Îí ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ áåç ñîìíèòåëüíûõ
"èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë" è íååñòåñòâåííûõ íàäóìàííûõ àêñèîì, ïðèâî-
äÿùèõ ê ñëîæíûì, ãðîìîçäêèì è ïðîòèâîðå÷èâûì òåîðèÿì.
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