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×àñòè÷íûé ïðåäåë

Îïðåäåëåíèå

×èñëî A ∈ [+∞,−∞] åñòü ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, åñëè îíî
åñòü ïðåäåë íåêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk .

Óòâåðæäåíèÿ î ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëàõ

Åñëè A ∈ [+∞,∞] åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, òî A òàêæå åñòü
÷àñòè÷íûé ïðåäåë ýòîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn èìååò õîòÿ áû îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë â
ìíîæåñòâå [+∞,−∞]

Åñëè ÷àñòè÷íûé ïðåäåë åäèíñòâåíåí, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì.

Åñëè ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà, òî ó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò ïðåäåëà.

Ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ (â ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé)
çàìêíóòî.



Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ

×àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Åñëè ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëåîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ñàìîé ïîñëåäîâàòåëíîñòè.

Ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü nk , qk � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèå ÷òî êàæäîå èç
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âõîäèò â îäíó èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, xn �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ
ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ ÷àñòè÷íûõ
ïðåäåëîâ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xnk , xqk .
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.



Ðàçíîâèäíîñòè ïðåäåëîâ

Áàçû ïðåäåëîâ

1 x → a

2 x → a+ 0

3 x → a− 0

4 x → +∞
5 x → −∞
6 x → ∞

Ïðåäåë ìîæåò áûòü ðàâåí A =

a ∈ R

+∞
−∞
∞

Èòîãî

Âñåãî èìååòñÿ 24 ðàçíîâèäíîñòè ïðåäåëîâ.



Îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå

Îáùåå óñëîâèå

xn ∈ dom(f )

Óñëîâèÿ äëÿ ðàçíîâèäíîñòåé ïðåäåëîâ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå)

(äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn òàêîé ÷òî:)

1 xn → a, xn ̸= a

2 xn → a, xn ̸= a, xn ↑ a

3 xn → a, xn ̸= a, xn ↓ a

4 xn ↑ +∞
5 xn ↓ −∞
6 xn → ∞

Âûïîëíåíî

f (xn) → A



Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

Ïðèçíàê íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

Åñëè ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå xn, yn òàêèå, ÷òî f (xn) → A,
f (yn) → B, A ̸= B

Óòâåðæäåíèå

Âûøåïðèâåäåííîå óñëîâèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëà. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå xn òàêàÿ, ÷òî f (xn) íå èìååò ïðåäåëà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk , qk òàêèå, ÷òî f (xnk ) → A,
f (xqk ) → B. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk , xqk ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ãåéíå.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü lim f = A íå âûïîëíåíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå xn
òàêàÿ, ÷òî f (xn) → B, A ̸= B. Äåéñòâèòåëüíî, èç îòðèöàíèÿ óñëîâèÿ lim f = A
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå yn òàêîé, ÷òî f (yn) íå
ñòðåìèòñÿ ê A. Âûäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk òàêóþ, ÷òî f (ynk ) → B,
A ̸= B.



Íåïðåðûâíîñòü ïî Ãåéíå

Ðàçíîâèäíîñòè íåïðåðûâíîñòè

1 Â òî÷êå x0

2 Â òî÷êå x0 ñïðàâà

3 Â òî÷êå x0 ñëåâà

Óñëîâèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå

1 xn → x0

2 xn ↓ x0

3 xn ↑ x0

Âûïîëíåíî

f (xn) → f (x0)



Ïîíÿòèå ¾ñèëüíîãî¿ ïðåäåëà

Ñèëüíûé ïðåäåë ïî áàçå

∀ϵ > 0 ∃b ∈ B f (b) ⊂ O̊ϵ(A). Ðàçëè÷èå îò îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïðîêàëûâàåòñÿ òàêæå ϵ-îêðåñòíîñòü.

Ñèëüíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn → A, xn ̸= A.

Ñèëüíûå ïðåäåëû ïî Ãåéíå

Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå òàêîå æå. Èçìåíåíèå: âûïîëíåíî f (xn) → A,
f (xn) ̸= A, ò.å. ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f (xn) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì.

Ïðèìå÷àíèå

Ïðåäåëû A = +∞,−∞,∞ âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè.

Âîïðîñ

Êàê æå äîëæåí íà ñàìîì äåëå íàçûâàòüñÿ ¾ñèëüíûé¿ ïðåäåë?



Ïðèçíàê ñèëüíîãî ïðåäåëà

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò áàçû b0 ∈ B òàêîé, ÷òî ∀x ∈ B f (x) ̸= A, limB f = A.
Òîãäà äàííûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì.

1 Çàôèêñóåì ϵ > 0. Âûáåðåì ýëåìåíò áàçû b òàêîé ÷òî f (b) ⊂ Oϵ(A)

2 Âûáåðåì òàêæå ýëåìåíò áàçû b1 ⊂ b ∩ b0. Òîãäà A /∈ f (b1), f (b1) ⊂ Oϵ(A),

ò.å. f (b1) ⊂ O̊ϵ(A)

3 Ðàñôèêñèðóåì ϵ > 0. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå ñèëüíîãî
ïðåäåëà

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå

Åñëè ∀x ∈ B f (x) ̸= A, limB f = A è äàííûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì, òî
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò áàçû b0 ∈ B òàêîé, ÷òî ∀x ∈ B f (x) ̸= A. Äàííîå
óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.



Ïåðâàÿ òåîðåìà î êîìïîçèöèè: ñèëüíûé âíóòðåííèé ïðåäåë

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü limB g(t) = A, ïðè÷åì ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì, limx→A f (x) = B. Òîãäà
limB g(t) = A

1 Çàôèêñèðóåì ϵ > 0. Âûáåðåì ýëåìåíò áàçû b ∈ B òàêîé, ÷òî f (b) ⊂ O̊ϵ(A)

2 Ìíîæåñòâî O̊ϵ(A) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áàçû ïðåäåëà x → A. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(O̊ϵ(A)) ⊂ Oϵ(B).

3 Òàêèì îáðàçîì, g(f (b)) ⊂ g(O̊ϵ(A)) ⊂ g(O̊ϵ(A)) ⊂ Oϵ(B).

Ïðèìå÷àíèå

Áàçà ïðåäåëà: B = x → x0, x → +∞, x → −∞, x → ∞. Äëÿ îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ ïðèøëîñü áû ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ...



Âòîðàÿ òåîðåìà î êîìïîçèöèè: íåïðåðûâíîñòü âíåøíåé ôóíêöèè

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü limt→t0 g(t) = x0, f ∈ C(x0). Òîãäà limt→t0 f (g(t)) = f (x0).

1 Çàôèêñèðóåì ϵ > 0. Âûáåðåì δ > 0 òàêîå, ÷òî f (Oδ(x0)) ⊂ Oϵ(f (x0))

2 Âûáåðåì δ1 > 0 òàêîå, ÷òî g(O̊δ1 (t0)) ⊂ Oδ(x0)

3 Ñëåäîâàòåëüíî, f (g(O̊δ1 (t0))) ⊂ f (Oδ(x0)) ⊂ Oϵ(f (x0))



Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà

Ïóñòü f : [a, b] → [m,M] � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ. Òîãäà f −1 : [m,M] → [a, b]
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Çàôèêñèðóåì òî÷êó y0 ∈ [m,M]. Ïîëîæèì òàêæå x0 = f −1(y0). Òîãäà
y0 = f (x0).

2 Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn òàêóþ ÷òî: yn ∈ [m,M], yn → y0.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f −1(yn) → f −1(y0)

3 Ïîëîæèì xn = f −1(yn). Òîãäà yn = f (xn). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî xn → x0.

4 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î åäèíñòâåííîì
÷àñòè÷íûì ïðåäåëå, ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn èìååòñÿ ÷àñòè÷íûé ïðåäåë x1,
íå ðàâíûé x0. Òî åñòü ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x1.

5 Òîãäà ynk = f (xnk ) → f (x1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû ynk � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
yn, yn → y0. Ñëåäîâàòåëüíî, ynk → y0. Ïî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà
âûïîëíåíî f (x1) = y0.

6 f (x0) = y0, f (x1) = y0. Òàê êàê f �áèåêöèÿ, òî îòñþäà ñëåäóåò x1 = x0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò x1 ̸= x0

Òîïîëîãè÷åñêîå îáîáùåíèå

Íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ êîìïàêòà åñòü ãîìåîìîðôèçì.



Òåîðåìà Ëîïèòàëÿ

Óñëîâèÿ òåîðåìû

Äëÿ êàæäîé èç 6 áàç (cì. ðàçíîâèäíîñòè ïðåäåëîâ). B � ýëåìåíò áàçû.

1 f , g ∈ D(B)

2 Âûïîëíåíî lim f = lim g = 0 èëè lim |f | = lim |g | = +∞.

3 lim f ′

g′ = A, ãäå âîçìîæíû ñëó÷àè A ∈ R, A = +∞, A = −∞, A = ∞

4 ∀x ∈ B g ′(x) ̸= 0.

Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû

lim f
g
= A

Ïîäñ÷åò ÷èñëà ñëó÷àåâ

6 ðàçíîâèäíîñòåé ïðåäåëîâ

4 çíà÷åíèÿ ïðåäåëà

2 íåîïðåäåëåííîñòè: 0
0
è ∞

∞
Èòîãî: 48 ñëó÷àåâ.



Ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîñòè 0
0 , x → a+ 0

Ïîäãîòîâèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ

1 Ýëåìåíò áàçû: B = (a, b)

2 Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè f , g â òî÷êå a: f (a) = g(a) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
f , g ∈ C [a, b) ∩ D(a, b)

3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a, b) ñîäåðæèò íóëü ôóíêöèè g . g(c) = 0. Ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ, ñóùåñòâóåò x ∈ (a, c) ⊂ (a, b) òàêîå, ÷òî g ′(x) = 0, ÷òî çàïðåùåíî
óñëîâèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ∀x ∈ (a, b) g(x) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêóþ ÷òî xn ∈ (a, b), xn → a.

2 Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êîøè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn, äëÿ

êîòîðîé âûïîëíåíî ξn ∈ (a, xn),
f ′(ξn)
g′(ξn)

= f (xn)
g(xn)

= f (xn)−f (a)
g(xn)−g(a)

3 Òàê êàê ξn ∈ (a, xn), xn → a, òî ξn → a.

4 Òàê êàê ξn ∈ (a, xn) ⊂ (a, b), ξn → a, òî (â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì)
f ′(ξn)
g′(ξn)

→ A. È, ñëåäîâàòåëüíî, f (xn)
g(xn)

= f ′(ξn)
g′(ξn)

→ A



Ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞
∞ , x → a+ 0 (ïîäãîòîâêà)

Ëåììà î âûáîðå ϵ-îêðåñòíîñòè

Ïóñòü A ̸= B, ãäå A,B ∈ [−∞,+∞], èëè æå A = ∞, B ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ϵ > 0 òàêîå, ÷òî B íå ëåæèò â çàìûêàíèè ìíîæåñòâà Oϵ(A). (â ðàñøèðåííîé
ïðÿìîé)

Ýëåìåíò áàçû

1 Ýëåìåíò áàçû: B = (a, b)

2 Òàê êàê lim |g | = +∞, òî ýëåìåíò áàçû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû
∀x ∈ (a, b) g(x) ̸= 0

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ëîæíî, òî åñòü lim f
g
= A íåâåðíî. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî xn ∈ (a, b), f (xn)
g(xn)

→ B. Ãäå A ̸= B,

B ̸= ∞ åñëè A ̸= ∞, è B ∈ R, åñëè A = ∞.

Âûáîð îêðåñòíîñòè

Âûáåðåì ϵ > 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî B /∈ Oϵ(A)



Ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞
∞ , x → a+ 0 (ïîñòðîåíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

Ïðèìåíåíèå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè

Òàê êàê lim f ′

g′ = A, òî íàéä¼òñÿ c ∈ (a, b) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ (a, c)

âûïîëíåíî
f ′(ξ)
g′(ξ) ∈ Oϵ(A)

Óäàëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ

Òàê êàê xn → a, xn ∈ (a, b), òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî
xn ∈ (a, c). Ïîëîæèì yn = xn+N . Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn:

1 yn ∈ (a, c)

2 yn → a

3 g(yn) ̸= 0 (ñì. âûáîð ýëåìåíòà áàçû)

4 g(yn) ̸= g(c) (èíà÷å áû ïî òåîðåìå Ðîëëÿ èìåëñÿ áû íóëü ïðîèçâîäíîé)

5
1

g(yn)
→ 0 (ñëåäóåò èç |g(yn)| → +∞, ñì. óñëîâèå lim |g | = +∞)

6
f (yn)
g(yn)

→ B (êàê ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
f (xn)
g(xn)

)



Ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞
∞ , x → a+ 0 (ïðèìåíåíèå òåîðåìû î

ñðåäíåì)

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êîøè î ñðåäíåì

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå y ∈ (a, c). Òîãäà, â ñîîòâåñòñòâèè ñ òåîðåìîé Êîøè î

ñðåäíåì, âûïîëíåíî
f (y)−f (c)
g(y)−g(c)

=
f ′(ξy )
g′(ξy )

∈ Oϵ(A), ãäå ξy ∈ (x , c) ⊂ (a, c).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn

Ïîëîæèì zn = f (yn)−f (c)
g(yn)−g(c)

. Òîãäà zn =
f (yn)
g(yn)

− f (c)
g(yn)

1− g(c)
g(yn)

→ B−0
1−0

= B

Ñëåäñòâèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn

Òàê êàê yn ∈ (a, c), òî zn = f (yn)−f (c)
g(yn)−g(c)

∈ Oϵ(A)

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

Òàê êàê zn ∈ Oϵ(A), zn → B, òî B ∈ Oϵ(A), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ϵ.



Ïðî÷èå ñëó÷àè

Áàçà x → +∞
Ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ t → +0 ïîñëåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííîé t = 1

x

Ñëó÷àè x → a− 0, x → −∞
Ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Äâóñòîðîííèå ïðåäåëû

Ñâîäÿòñÿ ê îäíîñòîðîííèì.



Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X , åñëè äëÿ ëþáîãî ϵ > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X , òàêèõ ÷òî |x1 − x2| < δ
âûïîëíåíî |f (x1)− f (x2)| < ϵ

Ïðèçíàê îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

Åñëè ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn òàêèå, ÷òî:

1 xn, yn ∈ X

2 xn − yn → 0

3 f (xn)− f (yn) ̸→ 0

Òî f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X

Ïðèçíàê íàëè÷èÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

Åñëè äëÿ ëþáîãî x0 ∈ X , ãäå çàìûêàíèå áåð¼òñÿ â ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, è ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn, yn èç âûïîëíåíèÿ

1 xn, yn ∈ X

2 xn → x0,

3 yn → x0

4 xn − yn → 0

ñëåäóåò âûïîëíåíèå f (xn)− f (yn) → 0, òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
ìíîæåñòâå X .



Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî 1

1 Ïóñòü f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå X , xn, yn ∈ X , xn − yn → 0

2 Çàôèêñèðóåì ϵ > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè,
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X , òàêèõ ÷òî |x1 − x2| < δ
âûïîëíåíî |f (x1)− f (x2)| < ϵ. Âûáåðåì òàêîå δ > 0.

3 Òàê êàê xn − yn → 0, δ > 0, òî íàéä¼òñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N
âûïîëíåíî |xn − yn| < δ. Âûáåðåì òàêîå N.

4 Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |f (xn)− f (yn)| < ϵ

5 Ðàñôèêñèðóÿ ϵ > 0, ïîëó÷àåì f (xn)− f (yn) → 0.



Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî 2

1 Ïóñòü f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà X . Òîãäà ñóùåñòâóåò ϵ > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò x , y ∈ X òàêèå, ÷òî |x − y | < δ è
|f (x)− f (y)| > ϵ. Âûáåðåì òàêîå ϵ > 0.

2 Ïîëîæèì δn = 1
n
. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn

òàêèå, ÷òî |xn − yn| < 1
n
è |f (xn)− f (yn)| > ϵ. Òàêèì îáðàçîì, xn − yn → 0,

f (xn)− f (yn) ̸→ 0

3 Òàê êàê f (xn)− f (yn) ̸→ 0, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk òàêàÿ, ÷òî
f (xnk )− f (ynk ) → B, B ̸= 0. Òàê æå xnk − ynk → 0.

4 Âûäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë kq òàêóþ, ÷òî xnkq → x0.

Òàê êàê âñå xnk ∈ X , òî x0 ∈ X .

5 Òîãäà òàêæå ynkq → x0, òàê êàê xnkq − ynkq → 0, f (xnkq )− f (ynkq ) → B.

6 Ñëåäîâàòåëüíî, f (xnkq )− f (ynkq ) ̸→ 0.



Ïðèìåíåíèå

Òåîðåìà Êàíòîðà

Ïóñòü f ∈ C [a, b]. Òîãäà f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b].

1 Çàôèêñèðóåì x0 ∈ [a, b], à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn → x0, xn − yn → 0

2 Òîãäà f (xn) → f (x0), f (yn) → f (x0). Òàêèì îáðàçîì, f (xn)− f (yn) → 0

Îáîáùåíèå

Ïóñòü f ∈ C [a,+∞), limx→+∞ f = A ∈ R. Òîãäà f � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà
ìíîæåñòâå [a,+∞)

1 Çàôèêñèðóåì x0, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn → x0, xn − yn → 0

2 Ñëó÷àé x0 ∈ R. Òîãäà f (xn) → f (x0), f (yn) → f (x0). Òàêèì îáðàçîì,
f (xn)− f (yn) → 0.

3 Ñëó÷àé x0 = +∞. Òîãäà f (xn) → A, f (yn) → A. Òàêèì îáðàçîì,
f (xn)− f (yn) → 0.



Îãðàíè÷åííàÿ è áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðîèçâîäíàÿ

|f ′| ≤ M

Ïóñòü f ∈ D[a,+∞), |f ′| ≤ M. Òîãäà f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a,+∞)

1 Çàôèêñèðóåì x0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn ∈ [a,+∞), xn, yn → x0,
xn − yn → 0 Â ñëó÷àå x0 ∈ R: f (xn)− f (yn) → f (x0)− f (x0) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé x0 = +∞

2 Â ñîîòâåñòâèè ñ òåîðåìîé Ëàãðàíæà, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn
òàêóþ, ÷òî ξn ëåæèò ìåæäó xn è yn (è, ñëåäîâàòåëüíî, ξn → +∞), è
âûïîëíåíî f (yn)− f (xn) = f ′(ξn)(yn − xn)

3 Òàêèì îáðàçîì, |f (yn)− f (xn)| ≤ M|yn − xn| → 0, ò.å. f (yn)− f (xn) → 0

|f ′| → +∞

Ïóñòü f ∈ D[a,+∞), limx→+∞ |f ′| = +∞. Òîãäà f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå [a,+∞).

1 Òàê êàê limx→+∞ |f ′| = +∞, òî âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn ↑ +∞ òàêóþ, ÷òî èç x > xn ñëåäóåò, ÷òî |f ′(x)| > n. Ïîëîæèì òàêæå
yn = xn + 1

n
. Òîãäà âûïîëíåíî yn → +∞, yn − xn → 0.

2 Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ëàãðàíæà, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn
òàêóþ, ÷òî f (yn)− f (xn) = f ′(ξn)(yn − xn), xn < ξn < yn. Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíåíî ξn → +∞. Òàêæå âûïîëíåíî |f ′(ξn)| > n.

3 Ñëåäîâàòåëüíî, |f (yn)− f (xn)| = |f ′(ξn)||yn − xn| > n ∗ 1
n
= 1. Òàêèì îáðàçîì,

f (yn)− f (xn) ̸→ 0.


	 
	     
	   
	    
	 
	 

