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Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ¾â òî÷êå¿



Àííîòàöèÿ

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ¾â òî÷êå¿

Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé fn ê ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a èç
ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → a
âûïîëíåíî fn(xn)− f (xn) → 0. Ñîîòâåòñòâåííî, ôèêñèðóÿ òî÷êó a âîçìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå ¾ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â òî÷êå¿. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæíî
ïîíèìàòü ¾ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â òî÷êå¿ êàê ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè.
Äàëåå íà ñëàéäàõ ïðåäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè ¾ïî Ãåéíå¿
è ¾ïî Êîøè¿. Óñòàíîâëåííû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äàííûìè ïîíÿòèÿìè: ýòî
îêàçûâàåòñÿ íå îäíèì è òåì æå, îäíàêî ìíîæåñòâî òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè ïî
Êîøè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè ïî Ãåéíå.

Îáùåå ïðåäïîëîæåíèå

Íà ìíîæåñòâå E ⊂ R îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn, à òàêæå
ôóíêöèÿ f . Äëÿ ëþáîãî x ∈ E âûïîëíåíî fn(x) → f (x), ò.å. fn → f ïîòî÷å÷íî.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷êè a ∈ E ⊂ R.



Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ

Ââåäåíû ïîíÿòèÿ:

1 Òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè

2 Òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà

3 Òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà

Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ

1 Âñÿêàÿ òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà, è âñÿêàÿ òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå
âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà.

2 Âñÿêàÿ òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè
Êîøè

3 Ìíîæåñòâî òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè çàìêíóòî â ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé.

4 Ìíîæåñòâî òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïëîòíî â ìíîæåñòâå òî÷åê
íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè

5 Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî å¼ òî÷åê
íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì å¼ òî÷åê
íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè.



Òðè âèäà òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè (Îïðåäåëåíèÿ)

Îïðåäåëåíèå 1

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a åñòü
òî÷êà ðàâíîìåðíîñòè Êîøè, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî fn ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E ∩ Oε(a). Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ðàâíîìåðíîñòè Êîøè, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà åñòü òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè
Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 2

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a åñòü
òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn → a òàêàÿ, ÷òî âñå xn ëåæàò â E , è âûïîëíåíî fn(xn)− f (xn) ̸→ 0. Åñëè a íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îíà åñòü òî÷êà ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 3

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a åñòü
òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn → a (âñå xn ∈ E), à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
nk ,mk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî fnk (xk )− fmk (xk ) ̸→ 0. Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà åñòü
òî÷êà ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà.



Ðåçóëüòàò 1: ýêâèâàëåòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 2 è îïðåäåëåíèÿ 3

Òåîðåìà 1

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R.
Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà.

Êîììåíòàðèé 1

Â ñèëó ïðåäñòàâëåííîé òåîðåìû äàëåå ñëîâà ¾òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå
ïåðâîãî ðîäà¿ è ¾òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà¿ áóäóò çàìåíÿòüñÿ
ïðîñòî íà ¾òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå¿.

Êîììåíòàðèé 2

Îïðåäåëåíèå òî÷êè íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà (à òàêæå òåîðåìà î
ýêâèâàëåíòíîñòè) ââåäåíî äëÿ öåëåé èçó÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.
Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íå â ýòèõ ñëàéäàõ.



Ðåçóëüòàò 2: íåðàâíîìåðíîñòü Ãåéíå âëå÷åò íåðàâíîìåðíîñòü Êîøè

Òåîðåìà 2

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R.
Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè.



Ðåçóëüòàò 3: çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè

Òåîðåìà 3

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R.
Åñëè a åñòü òî÷êà ðàâíîìåðíîñòè Êîøè, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà E ∩ Oε(a) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êàìè ðàâíîìåðíîñòè Êîøè.

Êîììåíòàðèé 1

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàâíîìåðíîñòè Êîøè ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì â R îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà E . È, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê
íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â R îòíîñèòåëüíî E (êàê
äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó).

Êîììåíòàðèé 2

Îäíàêî, ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî íåãî ìíîæåñòâî òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì â R



Ðåçóëüòàò 4: ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå â
ìíîæåñòâå òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè

Òåîðåìà 4

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R, a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òî÷êà b òàêàÿ, ÷òî:

b ∈ E ∩ Oε(a)

b ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå

Êîììåíòàðèé 1

Èç ðåçóëüòàòîâ 2, 3, 4 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè åñòü
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå.



Ðåçóëüòàò 5: Íåñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè è
Ãåéíå

Ôóíêöèÿ fn(x) (n � ôèêñèðîâàííî)

Åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî x = 1
m

+ 1
m2n

, òî ïîëàãàåì

fn(x) = x . Èíà÷å ïîëàãàåì fn(x) = 0

Òåîðåìà 5 (ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn)

1 fn(x) → 0 ïîòî÷å÷íî.

2 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m òî÷êà ym = 1
m
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå

3 Òî÷êà y0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå

Êîììåíòàðèé 1

Òàê êàê òî÷êè ym = 1
m
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå, ym → y0, òî

òî÷êà y0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè, íî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè
Ãåéíå.



Óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ïðîøëîì ìàòåðèàëå

Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1 fn ⇒E f

2 Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn òàêîé, ÷òî:
1 Âñå xn ∈ E
2 xn → a

Âûïîëíåíî fn(xn)− f (xn) → 0

Ëåììà î íàäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü yq � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, mq � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèå, ÷òî:

1 Âñå yq ∈ E

2 yq → a

3 mq ↑↑ +∞
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî:

1 Âñå xn ∈ E

2 xn → a

3 xmq = yq



Ïðî÷èå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R, xk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî âñå xk ëåæàò â
E . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêàÿ,
÷òî âûïîëíåíî fnk (xk )− f (xk ) → 0

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 2

Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíûõ n1, n2,m1,m2 âûïîëíåíî
1
m1

+ 1
m2

1n1
= 1

m2
+ 1

m2
2n2

. Òîãäà

âûïîëíåíî n1 = n2, m1 = m2



Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R, xk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî âñå xk ëåæàò â
E . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêàÿ,
÷òî âûïîëíåíî fnk (xk )− f (xk ) → 0

Ïîñòðîåíèå n1

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x1)− f (x1) → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ íîìåð n1 òàêîé,
÷òî |fn1 (x1)− f (x1)| < 1

Ïîñòðîåíèå nk+1 ïðè ïîñòðîåííûõ n1, . . . , nk

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(xk )− f (xk ) → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ íîìåð nk+1,
áîëüøèé âñåõ íîìåðîâ n1, . . . , nk , òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî |fnk+1 (xk )− f (xk )| < 1

k+1

Ñâîéñòâà

Òàêèì îáðàçîì, nk ↑↑ +∞, |fnk (xk )− f (xk )| < 1
k
. Ñëåäîâàòåëüíî,

fnk (xk )− f (xk ) → 0.



Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 2

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíûõ n1, n2,m1,m2 âûïîëíåíî
1
m1

+ 1
m2

1n1
= 1

m2
+ 1

m2
2n2

. Òîãäà

âûïîëíåíî n1 = n2, m1 = m2

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m1 ̸= m2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì m1 > m2. Òîãäà
m1 − 1 ≥ m2, è, ñîîòâåòñòâåííî,

1
m1−1

≤ 1
m2
. Òàêæå âåðíî m1 > 1

2 Òàê êàê n1 >= 1, òî ïðîèçâåäåì îöåíêó:
1
m1

+ 1
m2

1n1
≤ 1

m1
+ 1

m2
1
≤ 1

m1
+ 1

m1(m1−1)
= m1−1+1

m1(m1−1)
= 1

m1−1
≤ 1

m2
< 1

m2
+ 1

m2
2n2

3 Ò.å. 1
m1

+ 1
m2

1n1
< 1

m2
+ 1

m2
2n2

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì,

m1 = m2 = m.

4 Ñëåäîâàòåëüíî, 1
m

+ 1
m2n1

= 1
m

+ 1
m2n2

→ 1
m2n1

= 1
m2n2

→ 1
n1

= 1
n2

→ n1 = n2



Òåîðåìà 1. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà.
Òîãäà òî÷êà a ÿâëåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk òàêàÿ, ÷òî âñå xk ∈ E ,
xk → a, fk (xk )− f (xk ) ̸→ 0.

2 Â ñîîòâåòñòâèè ñî âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì 1, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ↑↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
fmk (xk )− f (xk ) → 0

3 Òàêèì îáðàçîì, fk (xk )− fmk (xk ) = (fk (xk )− f (xk ))− (fmk (xk )− f (xk )) ̸→ 0,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà a ÿâëåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî
ðîäà.



Òåîðåìà 1. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè (Ëåììà)

Ëåììà

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ è ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk → a òàêîé, ÷òî âñå xk ∈ E âûïîëíåíî fnk (xk )− f (xk ) → 0

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå
xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
âûïîëíåíî fnk (xk )− f (xk ) ̸→ 0

2 Ïðèìåíÿÿ ëåììó î íàäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk → a (âñå yk ∈ E) òàêîé, ÷òî ynk = xk

3 Ïîëîæèì ak = fk (yk )− f (yk ). Òîãäà
ank = fnk (ynk )− f (ynk ) = fnk (xk )− f (xk ) ̸→ 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òàêæå
fk (yk )− f (yk ) = ak ̸→ 0

4 È, ñëåäîâàòåëüíî, a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.



Òåîðåìà 1. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå âòîðîãî ðîäà.
Òîãäà òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå
ïåðâîãî ðîäà.

2 Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ,mk ↑↑ +∞, à òàêæå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå xk ∈ E)

3 Ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷àåì: fnk (xk )− f (xk ) → 0, fmk (xk )− f (xk ) → 0.

4 È, ñëåäîâàòåëüíî, fnk (xk )− fmk (xk ) → 0.

5 Ðàñôèêñèðóåì nk ,mk , xk . Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå
âòîðîãî ðîäà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.



Òåîðåìà 2

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R.
Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Òàê êàê a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå ïåðâîãî ðîäà, òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå xk ∈ E) òàêàÿ, ÷òî
ak = fk (xk )− f (xk ) ̸→ 0

2 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîìåðíîñòè Êîøè.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî fn ⇒E∩Oε(a) f

3 Òàê êàê xk → a, òî íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî
xn ∈ Oε(a). Ïîëîæèì yk = xk+N . Òîãäà âñå yk ∈ E ∩ Oε(a)

4 Ïîëîæèì bk = fk+N(yk )− f (yk ) = ak+N

5 Òîãäà |fk+N(yk )− f (yk )| ≤ supy∈E∩Oε(a)
|fk+N(y)− f (y)| → 0.

6 Òàêèì îáðàçîì, bk → 0. È, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ak → 0 (îòáðàñûâàíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ). Ïðîòèâîðå÷èå



Òåîðåìà 3

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R.
Åñëè a åñòü òî÷êà ðàâíîìåðíîñòè Êîøè, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà E ∩ Oε(a) òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàâíîìåðíîñòè Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî fn ⇒E∩Oε(a) f .

2 Çàôèêñèðóåì a′ ∈ E ∩ Oε(a)

3 Òàê êàê Oε(a) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò ε′ > 0 òàêîå, ÷òî
Oε′ (a

′) ⊂ Oε(a).

4 È, ñëåäîâàòåëüíî, Oε′ (a
′) ∩ E ⊂ Oε(a) ∩ E . Òàêèì îáðàçîì, fn ⇒E∩Oε′ (a

′) f

5 Ò.å. a′ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîìåðíîñòè Êîøè.



Òåîðåìà 4

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ R. Ïóñòü òàêæå a ∈ E ⊂ R, a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òî÷êà b òàêàÿ, ÷òî:

b ∈ E ∩ Oε(a)

b ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå

Äîêàçàòåëüñòâî

1 1. Çàôèêñèðóåì ε > 0.

2 2. Òàê êàê a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Êîøè, òî fn íå ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ê f íà ìíîæåñòâå E ∩ Oε/2(a)

3 3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk òàêàÿ, ÷òî âñå xk ∈ E ∩ Oε/2(a), xk → b,
fk (xk )− f (xk ) ̸→ 0

4 4. Òàê êàê âñå xk ∈ E , xk → b, òî b ∈ E ⊂ R.

5 5. Òàê êàê âñå xk ∈ Oε/2(a), xk → b, òî b ∈ Oε/2(a) ⊂ Oε(a). Ïðèìå÷àíèå:
åñëè a = ±∞, òî çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî a ∈ Oε(a).

6 6. Òàê êàê âñå xk ∈ E , xk → b, fk (xk )− f (xk ) ̸→ 0, òî b åñòü òî÷êà
íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå.



Òåîðåìà 5. Ôîðìóëèðîâêà, ñâîéñòâî 1)

Ôóíêöèè fn

Åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî x = 1
m

+ 1
m2n

, òî ïîëàãàåì

fn(x) = x . Èíà÷å ïîëàãàåì fn(x) = 0

Óòâåðæäåíèå

1 fn(x) → 0 ïîòî÷å÷íî.

2 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m òî÷êà ym = 1
m
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå

3 Òî÷êà y0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1)

1 Çàôèêñèðóåì x ∈ E . Ïîëîæèì an = fn(x).

2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî an îòëè÷íà îò 0 íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷ëåíàõ,ò.å.
fn1 (x) = an1 ̸= 0, fn2 (x) = an2 ̸= 0, ãäå n1 ̸= n2.

3 Òîãäà íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà m1,m2 òàêèå, ÷òî
x = 1

m1
+ 1

m2
1n1

= 1
m2

+ 1
m2

2n2

4 Â ñîîòâåòñòâèè ñî âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì 2, îòñþäà ñëåäóåò
n1 = n2. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, an ðàâíà 0 íà âñåõ ÷ëåíàõ, êðîìå,
ìîæåò áûòü, îäíîãî.

5 Òàêèì îáðàçîì an = fn(x) → 0



Òåîðåìà 5. Ñâîéñòâà 2), 3)

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2)

1 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå m

2 Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1
m

+ 1
m2n

. Âûïîëíåíî xn → 1
m

3 Òàêæå fn(xn)− f (xn) = xn − 0 = xn → 1
m

̸= 0

4 Ñëåäîâàòåëüíî, 1
m
åñòü òî÷êà íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 3)

1 Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → 0

2 Âûïîëíåíî |f (xn)| ≤ |xn| → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f (xn) → 0.

3 Ò.å. fn(xn)− f (xn) = fn(xn)− 0 = fn(xn) → 0.

4 Ðàñôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn. Òàêèì îáðàçîì, 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå.
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