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Àííîòàöèÿ

Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü

Èññëåäóåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ
ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ¾â òî÷êå¿ ïî Êîøè è ïî Ãåéíå, äîêàçûâàåòñÿ èõ
ýêâèâàëåíòíîñòü. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè

Îáùåå ïðåäïîëîæåíèå

Íà ìíîæåñòâå E ⊂ R îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn. Êàæäàÿ èç
ôóíêöèé fn ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.



Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ

Ââåäåíû ïîíÿòèÿ:

1 Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü

2 Òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè

3 Òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå

Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ

1 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, òî êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíà

2 Ìíîæåñòâà òî÷åê íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè è Ãåéíå ñîâïàäàþò

3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå èìååòñÿ òî÷åê íåðàâíîìåðíîñòè



Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî fn
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî x ∈ E âûïîëíåíî |fn(x)| ≤ M

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, òî êàæäàÿ èç
ôóíêöèé fn îãðàíè÷åíà.



Òî÷êè íåîãðàíè÷åííîñòè

Îïðåäåëåíèå 1

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a ∈ E ⊂ R.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a åñòü òî÷êà îãðàíè÷åííîñòè Êîøè, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0
òàêîé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå
E ∩ Oε(a). Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îãðàíè÷åííîñòè Êîøè, òî áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî îíà åñòü òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 2

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a ∈ E ⊂ R.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a åñòü òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → a òàêàÿ, ÷òî âñå xn ∈ E , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(xn)
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé. Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà åñòü òî÷êà îãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.

Òåîðåìà 2 (Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé)

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a ∈ E ⊂ R.
Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè.



Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè

Òåîðåìà 3

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà

2 Íå èìååòñÿ òî÷åê íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå



Óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ïðîøëîì ìàòåðèàëå

Ëåììà î íàäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü yq � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, mq � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèå, ÷òî:

1 Âñå yq ∈ E

2 yq → a

3 mq ↑↑ +∞
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî:

1 Âñå xn ∈ E

2 xn → a

3 xmq = yq



Ïðî÷èå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1

Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé, M � íåêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò
x ∈ E è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > N òàêèå, ÷òî |fn(x)| > M

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 2

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk (âñå xk ∈ E)
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k
âûïîëíåíî |fnk (xk )| > k.

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 3

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Åñëè
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk (xk ) ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåðàâíîìåðíîñòè Ãåéíå.

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 4

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a � òî÷êà
íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå
xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
k âûïîëíåíî |fnk (xk )| > k



Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé, N � íåêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, M � íåêîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò x ∈ E è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > N
òàêèå, ÷òî |fn(x)| > M

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E è äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî
|fn(x)| ≤ M

2 Âñå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, òî åñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà Mi òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ
èíäåêñîâ i è äëÿ âñåõ x ∈ E âûïîëíåíî |fi (x)| ≤ Mi

3 Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ x ∈ E âûïîëíåíî |f1(x)| ≤ M1, . . . , |fN(x)| ≤ MN .

4 È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ E è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî
|fn(x)| ≤ max(M,M1, . . . ,Mn)

5 Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.



Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 2

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk (âñå xk ∈ E)
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k
âûïîëíåíî |fnk (xk )| > k.

Ïîñòðîåíèå x1, n1

Ïðèìåíÿåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1 äëÿ N = 1, M = 1.

Ïîñòðîåíèå xk+1, nk+1 ïðè ïîñòðîåííûõ x1, . . . , xk , n1, . . . , nk

Ïðèìåíÿåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1 äëÿ N = nk , M = k.

Ñâîéñòâî

Ïî ïîñòðîåíèþ nk ↑↑ +∞



Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 3

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Åñëè
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk (xk ) ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î íàäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn → a òàêóþ, ÷òî âñå yn ∈ E , ynk = xk

2 Ïîëîæèì an = fn(yn).

3 Òîãäà ank = fnk (ynk ) = fnk (xk ) � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ an

4 Ñëåäîâàòåëüíî, an = fn(yn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

5 Òàê êàê yn → a, âñå yn ∈ E , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(yn) íåîãðàíè÷åíà, òî a
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.



Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 4

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a � òî÷êà
íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå
xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
k âûïîëíåíî |fnk (xk )| > k

Ïîñòðîåíèå x1, n1

Òàê êàê a � òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn íå
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå E ∩ O1(a). Èñïîëüçóÿ
âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1, ïîñòðîèì x1 ∈ O1(a)∩ E è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n1
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî |fn1 (x1)| > 1

Ïîñòðîåíèå xk+1, nk+1 ïðè ïîñòðîåííûõ x1, . . . , xk , n1, . . . , nk

Òàê êàê a � òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn íå
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå E ∩ O 1

k+1
(a). Èñïîëüçóÿ

âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 1, ïîñòðîèì xk+1 ∈ O 1
k+1

(a) ∩ E è íàòóðàëüíîå

÷èñëî nk+1 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî nk+1 > nk è |fnk+1 (xk+1)| > k + 1.

Ñâîéñòâî

Ïî ïîñòðîåíèþ nk ↑↑ +∞, xk ∈ O 1
k
(a), îòêóäà ñëåäóåò xk → a.



Òåîðåìà 1

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, òî êàæäàÿ èç
ôóíêöèé fn îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî n è äëÿ êàæäîãî n âûïîëíåíî |fn(x)| ≤ M, ò.å. âñå
ôóíêöèè fn îãðàíè÷åíû ÷èñëîì M.



Òåîðåìà 2. Ãåéíå => Êîøè

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a ∈ E ⊂ R.
Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îãðàíè÷åííîñòè Êîøè

2 Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå E ∩ Oε(a), ò.å ñóùåñòâóåò M òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è äëÿ âñåõ x ∈ E ∩ Oε(a) âûïîëíåíî |fn(x)| ≤ M

3 Òàê êàê a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå, òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → a òàêàÿ, ÷òî âñå xn ∈ E , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn(xn) íåîãðàíè÷åíà.

4 Òàê êàê xn → a, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
n > N âûïîëíåíî xn ∈ Oε(a).

5 È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n > N òàêæå âûïîëíåíî |fn(xn)| ≤ M.

6 Ïîëîæèì M′ = max(M, f1(x1), . . . , fn(xn)). Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n
âûïîëíåíî |fn(xn)| ≤ M′, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(xn) îãðàíè÷åíà.
Ïðîòèâîðå÷èå.



Òåîðåìà 2. Êîøè => Ãåéíå

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, a ∈ E ⊂ R.
Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Êîøè, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Â ñîîòâåòñòâèè ñî âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì 4, ñóùåñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → a (âñå xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë nk òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî |fnk (xk )| > k.

2 Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk (xk ) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

3 Òàê êàê xk → a, âñå xk ∈ E , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk (xk ) íåîãðàíè÷åííà, òî, â
ñîîòâåòñòâèè ñî âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì 3, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.



Òåîðåìà 3. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé. Òîãäà èìååòñÿ òî÷êà íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Â ñîîòâåòñòâèè ñî âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì 2, ñóùåñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk (âñå xk ∈ E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî |fnk (xk )| > k

2 Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xks → a.

3 Ïîëîæèì ms = nks , ys = xks . Âûïîëíåíî ys → a, âñå ys ∈ E .

4 Òîãäà |fms (ys)| = |fnks (xks )| > ks . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fms (ys) ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé.

5 Òàê êàê ys → a, âñå ys ∈ E è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fms (ys) ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñî âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì 3, a
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå.



Òåîðåìà 3. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü fn : E → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, òî÷êà a � òî÷êà
íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò M òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E è
äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî |fn(x)| ≤ M.

2 Òàê êàê òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîãðàíè÷åííîñòè Ãåéíå, òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → a (âñå xn ∈ E) òàêàÿ, ÷òî fn(xn) ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

3 Îäíàêî, äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî |fn(xn)| ≤ M, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(xn)
îãðàíè÷åííà. Ïðîòèâîðå÷èå.
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