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Аннотация: Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå �ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ�. Äàííûé ìåòîä ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè

ìíîãîãðàííèêà, îãðàíè÷èâàþùåãî äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ïóòü îò íà÷àëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè äî òî÷êè, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öå-

ëåâîé ôóíêöèè. Âåêòîð äâèæåíèÿ ñòðîèòñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ/óìåíü-

øåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðåäñòàâëåíî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà, ðåàëèçóþ-

ùåãî ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè. Îïèñàííûé ìåòîä ïðåä-

ïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ãëóáîêîé íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ãðàíÿì äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ìíîãîìåð-

íûé ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â òî÷êå òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ,

êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà âõîä íåéðîííîé ñåòè. Ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, íåîáõîäèìîå

äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àïåêñ-ìåòîäà.
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Abstract: The article presents a new iterative method of linear programming, called the surface

movement method. This method builds a path from the initial boundary point to the point at which

the optimal value of the objective function is achieved on the surface of a polytope that restricts
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the feasible region of linear programming problem. The movement vector de�nes the direction of

the maximum increase/decrease in the value of the objective function. A formal description of the

algorithm implementing the surface movement method is ed. The convergence theorem is proved. The

described method involves the use of a feed forward deep neural network to determine the direction

of movement along the edges of a feasible polytope. To do this, a multidimensional local image of

the linear programming problem is constructed at the point of the current approximation, which is

fed to the input of the neural network. The set of labeled precedents necessary for training a neural

network can be obtained using the apex method.

Keywords: linear programming, surface motion method, iterative method, convergence theorem,

deep neural network.
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1. Введение. Áûñòðîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé îáðàáîòêè è õðàíåíèÿ áîëüøèõ äàííûõ [1] ïðèâåëî ê

âîçíèêíîâåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â âèäå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

(ËÏ) áîëüøîé ðàçìåðíîñòè [2]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è ËÏ, ñâÿçàííûå ñ

îïòèìèçàöèåé íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ [3]. Â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ËÏ îãðàíè÷åíèÿ è öåëåâàÿ ôóíê-

öèÿ ìîãóò ìåíÿòüñÿ äèíàìè÷åñêè â õîäå åå ðåøåíèÿ [4]. Ñëåäóþùèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü

ñâåäåíû ê íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì ËÏ: âûáîð îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â ðîáîòðåéäèíãå [5, 6], îïòèìàëü-

íîå óïðàâëåíèå ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè [7], îïòèìèçàöèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [8, 9, 10], ëîãè-

ñòè÷åñêèå è òðàíñïîðòíûå çàäà÷è [11, 12, 13], ïëàíèðîâàíèå è óïðàâëåíèå ïðîèçâîäñòâîì ïðîäóêöèè [14].

Îòäåëüíî ìîæíî óïîìÿíóòü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, êîòîðûå äîëæíû ðåøàòüñÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî

âðåìåíè [15]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè óïðàâëåíèå õèìè÷åñêèì ïðîèçâîäñòâîì, óïðàâëåíèå

ñèñòåìîé ìíîãîòî÷å÷íîãî âïðûñêà òîïëèâà â ÄÂÑ, óïðàâëåíèå ñîòîâûìè ñåòÿìè, àâòîïèëîòèðîâàíèå, ñè-

ñòåìû ñàìîíàâåäåíèÿ ðàêåò.

Ïðîñòåéøèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñÿêîå

èçìåíåíèå èñõîäíûõ äàííûõ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê îòäåëüíàÿ íîâàÿ çàäà÷à [3]. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü

ïðèåìëåìûì, êîãäà èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî, à îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ

îòíîñèòåëüíî áûñòðî. Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ íåñòàöèîíàðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå

òàêèì ñïîñîáîì, îêàçûâàåòñÿ äàëåêèì îò îïòèìàëüíîãî â ñèëó èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ â ïðîöåññå

âû÷èñëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, äèíàìè÷åñêè êîððåêòèðóþùèå âû÷èñ-

ëèòåëüíûé ïðîöåññ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíÿþùèìèñÿ èñõîäíûìè äàííûìè. Òåì ñàìûì, âû÷èñëåíèÿ ñ

èçìåíåííûìè äàííûìè íà÷èíàþòñÿ íå ñ íóëÿ, à èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ â ïðîøëîì. Òàêîé

ïîäõîä ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåàëüíîãî âðåìåíè ïðè óñëîâèè, ÷òî àëãîðèòì äîñòàòî÷íî áûñòðî

îòñëåæèâàåò äâèæåíèå òî÷êè îïòèìóìà. Äëÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå äåëàåò àêòóàëüíîé

ðàçðàáîòêó ìàñøòàáèðóåìûõ ìåòîäîâ è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ íà îñíîâå ñèìïëåêñ-ìåòîäà [16]. Ñèìïëåêñ-ìåòîä

ñïîñîáåí ðåøàòü áîëüøèå çàäà÷è ËÏ, ýôôåêòèâíî èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå âèäû ãèïåððàçðåæåííîñòè [17].

Îäíàêî ñèìïëåêñ ìåòîäó ïðèñóù ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ

ñèìïëåêñ-ìåòîäó ïðèõîäèòñÿ îáõîäèòü âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîé âðå-

ìåííîé ñëîæíîñòè [18]. Âî-âòîðûõ, ïðè ðåøåíèè ñèìïëåêñ-ìåòîäîì î÷åíü áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ, ðàçìåðíîñòü

êîòîðûõ ïðåâûøàåò 50 000, ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè [19], êîòîðóþ íå óäàåòñÿ êîìïåíñèðîâàòü

ïðèìåíåíèåì äàæå òàêèõ ìîùíûõ àëãîðèòìîâ, êàê àôôèííîå ìàñøòàáèðîâàíèå èëè èòåðàòèâíîå óòî÷-

íåíèå [20]. Â-òðåòüèõ, èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñèìïëåêñ-ìåòîäå, èìååò

îãðàíè÷åííûé ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì èõ ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå íà

áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ [21, 22]. Âñå ïåðå÷èñëåííîå çàòðóäíÿåò

èñïîëüçîâàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Äðóãèì ïîïóëÿðíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ ÿâëÿåòñÿ êëàññ àëãîðèòìîâ, îñíîâàí-

íûõ íà ìåòîäå âíóòðåííèõ òî÷åê [23], ïðåäëîæåííîì Äèêèíûì [24]. Ýòè àëãîðèòìû ñïîñîáíû ðåøàòü

çàäà÷è ËÏ ñ ìèëëèîíàìè ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé [25]. Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâ-

ëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ñàìîêîððåêòèðóåòñÿ è ñïîñîáåí îáåñïå÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Îñíîâíûìè

íåäîñòàòêàìè ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, ýòîò ìåòîä òðåáóåò â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðóþ âíóòðåííþþ òî÷êó äîïóñòèìîé îáëàñòè çàäà÷è ËÏ. Íàõîæäåíèå

òàêîé òî÷êè ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è ËÏ [26]. Äðóãèì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ

âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôåéåðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé [27]. Âî-âòîðûõ, ìåòîä âíóòðåííèõ

òî÷åê ïëîõî ìàñøòàáèðóåòñÿ â áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ êëàñòåðíîãî òèïà. Èçâåñòíû íåêîòî-

ðûå ÷àñòíûå ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ âûïîëíèòü ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê

(ñì., íàïðèìåð, [28]), íî â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîèò ýôôåêòèâíóþ ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî ìåòîäà

äëÿ êëàñòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íå óäàåòñÿ. Â-òðåòüèõ, èòåðàöèîííûé õàðàêòåð ìåòîäà âíóòðåí-

íèõ òî÷åê íå ïîçâîëÿåò çàðàíåå ïðåäñêàçàòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ËÏ. Óêàçàííûå

íåäîñòàòêè çàòðóäíÿþò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå

ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Íîâûì ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, âûçûâàþùèì áîëüøîé èíòå-

ðåñ, ÿâëÿþòñÿ èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè [29], ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìîùíûé óíèâåðñàëüíûé èí-

ñòðóìåíò, ïðèìåíèìûé ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðîáëåìíûõ îáëàñòÿõ. Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåíåíèé èñêóñ-

ñòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé ê ðåøåíèþ çàäà÷ ËÏ áûëà ðàáîòà Õîïôèëäà è Òàíêà [30]. Íåéðîííàÿ ñåòü
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Õîïôèëäà-Òàíêà ñîñòîèò èç äâóõ ïîëíîñâÿçíûõ ñëîåâ è ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé. ×èñëî íåéðîíîâ ïåðâîãî

ñëîÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ çàäà÷è ËÏ. ×èñëî íåéðîíîâ âî âòîðîì ñëîå ðàâíî ÷èñëó îãðàíè÷å-

íèé. Âåñà è ñìåùåíèÿ íåéðîííîé ñåòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ. Âûõîäíîé ñèãíàë öèêëè÷åñêè ïîäàåòñÿ íà âõîä íåéðîííîé ñåòè. Íåéðîííàÿ ñåòü ðàáîòàåò äî

äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîãäà âûõîä ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì âõîäó. Ýòî ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò

ìèíèìóì ñïåöèàëüíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ. Ïîäõîä Õîïôèëäà-Òàíêà

áûë ðàçâèò â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [31, 32, 33, 34, 35]). Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ýòîãî

ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü êîëè÷åñòâî öèêëîâ ðàáîòû íåéðîííîé ñåòè, íåîáõîäè-

ìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî äåëàåò íåâîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ðåêóððåíòíûõ

ñåòåé äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Äëÿ ýòîé öåëè áîëåå ïåðñïåêòèâíû-

ìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ãëóáîêèå íåéðîííûå ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Àðõèòåêòóðà è ïàðàìåòðû òàêèõ

ñåòåé, êàê ïðàâèëî, íå çàâèñÿò îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ çà îäèí ïðîõîä ñ ôèê-

ñèðîâàííûì âðåìåíåì ðàáîòû ñåòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â

ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñâåðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè [36], îðèåíòèðî-

âàííûå íà ðàñïîçíàâàíèå è êëàññèôèêàöèþ îáðàçîâ. Â íåäàâíåé ðàáîòå [37] áûë ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáðàçîâ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ËÏ, îòêðûâàþùèé âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íåéðîííûå

ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, âêëþ÷àÿ ñâåðòî÷íûå, äëÿ èõ ðåøåíèÿ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ãëóáîêèå

íåéðîííûå ñåòè òðåáóþò îáó÷åíèÿ íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâíî âûïîëíåíî íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ [38]. Â ñòàòüå [39] ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé àïåêñ-

ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü íà ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà ïóòü â

íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ/óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïðèâîäÿùèé ê òî÷êå

îïòèìóìà. Àïåêñ-ìåòîä ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà íèçêàÿ

ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ÷òî äåëàåò èõ íåïðèåìëåìûìè äëÿ ðåæèìà ðåàëüíîãî âðåìåíè. Îäíàêî

àïåêñ-ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðàçìå÷åííîå ìíîæåñòâî ïðåöåäåíòîâ, äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé

ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, ïîëó÷èâøèé íà-

çâàíèå �ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ�. Óêàçàííûé ìåòîä îðèåíòèðîâàí íà èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåí-

íûõ íåéðîííûõ ñåòåé ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñâåðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé. Ñòàòüÿ îðãà-

íèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ïðåäñòàâëåí òåîðåòè÷åñêèé áàçèñ, íà êîòîðîì îñíîâàí ìåòîä

ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ. Ðàçäåë 3 ñîäåðæèò îïèñàíèå ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ è äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû ñõîäèìîñòè. Â ðàçäåëå 4 ñóììèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ïðèâîäÿòñÿ íàïðàâëåíèÿ

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ñâîäêà îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â ñòàòüå, ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 5.

2. Теоретический базис. Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ôóíäàìåíò, íà êîòîðîì áà-

çèðóåòñÿ ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ËÏ â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑥̄ = arg max
𝑥∈R𝑛

{⟨𝑐,𝑥⟩ |𝐴𝑥 ⩽ 𝑏} , (1)

ãäå 𝑐 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚, 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛,𝑚 > 1, 𝑐 ̸= 0. Çäåñü ⟨·, ·⟩ îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå 𝑥 ⩾ 0 òàêæå âêëþ÷åíî â ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏 â ôîðìå

−𝑥 ⩽ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒫 ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ ñòðîêè ìàòðèöû 𝐴:

𝒫 = {1, · · · ,𝑚} . (2)

Ëèíåéíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1) èìååò âèä

𝑓(𝑥) = ⟨𝑐,𝑥⟩ . (3)

Âåêòîð 𝑐 â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì öåëåâîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥).

Ïóñòü 𝑎𝑖 ∈ R𝑛 îáîçíà÷àåò âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé 𝑖-òóþ ñòðîêó ìàòðèöû 𝐴. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

𝑎𝑖 ̸= 0 äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ 𝒫. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐻̂𝑖 çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâîì

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖, à ÷åðåç 𝐻𝑖 � îãðàíè÷èâàþùóþ åãî ãèïåðïëîñêîñòü:

𝐻̂𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖} ; (4)
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𝐻𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ = 𝑏𝑖} . (5)

Îïðåäåëèì äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê

𝑀 =
⋂︁
𝑖∈𝒫

𝐻̂𝑖, (6)

ïðåäñòàâëÿþùèé ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê çàäà÷è ËÏ (1). Çàìåòèì, ÷òî 𝑀 â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 𝑀 ̸= ∅, òî åñòü çàäà÷à ËÏ (1) èìååò

ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(𝑀) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà 𝑀1.

Утверждение 1. Ïóñòü 𝑀 � äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê çàäà÷è ËÏ (1), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (6).

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑢 ∈ Γ(𝑀) ñóùåñòâóåò 𝜖 > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè 𝑤, ïðèíàäëå-

æàùåé 𝜖-îêðåñòíîñòè 𝑉𝜖(𝑢) òî÷êè 𝑢, íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ 𝒫, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ :

∀𝑢 ∈ Γ(𝑀) ∃𝜖 > 0 : ∀𝑤 ∈ 𝑉𝜖(𝑢) ∩ Γ(𝑀) ∃𝑖′ ∈ 𝒫 : 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ . (7)

Доказательство. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑢 ∈ Γ(𝑀). Îáîçíà÷èì

𝒫𝑢 = { 𝑖 ∈ 𝒫|𝑢 ∈ 𝐻𝑖} . (8)

Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝒫𝑢 � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé 𝐻𝑖, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò òî÷êà 𝑢.

Ïîëîæèì

𝒫∖𝑢 = 𝒫∖𝒫𝑢, (9)

òî åñòü 𝒫∖𝑢 � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé𝐻𝑖, êîòîðûì òî÷êà 𝑢 íå ïðèíàäëåæèò. Îïðåäåëèì

𝛿 = min
{︀
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝐻𝑖)| 𝑖 ∈ 𝒫∖𝑢

}︀
, (10)

ãäå 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝐻𝑖) îáîçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 𝑢 äî ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖
2. Ïî îïðåäåëåíèþ

𝛿 > 0. (11)

Âîçüìåì 𝜖, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

0 < 𝜖 < 𝛿. (12)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑤 ∈ 𝑉𝜖(𝑢) ∩ Γ(𝑀) èìååì

∀𝑖 ∈ 𝒫∖𝑢 : 𝑤 /∈ 𝐻𝑖. (13)

Ïîñêîëüêó 𝑤 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ 𝒫𝑢 òàêîé, ÷òî

𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ . (14)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (8) òàêæå èìååì

𝑢 ∈ 𝐻𝑖′ . (15)

Утверждение доказано.

Определение 1. Öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑧 ∈ R𝑛 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖 íàçûâàåòñÿ òî÷êà 𝛾𝑖(𝑧) ∈
R𝑛 ∪ {∞}, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

𝛾𝑖(𝑧) =

{︃
𝐿(𝑧) ∩𝐻𝑖, åñëè ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ ≠ 0;

∞, åñëè ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ = 0,
(16)

ãäå 𝐿(𝑧) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑧 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó 𝑐:

𝐿(𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} . (17)

1Под граничной точкой множества 𝑀 ⊂ R𝑛 понимается точка в R𝑛, для которой любая открытая ее окрестность в R𝑛

имеет непустое пересечение как с множеством 𝑀 , так и с его дополнением.

2В данном случае 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝐻𝑖) =
⟨𝑎𝑖,𝑢⟩−𝑏𝑖

‖𝑎𝑖‖
.
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Рис. 1. Целевая проекция 𝛾𝑖(𝑧)

точки 𝑧 на гиперплоскость 𝐻𝑖

Fig. 1. Objective projection 𝛾𝑖(𝑧)

of point 𝑧 onto hyperplane 𝐻𝑖

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âåêòîð 𝑐 íå ïàðàëëåëåí ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖, òî

öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑧 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖 ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑧

ïàðàëëåëüíî âåêòîðó 𝑐 (ñì. ðèñ. 1). Â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð 𝑐 ïàðàëëå-

ëåí ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖, öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êå ∞.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäîñòàâëÿåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ

öåëåâîé ïðîåêöèè 𝛾𝑖(𝑧) òî÷êè 𝑧 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖.

Утверждение 2. Ïóñòü ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ ≠ 0. Òîãäà

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 − ⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

𝑐. (18)

Доказательство. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) è (17) èìååì

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 + 𝜆𝑐 (19)

ïðè íåêîòîðîì 𝜆 ∈ R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) èìååì

⟨𝑎𝑖,𝛾𝑖(𝑧)⟩ = 𝑏𝑖. (20)

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (19) â ôîðìóëó (20) âìåñòî 𝛾𝑖(𝑧):

⟨𝑎𝑖, 𝑧 + 𝜆𝑐⟩ = 𝑏𝑖. (21)

Îòñþäà

𝜆 = −⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

. (22)

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (22) âìåñòî 𝜆 â ôîðìóëó (19), ïîëó÷àåì

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 − ⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

𝑐. (23)

Утверждение доказано.

Определение 2. Öåëåâûì ñìåùåíèåì òî÷êè 𝑧 ∈ R𝑛 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖 íàçûâàåòñÿ ñêà-

ëÿðíàÿ âåëè÷èíà 𝛽𝑖(𝑧), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

𝛽𝑖(𝑧) = −⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ . (24)

Äàëåå ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí �ñìåùåíèå�, ïîäðàçóìåâàÿ ïî ýòèì �öåëåâîå ñìåùå-

íèå�. Îáîçíà÷èì

𝑒𝑐 =
𝑐

‖𝑐‖
. (25)

Òîãäà ôîðìóëó (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 + 𝛽𝑖(𝑧)𝑒𝑐, (26)

÷òî ðàâíîñèëüíî

𝛽𝑖(𝑧)𝑒𝑐 = 𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧. (27)

Ñ ó÷åòîì (25) îòñþäà ñëåäóåò

|𝛽𝑖(𝑧)| = ‖𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧‖ . (28)

Òàêèì îáðàçîì, |𝛽𝑖(𝑧)| ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè 𝑧 äî åå öåëåâîé ïðîåêöèè íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖.

Определение 3. Öåëåâîé ãèïåðïëîñêîñòüþ 𝐻𝑐(𝑧), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑧, áóäåì íàçûâàòü ãèïåð-

ïëîñêîñòü, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥⟩ = ⟨𝑐, 𝑧⟩} . (29)
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Утверждение 3. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑧 ∈ R𝑛. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑧′, 𝑧′′ ∈ 𝐻𝑐(𝑧), 𝑧
′ ̸=

𝑧′′ ñïðàâåäëèâî

⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧
′)⟩ < ⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧

′′)⟩ ⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′) < 𝛽𝑖(𝑧

′′) (30)

äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ 𝒫.
Доказательство.Ïîñêîëüêó 𝑧′, 𝑧′′ ∈ 𝐻𝑐(𝑧), à 𝑐 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ãèïåðïëîñêîñòè𝐻𝑐(𝑧), ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà

⟨𝑐, 𝑧′ − 𝑧⟩ = 0; (31)

⟨𝑐, 𝑧′′ − 𝑧⟩ = 0. (32)

Ñëåäîâàòåëüíî

⟨𝑐, 𝑧′′⟩ = ⟨𝑐, 𝑧⟩ = ⟨𝑐, 𝑧′⟩ . (33)

Èñïîëüçóÿ (26) è (25), îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíûõ íåðàâåíñòâ.

⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧
′)⟩ < ⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧

′′)⟩ ⇔ ⟨𝑐, 𝑧′ + 𝛽𝑖(𝑧
′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝑧′′ + 𝛽𝑖(𝑧

′′)𝑒𝑐⟩
⇔ ⟨𝑐, 𝑧′⟩+ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝑧′′⟩+ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′′)𝑒𝑐⟩

⇔ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′′)𝑒𝑐⟩
⇔ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′)𝑐/ ‖𝑐‖⟩ < ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′′)𝑐/ ‖𝑐‖⟩

⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′)

‖𝑐‖
⟨𝑐, 𝑐⟩ < 𝛽𝑖(𝑧

′′)

‖𝑐‖
⟨𝑐, 𝑐⟩

⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′) < 𝛽𝑖(𝑧

′′).

Утверждение доказано.

Ñëåäóÿ [39] äàäèì îïðåäåëåíèå ðåöåññèâíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Определение 4. Ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 íàçûâàåòñÿ ðåöåññèâíûì, åñëè

∀𝑥 ∈ 𝐻𝑖,∀𝜆 > 0 : 𝑥+ 𝜆𝑐 /∈ 𝐻̂𝑖. (34)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëó÷, èñõîäÿùèé â íàïðàâëåíèè âåêòîðà 𝑐

èç ëþáîé òî÷êè ãèïåðïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ðåöåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, íå èìååò îáùèõ òî÷åê

ñ ýòèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîé. Èçâåñòíî [39], ÷òî ñëåäóþùåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 áûëî ðåöåññèâíûì:

⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ > 0. (35)

Ðåöåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Свойство 1. Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì. Òîãäà ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ

âåêòîðó 𝑐, ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖 â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖, îãðàíè÷èâàþùàÿ ðå-

öåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ïî îïðåäåëåíèþ íå ìîæåò áûòü ïàðàëëåëüíà âåêòîðó 𝑐.

Свойство 2. Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì. Òîãäà

𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖 ⇔ 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0. (36)

Доказательство. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖 ⩽ 0. (37)

Â ñèëó (24) èìååì

𝛽𝑖(𝑥) = −⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ . (38)
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (35), ïîëó÷àåì

𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖 ⇒ 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0. (39)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (38) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ ⩽ 0. (40)

Ó÷èòûâàÿ (35), îòñþäà ïîëó÷àåì

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖 ⩽ 0. (41)

Ñîãëàñíî (4), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖. (42)

Òàêèì îáðàçîì

𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖. (43)

Свойство доказано.

Îïðåäåëèì

ℐ = {𝑖 ∈ 𝒫 |⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ > 0} , (44)

òî åñòü ℐ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì.

Ïîñêîëüêó äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê 𝑀 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, èìååì

ℐ ≠ ∅. (45)

Ïîëîæèì

𝑀̂ =
⋂︁
𝑖∈ℐ

𝐻̂𝑖. (46)

Î÷åâèäíî, ÷òî 𝑀̂ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, çàìêíóòûì, íåîãðàíè÷åííûì ìíîãîãðàííèêîì. Áóäåì íàçûâàòü åãî

ðåöåññèâíûì. Èç (6) è (44) ñëåäóåò

𝑀 ⊂ 𝑀̂. (47)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(𝑀̂) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ . Ñîãëàñíî óòâåðæäå-

íèþ 3 â [39] èìååì

𝑥̄ ∈ Γ(𝑀̂), (48)

òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (1) ëåæèò íà ãðàíèöå ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ .

Утверждение 4. Ïóñòü 𝑀̂ � ðåöåññèâíûé ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (46). Òîãäà äëÿ ëþáîé

òî÷êè 𝑢 ∈ Γ(𝑀̂) ñóùåñòâóåò 𝜖 > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè𝑤, ïðèíàäëåæàùåé 𝜖-îêðåñòíîñòè

𝑉𝜖(𝑢) òî÷êè 𝑢, íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ ℐ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ :

∀𝑢 ∈ Γ(𝑀̂) ∃𝜖 > 0 : ∀𝑤 ∈ 𝑉𝜖(𝑢) ∩ Γ(𝑀̂) ∃𝑖′ ∈ ℐ : 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ . (49)

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî èäåíòè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1.

Определение 5. Öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑧 ∈ R𝑛 íà ãðàíèöó Γ(𝑀̂) ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂

íàçûâàåòñÿ òî÷êà 𝛾̂(𝑧), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

𝛾̂(𝑧) = 𝐿(𝑧) ∩ Γ(𝑀̂), (50)

ãäå 𝐿(𝑧) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑧 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó 𝑐:

𝐿(𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} . (51)

Ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó 𝛽(𝑧) ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

𝛾̂(𝑧) = 𝑧 + 𝛽(𝑧)𝑐 (52)

áóäåì íàçûâàòü öåëåâûì ñìåùåíèåì (èëè êðàòêî � ñìåùåíèåì) òî÷êè 𝑧 îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ðåöåññèâ-

íîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ .
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Çàìåòèì, ÷òî êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâå 1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäî-

ñòàâëÿåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ïðîåêöèè íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà.

Утверждение 5. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 𝑧 ∈ R𝑛. Ïîëîæèì

𝑖′ = argmin {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } . (53)

Òîãäà

𝛾̂(𝑧) = 𝛾𝑖′(𝑧). (54)

Äðóãèìè ñëîâàìè, öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑧 íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ ñîâïàäàåò ñ

ïðîåêöèåé ýòîé òî÷êè íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖′ , èìåþùåé ìèíèìàëüíîå ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî 𝑧.

Доказательство. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑧 ∈ R𝑛. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 5 ïîñòðîèì

ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó 𝑐, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñòî÷êó 𝑧:

𝐿 = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} . (55)

Èìååì

𝛾̂(𝑧) = 𝐿 ∩ Γ(𝑀̂). (56)

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ ℐ ïðÿìàÿ 𝐿 ïåðåñåêàåò 𝐻𝑖 â òî÷íîñòè â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì

𝑌 =
⋃︁
𝑖∈ℐ

{𝑦𝑖} , (57)

ãäå 𝑦𝑖 = 𝐿 ∩ 𝐻𝑖. Òî åñòü 𝑌 � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïðÿìàÿ 𝐿 ïåðåñåêàåò ãðàíèöû ðåöåññèâíûõ

ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ïî îïðåäåëåíèþ 1 èìååì

∀𝑖 ∈ ℐ : 𝛾𝑖(𝑧) = 𝑦𝑖, (58)

è

∀𝑖 ∈ ℐ : 𝑦𝑖 ∈ 𝐻𝑖. (59)

Â ñèëó (46) òàêæå èìååì

𝛾̂(𝑧) ∈ 𝑌. (60)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ ℐ òàêîé, ÷òî

𝛾̂(𝑧) = 𝛾𝑖′(𝑧). (61)

Ïîêàæåì, ÷òî

𝑖′ ∈ Argmin {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } . (62)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

𝛽𝑖′(𝑧) > min {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } . (63)

Òîãäà ñóùåñòâóåò 𝑖′′ ∈ ℐ òàêîé, ÷òî

𝛽𝑖′′(𝑧) < 𝛽𝑖′(𝑧) (64)

Â ñèëó (26) è (58) èìååì

𝑦𝑖′ = 𝑧 + 𝛽𝑖′(𝑧)𝑒𝑐; (65)

𝑦𝑖′′ = 𝑧 + 𝛽𝑖′′(𝑧)𝑒𝑐. (66)

Îòñþäà

𝑦𝑖′ = 𝑦𝑖′′ + (𝛽𝑖′(𝑧)− 𝛽𝑖′′(𝑧)) 𝑒𝑐, (67)

÷òî â ñèëó (64) è (25) ðàâíîñèëüíî

𝑦𝑖′ = 𝑦𝑖′′ +
|𝛽𝑖′′(𝑧)− 𝛽𝑖′(𝑧)|

‖𝑐‖
𝑐. (68)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (34) è (59), èç (68) ñëåäóåò

𝑦𝑖′ /∈ 𝐻̂𝑖′′ . (69)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

𝑦𝑖′ /∈ 𝑀̂. (70)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (58), îòñþäà ñëåäóåò

𝛾̂(𝑧) /∈ 𝑀̂. (71)

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 5. Утверждение доказано.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäîñòàâëÿåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñìåùåíèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî

ãðàíèöû ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà.

Утверждение 6. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 𝑧 ∈ R𝑛. Òîãäà

𝛽(𝑧) =
⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
. (72)

Доказательство. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (52) òî÷êè 𝛾̂(𝑧) è 𝑧 íàõîäÿòñÿ íà íîðìàëè ê ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑐(𝑧).

Ïîýòîìó òî÷êà 𝑧 ∈ 𝐻𝑐(𝑧) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝛾̂(𝑧) íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑐(𝑧), è ñ

ó÷åòîì (29) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå

𝑧 = 𝛾̂(𝑧)− ⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩
‖𝑐‖2

𝑐. (73)

Ïåðåïèøåì ýòî â âèäå

𝛾̂(𝑧) = 𝑧 +
⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
𝑐. (74)

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (52), ïîëó÷àåì

𝛽(𝑧) =
⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
. (75)

Утверждение доказано.

3. Метод поверхностного движения.Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè

äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà ïóòü èç ïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè 𝑢(0) ∈ 𝑀̂ ∩ Γ(𝑀) äî òî÷êè 𝑥̄, ÿâëÿ-

þùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ (1). Ïåðåìåùåíèå ïî ïîâåðõíîñòè ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà ïðîèñõîäèò

â íàïðàâëåíèè íàèáîëüøåãî óâåëè÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ

ïðèâåäåíà â âèäå àëãîðèòìà 1. Ïðîêîììåíòèðóåì øàãè ýòîãî àëãîðèòìà. Íà øàãå 1 ââîäèòñÿ íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå 𝑢(0). Ýòî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

𝑢(0) ∈ 𝑀̂ ∩ Γ(𝑀). (76)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ñòàäèþ

Quest àïåêñ-ìåòîäà [39]. Íà øàãå 2 ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 óñòàíàâëèâàåòñÿ â çíà÷åíèå 0. Íà øàãå 3 ñòðîèòñÿ

𝑛-ìåðíûé äèñê 𝐷, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì öåëåâîé ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑐

(︀
𝑢(0)

)︀
, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

𝑢(0), è 𝑛-ìåðíîãî øàðà 𝑉𝑟

(︀
𝑢(0)

)︀
ìàëîãî ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑢(0). Íà øàãå 4 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà

𝑣 ∈ 𝐷 ñ ìàêñèìàëüíûì ñìåùåíèåì îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ . Ñìåùåíèå 𝛽(𝑧)

âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (72). Öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ 𝛾̂(𝑧), èñïîëüçóåìàÿ â ôîðìóëå (72), âû÷èñëÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (53) è (54). Ñìåùåíèå 𝛽𝑖(𝑧), èñïîëüçóåìîå â ôîðìóëå (53), âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû (24).

( )

( )

Рис. 2. Итерация основного цикла в методе

поверхностного движения

Fig. 2. Iteration of main loop of surface motion

method

Øàã 5 âû÷èñëÿåò òî÷êó 𝑤, ÿâëÿþùóþñÿ öåëåâîé ïðî-

åêöèåé òî÷êè 𝑣 íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííè-

êà. Øàãè 6�15 ðåàëèçóþò îñíîâíîé àïïðîêñèìèðóþùèé

öèêë ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Ýòîò öèêë

âûïîëíÿåòñÿ ïîêà ñïðàâåäëèâî óñëîâèå⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝑘)

⟩
> 𝜖𝑓 , (77)
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Алгоритм 1. Метод поверхностного движения

Algorithm 1. Surface movement method

Require 𝐻̂𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖}, 𝑀̂ =
⋂︀
𝑖∈ℐ

𝐻̂𝑖,𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥− 𝑧⟩ = 0}

1: input 𝑢(0); assert 𝑢(0) ∈ 𝑀̂ ∩ Γ(𝑀)

2: 𝑘 := 0

3: 𝐷 := 𝐻𝑐(𝑢
(0)) ∩ 𝑉𝑟(𝑢

(0))

4: 𝑣 := argmax{𝛽(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐷}
5: 𝑤 := 𝛾̂(𝑣)

6: while ⟨𝑐,𝑤 − 𝑢(𝑘)⟩ > 𝜖𝑓 do

7: assert ∃𝑖 ∈ ℐ : 𝑤,𝑢(𝑘) ∈ 𝐻𝑖 // Если не выполняется, уменьшить 𝑟

8: 𝑑 := 𝑤 − 𝑢(𝑘)

9: 𝐿 = {𝑢(𝑘) + 𝜆𝑑 | 𝜆 ∈ R>0}
10: 𝑢(𝑘+1) := argmax{‖𝑥− 𝑢(𝑘)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ Γ(𝑀)}
11: 𝑘 := 𝑘 + 1

12: 𝐷 := 𝐻𝑐(𝑢
(𝑘)) ∩ 𝑉𝑟(𝑢

(𝑘))

13: 𝑣 := argmax{𝛽(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐷}
14: 𝑤 := 𝛾̂(𝑣)

15: end while

16: output 𝑢(𝑘)

17: stop

ãäå 𝜖𝑓 � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Øàã 7 ïðîâå-

ðÿåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåöåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖

òàêîå, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè 𝑤 è 𝑢(𝑘) ëåæàò íà ãèïåð-

ïëîñêîñòè 𝐻𝑖 îãðàíè÷èâàþùåé äàííîå ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåìåùåíèå ïðî-

èñõîäèëî ïî ïîâåðõíîñòè ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà, à

íå ÷åðåç åãî âíóòðåííþþ îáëàñòü. Åñëè óêàçàííîå òðåáî-

âàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, íåîáõîäèìî óìåíüøèòü ðàäèóñ 𝑟 𝑛-ìåðíîãî øàðà 𝑉𝑟

(︀
𝑢(𝑘)

)︀
. Ïîäõîäÿùèé 𝑟 íàéäåòñÿ

â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4. Íà øàãå 8 ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð 𝑑, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ:

𝑑 = 𝑤 − 𝑢(𝑘). (78)

Øàã 9 ñòðîèò ëó÷ 𝐿 ñ íà÷àëîì â òî÷êå 𝑢(𝑘), ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì 𝑑. Íà øàãå 10 îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå 𝑢(𝑘+1) êàê òî÷êó íà ëó÷å 𝐿, ëåæàùóþ íà ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà

𝑀 è ìàêñèìàëüíî óäàëåííóþ îò òî÷êè 𝑢(𝑘). Ïî ïîñòðîåíèþ èç (77) ñëåäóåò⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
<

⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
. (79)

Øàã 11 óâåëè÷èâàåò ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 íà åäèíèöó. Øàã 12 ñòðîèò íîâûé ãèïåðäèñê 𝐷 ðàäèóñà 𝑟 ñ

öåíòðîì â 𝑢(𝑘):

𝐷 := 𝐻𝑐

(︁
𝑢(𝑘)

)︁
∩ 𝑉𝑟

(︁
𝑢(𝑘)

)︁
. (80)

Øàã 13 íàõîäèò íà ãèïåðäèñêå òî÷êó 𝑣 ñ ìàêñèìàëüíûì ñìåùåíèåì. Íà øàãå 14 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà 𝑤,

ÿâëÿþùàÿñÿ öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑣 íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà. Íà øàãå 15 ïðîèñõîäèò

ïåðåõîä íà íà÷àëî îñíîâíîãî öèêëà while. Øàã 16 âûâîäèò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå

𝑢(𝑘). Øàã 17 çàâåðøàåò ðàáîòó àëãîðèòìà. Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà 1 äëÿ ëþáîãî 𝑘 èìååò

ìåñòî

𝑢(𝑘) ∈ 𝑀 ∩ Γ(𝑀̂), (81)

òî åñòü âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, ãåíåðèðóåìîé àëãîðèòìîì 1, îäíîâðåìåííî ëåæàò è íà

ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀 , è íà ãðàíèöå ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà 1 ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è ËÏ (1).
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Рис. 3. Иллюстрация к доказательству теоремы 1

Fig. 3. Illustration to proof of theorem 1

Теорема 1. Ïóñòü äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê 𝑀 çàäà÷è ËÏ (1) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íåïóñòûì ìíî-

æåñòâîì. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, ãåíåðèðóåìàÿ àëãîðèòìîì 1, ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòå-

ðàöèé 𝐾 ⩾ 0 ê òî÷íîìó ðåøåíèþ 𝑥̄ çàäà÷è ËÏ (1) ïðè 𝜖𝑓 → 0.

Доказательство. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 𝐾, âûïîëíÿåìûõ â îñíîâíîì öèêëå àëãî-

ðèòìà 1, êîíå÷íî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü àëãîðèòì 1 ãåíåðèðóåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê 𝑢(𝑘). Íî òîãäà, â ñèëó (79), ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨
𝑐,𝑢(0)

⟩
<

⟨
𝑐,𝑢(1)

⟩
<

⟨
𝑐,𝑢(2)

⟩
< . . . (82)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê𝑀 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì,

ðåøåíèå 𝑥̄ çàäà÷è ËÏ (1) ñóùåñòâóåò. Â ñèëó (81) äëÿ âñåõ 𝑘 = 0, 1, 2, . . . èìååì⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
⩽ ⟨𝑐, 𝑥̄, ⟩ . (83)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (82) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, ðàâíûé

åå ñóïðåìóìó. Òî åñòü ñóùåñòâóåò 𝐾 ′ ∈ N òàêîé, ÷òî

∀𝑘 > 𝐾 ′ :
⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
−

⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜖𝑓 . (84)

Îòñþäà ñëåäóåò

∀𝑘 > 𝐾 ′ : ⟨𝑐,𝑤⟩ −
⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜖𝑓 , (85)

÷òî ðàâíîñèëüíî

∀𝑘 > 𝐾 ′ :
⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜖𝑓 . (86)

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (77) âûïîëíåíèÿ öèêëà, èñïîëüçóåìîì íà øàãå 6 àëãîðèòìà 1. Òàêèì

îáðàçîì, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 𝐾, âûïîëíÿåìûõ â îñíîâíîì öèêëå àëãîðèòìà 1, êîíå÷íî.

Ïóñòü òî÷êà 𝑢′ = 𝑢(𝐾) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãåíåðèðóåìîé àëãîðèòìîì 1.

Â ñèëó (81) èìååì

𝑢′ ∈ Γ(𝑀̂). (87)

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑢′ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ (1) ïðè 𝜖𝑓 → 0. Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò ïîñëåäóþùóþ ÷àñòü

äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑢′′ òàêàÿ, ÷òî

𝑢′′ ∈ 𝑀, (88)

è

⟨𝑐,𝑢′′⟩ > ⟨𝑐,𝑢′⟩ . (89)

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî

⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩ > 0. (90)
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Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ 3, âû÷èñëèì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ 𝑝 òî÷êè 𝑢′′ íà öåëåâóþ ãèïåðïëîñêîñòü

𝐻𝑐 (𝑢
′), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑢′:

𝑝 = 𝑢′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐. (91)

Çàìåòèì, ÷òî

‖𝑝− 𝑢′‖ ≠ 0, (92)

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4 è ôîðìóëîé (87), òî÷êà 𝑢′′ íå ìîæåò ïðè-

íàäëåæàòü ðåöåññèâíîìó ìíîãîãðàííèêó 𝑀̂ , ÷òî â ñèëó (47) ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (88).

Âûáåðåì 𝑟 ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

𝑟 > 0, (93)

äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò 𝑖′ ∈ ℐ òàêîé, ÷òî

𝛾̂(𝑣),𝑢′ ∈ 𝐻𝑖′ ∩ Γ(𝑀), (94)

ãäå

𝑣 = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′). (95)

Ýòî âîçìîæíî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 5 èìååì

𝛾̂(𝑣) = 𝛾𝑖′(𝑣). (96)

Îáîçíà÷èì

𝑤 = 𝛾𝑖′(𝑣). (97)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2

𝑤 = 𝑣 − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑣⟩ − 𝑏𝑖′

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐. (98)

Ïîñêîëüêó 𝑢′ ∈ 𝐻𝑖′ , èç (5) ñëåäóåò

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩ = 𝑏𝑖′ . (99)

Ïîýòîìó (98) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝑤 = 𝑣 − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑣⟩ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐. (100)

Ïîäñòàâèâ âìåñòî 𝑣 ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (95), îòñþäà ïîëó÷àåì

𝑤 = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′ + 𝑟
‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝− 𝑢′)

⟩
− ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐, (101)

÷òî ðàâíîñèëüíî

𝑤 = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,

𝑟
‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝− 𝑢′)

⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

𝑐. (102)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) èìååì

𝐻̂𝑖′ = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖′ ,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖′} . (103)

Èñïîëüçóÿ (99), ôîðìóëó (103) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐻̂𝑖′ = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖′ ,𝑥⟩ ⩽ ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩} . (104)

Èç (88) ñëåäóåò 𝑢′′ ∈ 𝐻̂𝑖′ . Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (104) ïîëó÷àåì

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′′⟩ ⩽ ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩ , (105)

÷òî ðàâíîñèëüíî

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′ − 𝑢′′⟩ ⩾ 0. (106)
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Ïîñêîëüêó ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖′ ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1 â [39]

ñïðàâåäëèâî

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩ > 0. (107)

Â ñèëó (102) è (91) èìååì

⟨𝑐,𝑤 − 𝑢′⟩ =

⟨
𝑐, 𝑟

‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,

𝑟

‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝−𝑢′)

⟩
⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩

𝑐

⟩
= 𝑟

‖𝑝−𝑢′‖

(︂
⟨𝑐,𝑝− 𝑢′⟩ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑝−𝑢′⟩

⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖

)︂

= 𝑟
‖𝑝−𝑢′‖

⎛⎝⟨
𝑐,𝑢′′ − ⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩

‖𝑐‖2 𝑐− 𝑢′
⟩
−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′−⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐−𝑢′
⟩

⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖

⎞⎠
= 𝑟

‖𝑝−𝑢′‖

⎛⎝−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′−⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐−𝑢′
⟩

⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖

⎞⎠ = 𝑟‖𝑐‖
‖𝑝−𝑢′‖⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩

(︂
−
⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′ − ⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩
‖𝑐‖2 𝑐− 𝑢′

⟩)︂
= 𝑟‖𝑐‖

‖𝑝−𝑢′‖⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩

(︂
⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′ − 𝑢′′⟩+ ⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖2

)︂
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (93), (92), (107), (106) è (90) îòñþäà ñëåäóåò

⟨𝑐,𝑤 − 𝑢′⟩ > 0. (108)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 𝜖𝑓 > 0 òàêîé, ÷òî

⟨𝑐,𝑤 − 𝑢′⟩ > 𝜖𝑓 . (109)

Âñïîìíèâ, ÷òî 𝑢′ = 𝑢(𝐾), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝐾)

⟩
> 𝜖𝑓 . (110)

Íî òîãäà, ñîãëàñíî öèêëó while, ïðåäñòàâëåííîìó øàãàìè 6�15 àëãîðèòìà 1, òî÷êà 𝑢(𝐾) íå ìîæåò áûòü

êîíå÷íîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, ãåíåðèðóåìîé àëãîðèòìîì 1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì

îáðàçîì òî÷êà 𝑢′ = 𝑢(𝐾) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ (1) ïðè 𝜖𝑓 → 0. Теорема доказана.

0

Рис. 4. Два пути от 𝑢0 к решению 𝑥̄:

оптимальный целевой путь обозначен пунктиром;

путь минимальной длины показан точками

Fig. 4. Two paths from 𝑢0 to solution 𝑥̄:

optimal objective path is indicated by dashed line;

path of minimum length is shown by dotted line

Àëãîðèòì 1 ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìîãî

ìíîãîãðàííèêà îïòèìàëüíûé öåëåâîé ïóòü ê ðåøåíèþ

çàäà÷è ËÏ3. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ

àëãîðèòìà è óòâåðæäåíèÿ 3. Çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé

öåëåâîé ïóòü íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïóòåì íàèìåíü-

øåé äëèíû â ñìûñëå åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Ñëåäóþùèé

ïðîñòîé ïðèìåð â ïðîñòðàíñòâå R3, ïðîèëëþñòðèðîâàí-

íûé íà ðèñ. 4, ïîäòâåðæäàåò ýòîò ôàêò. Ñèñòåìà îãðà-

íè÷åíèé: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥+ 2𝑦 ⩽ 2,

2𝑥+ 𝑦 ⩽ 2,

𝑥 ⩾ 0,

𝑦 ⩾ 0,

𝑧 = 0;

(111)

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî øàã

13 àëãîðèòìà 1 äîëæåí íàéòè òî÷êó ãèïåðäèñêà 𝐷, èìå-

þùóþ ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå. Íàì íåèçâåñòåí àëãî-

ðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ýòîé

çàäà÷è. Îäíàêî ìû âèäèì ñëåäóþùèé ïóòü ðåøåíèÿ,

3В случае формулировки задачи ЛП в виде (1) оптимальный целевой путь — это путь в направлении максимального
увеличения значения целевой функции.
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Алгоритм 2. Метод ЛП с использованием DNN

Algorithm 2. LP method using DNN

Require 𝐻̂𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖}, 𝑀̂ =
⋂︀
𝑖∈ℐ

𝐻̂𝑖,𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥− 𝑧⟩ = 0}

1: input 𝑢(0); assert 𝑢(0) ∈ 𝑀̂ ∩ Γ(𝑀)

2: 𝑘 := 0

3: 𝐷 := G(𝑢(0))

4: 𝑑 := DNN(𝐷)

5: while 𝑑 ̸= 0 do

6: 𝐿 = {𝑢(𝑘) + 𝜆𝑑 | 𝜆 ∈ R>0}
7: 𝑢(𝑘+1) := argmax{‖𝑥− 𝑢(𝑘)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ Γ(𝑀)}
8: 𝑘 := 𝑘 + 1

9: 𝐷 := G(𝑢(𝑘))

10: 𝑑 := DNN(𝐷)

11: end while

12: output 𝑢(𝑘)

13: stop

ïðåäïîëàãàþùèé èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåííîé íåéðîí-

íîé ñåòè. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó, îïèñàííóþ â ñòàòüå [37], ìû çàìåíÿåì ãèïåðäèñê 𝐷 íà ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî

òî÷åê, íàçûâàåìûõ ðåöåïòèâíûì ïîëåì. Êàæäîé òî÷êå ðåöåïòèâíîãî ïîëÿ ìû ñîïîñòàâëÿåì åå ñìåùåíèå

îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè (𝑛 − 1), ïðåä-

ñòàâëÿþùåé ñîáîé ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ. Ýòîò îáðàç ïîäàåòñÿ íà âõîä ïðåäâàðèòåëüíî îáó÷åííîé

íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåêòîð 𝑑, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå äâè-

æåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà â ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé

ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(𝑢) ôóíêöèþ, ñòðîÿùóþ ðåöåïòèâíîå ïîëå ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑢 è âû÷èñëÿþ-

ùóþ ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ â ýòîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DNN ãëóáîêóþ íåéðîííóþ ñåòü ïðÿìîãî

ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ, à íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ âåê-

òîð 𝑑, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà àëãîðèòì 1 ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí

â àëãîðèòì 2, äîïóñêàþùèé ðåàëèçàöèþ íà ïðàêòèêå. Ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, íåîáõîäè-

ìîå äëÿ îáó÷åíèÿ DNN, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àïåêñ-ìåòîäà [39], ñòðîÿùåãî ïóòü, áëèçêèé ê

îïòèìàëüíîìó öåëåâîìó ïóòè.

4. Заключение. Â ñòàòüå îïèñàí íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ (ËÏ), ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå �ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ�. Óêàçàííûé ìåòîä ñòðîèò íà

ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, îãðàíè÷èâàþùåãî äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è ËÏ, ïóòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè

äî òî÷êè ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ. Âåêòîð äâèæåíèÿ âñåãäà âûáèðàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè-

÷åíèÿ/óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîëó÷èâøèéñÿ ïóòü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì öåëåâûì

ïóòåì.

Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ãëóáîêîé íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ãðàíÿì äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî

ñòðîèòñÿ ìíîãîìåðíûé ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ â òî÷êå òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà

âõîä íåéðîííîé ñåòè. Ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àïåêñ-ìåòîäà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ââåäåíî ïîíÿòèå öåëå-

âîé ïðîåêöèè � êîñîóãîëüíîé ïðîåêöèè â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì âåêòîðó ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíê-

öèè. Îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ñìåùåíèåì. Ìîäóëü ñìåùåíèÿ ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò

òî÷êè äî åå öåëåâîé ïðîåêöèè. Çíàê ñìåùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì òî÷êè âíóòðè èëè âíå äîïóñòè-

ìîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñìåùåíèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû äîïóñòèìî-

ãî ìíîãîãðàííèêà. Ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøåìó öåëåâîìó ñìåùåíèþ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè. Ïðèâåäåíî ôîðìàëèçîâàííîå îïèñàíèÿ ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ â âèäå àëãîðèòìà. Äî-

êàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ËÏ çà êîíå÷íîå

÷èñëî èòåðàöèé. Ïðèâåäåí âàðèàíò àëãîðèòìà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ, èñïîëüçóþùèé ôóíêöèþ ïî-
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ñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî ìíîãîìåðíîãî îáðàçà çàäà÷è ËÏ è ãëóáîêóþ íåéðîííóþ ñåòü.

Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå.

1. Îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà 2.

2. Ðàçðàáîòêà è îáó÷åíèå ñåòè DNN, ñïîñîáíîé âû÷èñëÿòü âåêòîð äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëü-

íîãî óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ËÏ.

3. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ðàáîòû ñåòè DNN îò ïëîòíîñòè ðåöåïòèâíîãî ïîëÿ.

4. Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ êëàñòåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, ðåàëèçóþùåãî àëãî-

ðèòì 2 ïóòåì ñèíòåçà ñóïåðêîìïüþòåðíûõ è íåéðîñåòåâûõ òåõíîëîãèé.

5. Обозначения.

R𝑛 âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

‖·‖ åâêëèäîâà íîðìà

⟨·, ·⟩ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

[· , ·] êîíêàòåíàöèÿ äâóõ âåêòîðîâ

𝑓(𝑥) ëèíåéíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

𝑐 ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥)

𝑒𝑐 åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì 𝑐

𝑥̄ ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ

𝑎𝑖 𝑖-òàÿ ñòðîêà ìàòðèöû 𝐴

𝐻𝑖 ãèïåðïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ = 𝑏𝑖
𝐻̂𝑖 ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖
𝒫 ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñòðîê ìàòðèöû 𝐴

𝑀 äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé 𝑀 =
⋂︀

𝑖∈𝒫 𝐻̂𝑖

Γ(𝑀) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀

ℐ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì

𝑀̂ ðåöåññèâíûé ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé 𝑀̂ =
⋂︀

𝑖∈ℐ 𝐻̂𝑖

Γ(𝑀̂) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂

𝛾𝑖(𝑧) öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑧 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖

𝛽𝑖(𝑧) öåëåâîå ñìåùåíèå òî÷êè 𝑧 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖: |𝛽𝑖(𝑧)| = ‖𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧‖
𝛾̂(𝑧) öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑧 íà ãðàíèöó Γ(𝑀̂) ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂

𝛽(𝑧) öåëåâîå ñìåùåíèå òî÷êè 𝑧 îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû Γ(𝑀̂): |𝛽(𝑧)| = ‖𝛾̂(𝑧)− 𝑧‖
𝑉𝑟(𝑥) ãèïåðøàð ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑥
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