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Àííîòàöèÿ

Äâîéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èõ ñõîäèìîñòü â
ïîòî÷å÷íîì, ðàâíîìåðíîì è êàê äâîéíîé ïðåäåë ñìûñëàõ. Óñòàíîâëåíû
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äàííûìè ïîíÿòèÿìè. Ïðåäñòàâëåíà òåîðåìà, ìîãóùàÿ áûòü
íàçâàííîé êðèòåðèåì Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äâîéíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìàÿ äàëåå äëÿ àíàëèçà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäñòàâëåíû îòíîñÿùèåñÿ ê
îäíîâðåìåííîé ñõîäèìîñòè ïî îáîèì ïåðåìåííûì òåîðåìû Ñòîêñà-Çàéäåëÿ è
Äèíè.

Îïðåäåëåíèå

Äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü ôóíêöèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ïåðåìåííûõ
a : N2 → R. a(i , j) îáîçíà÷àåòñÿ êàê ai,j



Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai,j ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bi ïðè j → ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî limj→0 ai,j = bi .
Îáîçíà÷åíèå: ai,j −−−−→

j→∞
bi

Îïðåäåëåíèå 2

Áóäåì ãîâîðèòü, òî äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai,j ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bi ïðè j → ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N, ÷òî
äëÿ ëþáîãî j > N è äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî |ai,j − bi | < ε. Îáîçíà÷åíèå:
ai,j ⇒

j→∞
bi

Îïðåäåëåíèå 3

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai,j ñõîäÿòñÿ ê
äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó A, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ i , j > N âûïîëíåíî |ai,j − A| < ε. Îáîçíà÷åíèå: ai,j −−−−→

i,j→∞
A



I. Ñõîäèìîñòü äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Òåîðåìà 1

Åñëè ai,j ⇒
j→∞

bi , òî ai,j −−−−→
j→∞

bi

Òåîðåìà 2

Ïóñòü ik , jk → ∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ai,j −−−−→
i,j→∞

A. Òîãäà

limk→∞ aik ,jk = A

Òåîðåìà 3

Ïóñòü ai,j ̸−−−−→
i,j→∞

A. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî aik ,jk → B, B ̸= A.

Òåîðåìà 4

Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , òîãäà ai,j − bi −−−−→
i,j→∞

0.

Òåîðåìà 5

Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , ai,j − bi −−−−→
i,j→∞

0. Òîãäà ai,j ⇒
j→∞

bi .



II. Êðèòåðèé Êîøè

Òåîðåìà 1

Ïóñòü ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî ak,nk − bk ̸→ 0.

Òåîðåìà 2

Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , nk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà íàéä¼òñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ↑ +∞, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ k mk > nk ,
è âûïîëíåíî ak,mk

− bk → 0.

Òåîðåìà 3

Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , nk ,mk → ∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

âûïîëíåíî ak,mk
− ak,nk → 0

Òåîðåìà 4

Ïóñòü ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ,mk ↑ +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k mk > nk , è âûïîëíåíî
ak,mk

− ak,nk ̸→ 0.



III. Òåîðåìà Ñòîêñà-Çàéäåëÿ

Òåîðåìà 1

Ïóñòü bi , cj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ai,j � äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Åñëè:

ai,j //
j→∞ //

i→
∞

��

bi

cj

Òî íàéä¼òñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî A òàêîå, ÷òî:

ai,j //
j→∞ //

��

i→
∞

��

i,j→
∞

��

bi

i→
∞

��
cj

j→∞
// A



III. Òåîðåìà Ñòîêñà-Çàéäåëÿ

Òåîðåìà 2

Ïóñòü bi , cj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ai,j � äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, A �
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Åñëè:

ai,j
j→∞ //

i→
∞

��

i,j→
∞

��

bi

i→
∞

��
cj

j→∞
// A

Òî:

ai,j //
j→∞ //

��

i→
∞

��

i,j→
∞

��

bi

i→
∞

��
cj

j→∞
// A



IV. Òåîðåìà Äèíè

Òåîðåìà 1

Ïóñòü bi , cj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ai,j � äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Åñëè äëÿ âñåõ i , j ai,j+1 ≤ ai,j , è âûïîëíåíî:

ai,j
j→∞ //

i→
∞

��

bi

i→
∞

��
cj

j→∞
// A

Òî:

ai,j //
j→∞ //

��

i→
∞

��

i,j→
∞

��

bi

i→
∞

��
cj

j→∞
// A



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 1

Åñëè ai,j ⇒
j→∞

bi , òî ai,j −−−−→
j→∞

bi

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî j0, à òàêæå ε > 0

2 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ j > N âûïîëíåíî

ai0,j ∈ Oε(bi0 ). Âûáåðåì òàêîå N.

3 Ïðåäúÿâèì N è ðàñôèêñèðóåì ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, ai0,j → bi0 .
Ðàñôèêñèðóåì i0. Òàêèì îáðàçîì, ai,j −−−−→

j→∞
bi .

Òåîðåìà I.1 äîêàçàíà



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 2

Ïóñòü ik , jk → ∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ai,j −−−−→
i,j→∞

A. Òîãäà

limk→∞ aik ,jk = A
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òàê êàê ai,j −−−−→
i,j→∞

A, òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ

âñåõ i , j > N âûïîëíåíî ai,j ∈ Oε(A). Âûáåðåì òàêîå N.

2 Òàê êàê ik , jk → ∞, òî ñóùåñòâóþò K1,K2 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k > K1

âûïîëíåíî ik > N, à äëÿ âñåõ k > K2 âûïîëíåíî jk > K2. Âûáåðåì òàêèå
K1,K2, è ïîëîæèì K = max(K1,K2). Òîãäà ïðè âñåõ k > K âûïîëíåíî
ik , jk > N.

3 È, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ k > K âûïîëíåíî aik ,jk ∈ Oε(A). Ïðåäúÿâèì K , è
ðàñôèêñèðóåì ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, aik ,jk → A.

Òåîðåìà I.2 äîêàçàíà.



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 3

Ïóñòü ai,j ̸−−−−→
i,j→∞

A. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ik , jk → +∞ òàêèå, ÷òî aik ,jk ̸→ A
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ̸−−−−→
i,j→∞

A, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k

ñóùåñòâóþò i , j > k òàêèå, ÷òî ai,j ̸∈ Oε(A). Âûáåðåì òàêîå ε > 0.

2 Ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ik , jk > k òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî |aik ,jk − A| > ε. Òàêæå, òàê êàê
ik , jk > k, òî ik , jk → ∞.

3 È, ñëåäîâàòåëüíî, aik ,jk ̸→ A.



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 4

Ïóñòü ai,j ̸−−−−→
i,j→∞

A. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî aik ,jk → B, B ̸= A.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ̸−−−−→
i,j→∞

A, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3, ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ns ,ms òàêèå, ÷òî ans ,ms ̸→ A.
Ïîëîæèì xs = ans ,ms .

2 Òàê êàê xs ̸→ A, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
st ↑↑ +∞, òàêàÿ ÷òî xst → B, B ̸= A. Ïîëîæèì yt = xst = anst ,mst

3 Òàê êàê ns ,ms → +∞, st → +∞, òî òàêæå nst ,mst → +∞. È, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë tk ↑↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî
nstk ,mstk

↑↑ +∞.

4 Ïîëîæèì ik = nstk , jk = mstk
. Òîãäà ik , jk ↑↑ +∞, aik ,jk = anstk ,mstk

= ytk → B.

Òåîðåìà I.3 äîêàçàíà.



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 5

Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , jk , ik � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

jk → +∞, ik � îãðàíè÷åíà. Òîãäà âûïîëíåíî aik ,jk − bik → 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 ik � îãðàíè÷åíà, ò.e. íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå m òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k
âûïîëíåíî ik ≤ m. Âûáåðåì òàêîå m.

2 Çàôèêñèðóåì ε > 0.

3 Òàê êàê ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî äëÿ êàæäîãî i íàéä¼òñÿ Ni òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

j > Ni âûïîëíåíî |ai,j − bi | < ε. Âûáåðåì òàêèå Ni .

4 Ïîëîæèì N = max(N1, . . . ,Nm). Òîãäà ïðè âñåõ j > N è ïðè âñåõ i ≤ m
âûïîëíåíî |ai,j − bi | < ε.

5 Òàê êàê jk → ∞, òî ñóùåñòâóåò K òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ k > K âûïîëíåíî
jk > N. Âûáåðåì òàêîå K .

6 Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ k > K âûïîëíåíî jk > N, ik < m, è, ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíåíî |aik ,jk − bik | < ε.

7 Ïðåäúÿâèì K è ðàñôèêñèðóåì ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, aik ,jk − bik → 0



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 6

Ïóñòü ik , jk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, jk → +∞, ai,j ⇒
j→∞

bi .

Òîãäà aik ,jk − bik → 0
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Çàôèêñèðóåì ε > 0.

2 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ j > N è äëÿ âñåõ i

âûïîëíåíî |ai,j − bi | < ε. Âûáåðåì òàêîå N.

3 Òàê êàê jk ↑↑ +∞, òî ñóùåñòâóåò K òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k > K âûïîëíåíî
jk > N. Âûáåðåì òàêîå K .

4 Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ k > K âûïîëíåíî |aik ,jk − bik | < ε. Ïðåäúÿâèì K , è
ðàñôèêñèðóåì ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, aik ,jk − bik → 0.



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 7

Ïóñòü ai,j ̸⇒
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk

òàêèå, ÷òî jk → ∞, è âûïîëíåíî aik ,jk − bik → A, A ̸= 0
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ̸⇒
j→∞

bi , òî íàéä¼òñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ s ñóùåñòâóþò n,m

òàêèå, ÷òî m > s, è âûïîëíåíî |an,m − bn| ≥ ε. Âûáåðåì òàêîå ε > 0.

2 Ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ,mk

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî mk > k è |ank ,mk − bnk | ≥ ε. Òàê êàê ms > s,
òî ms → +∞.

3 È, cëåäîâàòåëüíî, ans ,ms − bns ̸→ 0. Ïîëîæèì xs = ans ,ms − bns .

4 Òàê êàê xs ̸→ 0, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
sk ↑↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî xsk = ansk ,msk

− bnsk → A, A ̸= 0.

5 Ïîëîæèì ik = nsk , jk = msk . Òàê êàê ms → +∞, sk ↑↑ +∞, òî òàêæå
jk → +∞.

6 È, òàêèì îáðàçîì, aik ,jk − bik → A, A ̸= 0.



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 8

Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , òîãäà ai,j − bi −−−−→
i,j→∞

0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4,
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
aik ,jk − bik → A, A ̸= 0.

2 Òàê êàê ik , jk → ∞, ai,j ⇒
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 6,

âûïîëíåíî aik ,jk − bik → 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåîðåìà I.4 äîêàçàíà.



Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì I

Óòâåðæäåíèå 9

Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , ai,j − bi −−−−→
i,j→∞

0. Òîãäà ai,j ⇒
j→∞

bi .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ai,j ̸⇒
j→∞

bi . Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 7, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî jk → ∞ è aik ,jk − bik → A, A ̸= 0. Ïîëîæèì
xk = aik ,jk − bik .

2 Òàê êàê ai,j −−−−→
j→∞

bi , jk → ∞ è aik ,jk − bik ̸→ 0, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 5, ik � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

3 Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ik íåîãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ks ↑↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî iks → +∞.
Òàêæå, òàê êàê jk → +∞, òî è jks → +∞.

4 Òàêæå âûïîëíåíî xks = aiks ,jks − biks → A.

5 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ai,j − bi −−−−→
i,j→∞

0, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 2, âûïîëíåíî aiks ,jks − biks → 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà I.5 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî aik ,jk − bik → A, A ̸= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 9,

âûïîëíåíî ai,j − bi ̸−−−−→
i,j→∞

0.

2 Òàê êàê ai,j − bi ̸−−−−→
i,j→∞

0, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4, ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
aik ,jk − bik → A, A ̸= 0
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Ïóñòü ik , jk ↑↑ +∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑ +∞, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî nik = jk .
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðè 1 ≤ k ≤ i1, ïîëîæèì nk = j1, ïðè is−1 < k ≤ is ïîëîæèì nk = js . (äëÿ
âñåõ s ≥ 2).

2 Òîãäà nik = jk . Òàêæå nk ↑ +∞, òàê êàê ik ↑ +∞ (ïî ïîñòðîåíèþ).
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Ïóñòü ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî ak,nk − bk ̸→ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 10,

ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
âûïîëíåíî aik ,jk − bik → A, A ̸= 0.

2 Òàê êàê ik , jk ↑↑ +∞, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 11, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑ +∞, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî
nik = jk .

3 Ïîëîæèì xk = aik ,jk − bik , yk = ak,nk − bk

4 Òîãäà yik = aik ,nik
− bik = aik ,jk − bik = xk .

5 È, ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê xk ̸→ 0, òî òàêæå è yk ̸→ 0.

6 Òàêèì îáðàçîì, ak,nk − bk ̸→ 0

Òåîðåìà II.1 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë pk

òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k è äëÿ âñåõ i > pk âûïîëíåíî |ak,i − bk | < 1
k
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå k.

2 Òàê êàê ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî limj→∞ ak,j = bk

3 Òàê êàê limj→∞ ak,j = bk , òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå p òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

i > p âûïîëíåíî |ak,i − bk | < 1
k
.

4 Ðàñôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå k. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå p òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i > p âûïîëíåíî |ak,i − bk | < 1

k
.

5 Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë pk
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k è äëÿ âñåõ i > pk âûïîëíåíî |ak,i − bk | < 1

k
.
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Ïóñòü nk , pk � ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ↑↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ k âûïîëíåíî mk > nk è mk > pk .
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïîëîæèì m1 = max(n1, p1) + 1

2 Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì mk+1 = max(nk , pk ,mk ) + 1

3 Ïî ïîñòðîåíèþ mk ↑↑ +∞, mk > pk , mk > nk .
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Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , nk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà íàéä¼òñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ↑ +∞, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ k mk > nk ,
è âûïîëíåíî ak,mk

− bk → 0.

1 Òàê êàê ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 13, ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k è äëÿ âñåõ i > pk âûïîëíåíî
|ak,i − bk | < 1

k

2 Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 14, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ↑↑ +∞ òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî mk > nk è
mk > pk .

3 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå k. Òàê êàê mk > pk , òî |ak,mk
− bk | < 1

k
.

4 Ðàñôèêñèðóåì k. Äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî |ak,mk
− bk | < 1

k
. Ñëåäîâàòåëüíî,

ak,mk
− bk → 0

Òåîðåìà II.2 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , nk ,mk → ∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

âûïîëíåíî ak,mk
− ak,nk → 0

1 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 6, âûïîëíåíî

ak,nk − bk → 0.

2 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 6, âûïîëíåíî

ak,mk
− bk → 0.

3 Ñëåäîâàòåëüíî, ak,mk
− ak,nk = (ak,mk

− bk )− (ak,nk − bk ) → 0

Òåîðåìà II.3 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi . Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk ,mk ↑ +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k mk > nk , è âûïîëíåíî
ak,mk

− ak,nk ̸→ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ̸⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 12,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk ↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
ak,nk − bk ̸→ 0.

2 Òàê êàê ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 15, ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k
mk > nk , è âûïîëíåíî ak,mk

− bk → 0.

3 Ñëåäîâàòåëüíî, ak,mk
− ak,nk = (ak,mk

− bk )− (ak,nk − bk ) ̸→ 0

Òåîðåìà II.4 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk , nk �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mk ↑↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k mk > nk , è âûïîëíåíî
xmk → A.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå k

2 Òàê êàê A � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî â ìíîæåñòâî O 1
k
(A)

ïîïàäàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3 Â ÷àñòíîñòè, íàéä¼òñÿ íîìåð mk òàêîé, ÷òî mk > nk òàêîé, ÷òî xmk ∈ O 1
k
(A)

4 Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ âñåõ k mk > nk , è âûïîëíåíî xmk → A.
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Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , limj→∞ cj = A. Òîãäà limi→∞ bi = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j −−−−→
i→∞

cj , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 13, ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë pk òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k è äëÿ âñåõ
i > pk âûïîëíåíî |ai,k − ck | < 1

k

2 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bi èìååò ÷àñòè÷íûé
ïðåäåë B, B ̸= A. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 18, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k nk > pk , è âûïîëíåíî bnk → B.

3 È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî |ank ,k − ck | < 1
k
.

4 Òàêèì îáðàçîì, ank ,k − ck → 0.

5 Òàê êàê ank ,k − ck → 0, ck → A, òî âûïîëíåíî ank ,k → A.

6 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 6,

âûïîëíåíî ank ,k − bnk → 0.

7 Òàê êàê bnk → B, ank ,k − bnk → 0, òî âûïîëíåíî ank ,k → B.

8 ank ,k → A, ank ,k → B, B ̸= A. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , limi→∞ bi = A. Òîãäà limj→∞ cj = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j −−−−→
i→∞

cj , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 15, íàéä¼òñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ↑ +∞ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
amk ,k − ck → 0.

2 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 6, âûïîëíåíî

amk ,k − bmk → 0.

3 Òàê êàê mk ↑ +∞, limi→∞ bi = A, òî bmk → A.

4 Òàê êàê amk ,k − bmk → 0, bmk → A, òî amk ,k → A.

5 Òàê êàê amk ,k − ck → 0, amk ,k → A, òî ck → A.
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Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj . Òîãäà ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî A òàêîå,

÷òî limi→∞ bi = A.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë sk , rk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî bsk − brk ̸→ 0.

2 Ïîëîæèì dk,m = ask ,m − ark ,m, ek = bsk − brk ̸→ 0.

3 Òàê êàê ai,j −−−−→
i→∞

cj , òî äëÿ âñåõ m âûïîëíåíî

dk,m = ask ,m − ark ,m −−−−→
k→∞

cm − cm = 0. Òàê êàê ai,j −−−−→
j→∞

bi , òî äëÿ âñåõ k

âûïîëíåíî dk,m = ask ,m − ark ,m −−−−→
m→∞

bsk − brk = ek

4 Òàê êàê dk,m −−−−→
k→∞

0, ek ̸→ 0, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 19,

dk,m ̸⇒
m→∞

ek . Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 10, ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë kt ,mt ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî
dkt ,mt − ekt ̸→ 0.

5 Îäíàêî, òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî askt ,mt − bskt → 0, arkt ,mt − brkt → 0

6 È, ñëåäîâàòåëüíî, dkt ,mt − ekt = (askt ,mt − bskt )− (arkt ,mt − brkt ) → 0.
Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , bi → A. Òîãäà ai,j −−−−→
i,j→∞

A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4,
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
âûïîëíåíî aik ,jk ̸→ A.

2 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , òî âûïîëíåíî aik ,jk − bik → 0.

3 Òàê êàê bi → A, òî bik → A.

4 Òàê êàê aik ,jk − bik → 0, bik → A, òî aik ,jk → A. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïóñòü ai,j −−−−→
i,j→∞

A, ai,j −−−−→
i→∞

cj , cj → A, ãäå A � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

ai,j ⇒
i→∞

cj .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ai,j ̸⇒
i→∞

cj

2 Òàê êàê ai,j ̸⇒
i→∞

cj , ai,j −−−−→
i→∞

cj , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 10,

ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
âûïîëíåíî aik ,jk − cjk ̸→ 0.

3 Òàê êàê ai,j −−−−→
i,j→∞

A, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2, âûïîëíåíî

aik ,jk → A

4 Òàê êàê cj → A, òî cjk → A.

5 Òàê êàê aik ,jk → A, cjk → A, òî aik ,jk − cjk → 0. Ïðîòèâîðå÷èå.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì III
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Ïóñòü ai,j ⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj . Òîãäà ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî A òàêîå,

÷òî âûïîëíåíî:
1) limi→∞ bi = A
2) limj→∞ cj = A
3) ai,j −−−−→

i,j→∞
A

4) ai,j ⇒
i→∞

cj

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 21,

ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî A òàêîå, ÷òî bi → A. Ïóíêò 1) äîêàçàí.

2 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , bi → A, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì

20, âûïîëíåíî cj → A. Ïóíêò 2) äîêàçàí.

3 Òàê êàê ai,j ⇒
j→∞

bi , bi → A, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 22,

âûïîëíåíî ai,j −−−−→
i,j→∞

A. Ïóíêò 3) äîêàçàí.

4 Òàê êàê ai,j −−−−→
i,j→∞

A, ai,j −−−−→
i→∞

cj , cj → A, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 23, âûïîëíåíî ai,j ⇒
i→∞

cj . Ïóíêò 4) äîêàçàí.

Òåîðåìà III.1 äîêàçàíà
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Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , limi→∞ bi = A, limj→∞ cj = A, ai,j −−−−→
i,j→∞

A,

ãäå A � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà:
1) ai,j ⇒

j→∞
bi

2) ai,j ⇒
i→∞

cj

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Òàê êàê ai,j −−−−→
i,j→∞

A, ai,j −−−−→
i→∞

cj , cj → A, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 23, âûïîëíåíî ai,j ⇒
i→∞

cj . Ïóíêò 2) äîêàçàí.

2 Ïóíêò 1) ñëåäóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 24, ïðèìåíåííûì ê
äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a′i,j = aj,i .

Òåîðåìà III.2 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , limi→∞ bi = A, limj→∞ cj = A, ãäå A �

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è äëÿ âñåõ i , j âûïîëíåíî ai,j+1 ≤ ai,j .
Òîãäà ai,j −−−−→

i,j→∞
A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî òàê êàê äëÿ êàæäîãî i limj→∞ ai,j = bi , è ai,j ↓, òî
äëÿ âñåõ i , j âûïîëíåíî bi ≤ ai,j .

2 Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ai,j ̸−−−−→
i,j→∞

A. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 4, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ik , jk ↑↑ +∞ òàêèå, ÷òî
aik ,jk → B, B ̸= A.

3 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m.

4 Òàê êàê jk → ∞, òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k > N âûïîëíåíî
jk > m. Âûáåðåì òàêîå N.

5 Òîãäà ïðè âñåõ k > N âûïîëíåíî bik ≤ aik ,jk ≤ aik ,m. Òàê êàê ïðè k → ∞
bik → A, aik ,jk → B, aik ,m → cm, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî
A ≤ B ≤ cm

6 Ðàñôèêñèðóåì m. Ïðè âñåõ m âûïîëíåíî A ≤ B ≤ cm. Òàê êàê ïðè m → ∞
cm → A, òî âûïîëíåíî A = B. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïóñòü ai,j −−−−→
j→∞

bi , ai,j −−−−→
i→∞

cj , limi→∞ bi = A, limj→∞ cj = A, ãäå A �

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è äëÿ âñåõ i , j âûïîëíåíî ai,j+1 ≤ ai,j .
Òîãäà:
1) ai,j −−−−→

i,j→∞
A.

2) ai,j ⇒
j→∞

bi

3) ai,j ⇒
i→∞

cj

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïóíêò 1) ñëåäóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 26.

2 Ïóíêòû 2), 3) ñëåäóþò â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 25.

Òåîðåìà IV.1 äîêàçàíà.
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