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Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ðåàëüíîé ñèñòåìû ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü òðóäíóþ, ìíîãîñòîðîííþþ è íåòðèâèàëüíóþ çà-
äà÷ó. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå îñíîâû ÷àñòî áåðóò óæå èçâåñòíûå áàçîâûå
ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, êîòîðûå óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ èëè â áëèçêèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íå
èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïîñòðîåííûõ ïî-
äîáíûì îáðàçîì ìîäåëåé. Âîïðåêè î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííîìó â ñðåäå
ìàòåìàòèêîâ ìíåíèþ, íè ïðèìåíåíèå áîëåå ñëîæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà, íè èñïîëüçîâàíèå áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé íå ñäåëàþò
ìîäåëü àäåêâàòíîé, åñëè ñòðóêòóðà ìîäåëè íå ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòó-
ðå ðåàëüíîé ñèñòåìû â ðàìêàõ ïðåäïîëàãàåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ñèñòåìîé. Â ñòàòüÿõ [1] è [2] îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå
îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â òîì ÷èñëå äëÿ
íàèáîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì, ñïîñîáíûõ ìåíÿòü ñâîþ ðåàêöèþ, à òàêæå
ñîñòîÿíèå, â çàâèñèìîñòè îò óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé è ñîñòîÿíèÿ
âíåøíåãî îêðóæåíèÿ. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ êîððåêòèðîâàòü íàäëåæàøèì
îáðàçîì ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, åñ-
ëè ñèñòåìà âêëþ÷àåò àêòèâíûå ïîäñèñòåìû (ýëåìåíòû) ñî ñâîèìè èí-
òåðåñàìè è íàáîðàìè äåéñòâèé, òî îäíîé èç ïðèåìëåìûõ áàçîâûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîãóò ñëóæèòü çàäà÷è òåîðèè èãð è èñïîëüçîâàòüñÿ
ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè âûáîð íàèáî-
ëåå ïðèåìëåìîé èç òàêèõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà î÷åíü ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ðàçáèðàþòñÿ íåêî-
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òîðûå êîíêðåòíûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîïûòêàõ ïîñòðîèòü
ìîäåëè òàêèõ ñèñòåì. Ýòî óïðîùåíèå äàíî òîëüêî äëÿ íàãëÿäíîñòè
èçëîæåíèÿ è íå çíà÷èò, ÷òî ïðèâîäÿòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ìîäåëè ðå-
àëüíûõ ñèñòåì. Òåì íå ìåíåå, ïîíèìàíèå ýòèõ òðóäíîñòåé çíà÷èòåëüíî
îáîãàòèò àðñåíàë èñïîëüçóåìûõ ñðåäñòâ.

Òèïè÷íîé è î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííîé îøèáêîé ìîäåëèðîâàíèÿ è àíà-
ëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà èõ àïïðîêñèìàöèè ñòàòè÷íû-
ìè (ïðîñòûìè) ñèñòåìàìè è èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ æå ïðîñòûõ ìîäå-
ëåé. Ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíûé ïðèìåð.

Ïóñòü èìååòñÿ ôèðìà, âûïóñêàþùàÿ äâà òîâàðà, äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóåòñÿ îäèí âèä ðåñóðñà. Íà ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä îáùèé îáúåì
çàïàñà ðåñóðñà íå äîëæåí ïðåâîñõîäèòü äâóõ åäèíèö. Âåêòîð (u1, u2)
îïðåäåëÿåò îáúåìû âûïóñêà ïðîäóêöèè. Ïóñòü ïî òåõíîëîãèè ïðîèç-
âîäñòâî åäèíèöû êàæäîãî òîâàðà òðåáóåò åäèíèöû ðåñóðñà. Èìååì
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âûïóñêîâ

U =
{
u ∈ R2 u1 + u2 ≤ 2, u1 ≥ 0, u2 ≥ 0

}
.

Ôèðìà åñòåñòâåííî ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè ïðîäàí-
íûõ òîâàðîâ, ò.å. ê ìàêñèìèçàöèè âûðàæåíèÿ

c1u1 + c2u2

íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå U , åñëè çàðàíåå èçâåñòíû öåíû c1 è c2 íà
òîâàðû íà ýòîò ïåðèîä. Òîãäà íàèëó÷øèå îáúåìû âûïóñêà u? áóäóò
îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

{
c1 > c2 =⇒ u? = (2, 0),
c1 ≤ c2 =⇒ u? = (0, 2).

Â äàííîì ïðèìåðå öåíû íå ìåíÿþòñÿ (ò.å. ðåàêöèÿ ïîòðåáèòåëåé íà
âûïóñê íå ìåíÿåòñÿ). Ýòî ñòàòè÷íàÿ (ïðîñòàÿ) ñèñòåìà.

Ïóñòü òåïåðü öåíû íà òîâàðû çàâèñÿò îò îáúåìîâ èõ âûïóñêîâ èç-çà
ðåàêöèè ïîòðåáèòåëåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c1(u1) = 2− u1, c2(u2) = 2− u2.
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷åì áîëüøå ïðåäëîæåíèå, òåì íèæå öåíà. Òàêèì îáðà-
çîì, èñõîäíóþ ñèñòåìó ìîæíî ñ÷èòàòü ñëîæíîé, ïîñêîëüêó ðåàêöèÿ
ýëåìåíòîâ çàâèñèò îò çíà÷åíèé âûïóñêîâ (óïðàâëåíèé). Åñëè ïðîèãíî-
ðèðîâàòü ýòîò ôàêò è âûáèðàòü îïòèìàëüíûå âûïóñêè íà îñíîâå òåêó-
ùèõ ñîñòîÿíèé, òî ïðè òåêóùèõ öåíàõ c1 < c2 ïîëó÷èì îïòèìàëüíûå
îáúåìû (0, 2), èì ñîîòâåòñòâóþò öåíû (2, 0) è äîõîä 0. Åñëè ñíîâà âû-
áðàòü îïòèìàëüíûå âûïóñêè (2, 0) íà îñíîâå òåêóùèõ öåí, òî ñíîâà
ñèñòåìà ïðèäåò ê öåíàì (0, 2) è äîõîäó 0. Òàêèì îáðàçîì, ¾îïòèìàëü-
íîå¿ óïðàâëåíèå ïî íåàäåêâàòíîé ìîäåëè øâûðÿåò ñèñòåìó èç óãëà
â óãîë è îáðàòíî, â ïðèíöèïå äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì ôèðìà íå
ïîëó÷àåò âîâñå íèêàêîãî äîõîäà.

Â ïðàâèëüíîé ìîäåëè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü áóäóùóþ ðåàêöèþ ñè-
ñòåìû íà óïðàâëåíèå, ò.å. äàííàÿ ñèñòåìà äîëæíà ñ÷èòàòüñÿ ñëîæíîé
è ðåøàòü çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ. Çàäà÷à òîãäà ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîí-
íîìó íåðàâåíñòâó: íàéòè òî÷êó u∗ ∈ U , òàêóþ ÷òî îíà ìàêñèìèçèðóåò
âûðàæåíèå

c1(u
∗
1)u1 + c2(u

∗
2)u2

íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå U . Ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u∗ = (1, 1), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå óñòàíàâëèâàþòñÿ öåíû c = (1, 1),
è òå æå îáúåìû ÿâëÿþòñÿ äëÿ íèõ îïòèìàëüíûìè ñ äîõîäîì 2.

Äðóãàÿ òðóäíîñòü ñâÿçàíà ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ îïòèìàëüíûõ äëÿ ñè-
ñòåìû ñîñòîÿíèé ê âîçìóùåíèÿì èç-çà äåéñòâèé îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü èìååòñÿ ôèðìà, âûïóñêàþùàÿ âñåãî îäèí òîâàð, êîòîðûé ïðî-
äàåòñÿ íà ðûíêå, ïðè÷åì öåíà íà íåãî p òàêæå çàâèñèò îò îáúåìà ïðåä-
ëîæåíèÿ t èç-çà ðåàêöèè ïîòðåáèòåëåé, ò.å. p = p(t). Åñëè äëÿ óïðîùå-
íèÿ èñêëþ÷èòü èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà è îãðàíè÷èòü ñâåðõó âûïóñêè
âåëè÷èíîé 1, òî íàèëó÷øèé îáúåì t∗ áóäåò ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ
äîõîäà

ϕ(t) = tp(t)

íà îòðåçêå [0, 1]. Åñëè ïðè ýòîì t∗ < 1, òî ìîæíî âçÿòü te = 1 > t∗, è
òîãäà

tep(t∗) = p(t∗) > ϕ(t∗).

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ñèñòåìà äîñòàòî÷íî èíåðöèîííà, òî ôèðìà ìîæåò
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óâåëè÷èòü âûïóñê è ïîëó÷èòü åùå áîëüøèé äîõîä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ϕ(te) = tep(te) ≤ t∗p(t∗) = ϕ(t∗),

íî ïðè ýòîì îòêëîíåíèå îò âûïóñêà te = 1 íåâûãîäíî, ïîñêîëüêó

tp(te) ≤ tep(te) = ϕ(te)

äëÿ ëþáîãî t èç [0, 1]. Ïîýòîìó ñîñòîÿíèå te áîëåå óñòîé÷èâî, ÷åì t∗,
õîòÿ è ìîæåò äàâàòü ìåíüøèé äîõîä. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ öåíû
p(t) = 3− 2t, òî t∗ = 3/4 < 1, à te = 1, òîãäà

t∗p(t∗) = 9/8 > tep(te) = 1.

Ýòà ìîäåëü âûãëÿäèò íåðåàëèñòè÷íî è ñëèøêîì ïðîñòî, ôèðìà ìîæåò
ÿâíî âû÷èñëèòü âûïóñê ñ íàèáîëüøèì äîõîäîì è ôèêñèðîâàòü åãî,
íî âîïðîñ â òîì, êàê õîðîøî ðóêîâîäñòâî ôèðìû îöåíèâàåò ðåàêöèþ
ïîòðåáèòåëåé.

Ïóñòü òåïåðü òîò æå òîâàð âûïóñêàþò n ôèðì, òîâàð ïðîäàåòñÿ
íà ðûíêå, öåíà íà íåãî p òàêæå çàâèñèò îò îáúåìà ïðåäëîæåíèÿ, ò.å.
p = p(t), t = (t1, . . . , tn). Åñëè äëÿ óïðîùåíèÿ òàêæå èñêëþ÷èòü èç-
äåðæêè ïðîèçâîäñòâà è îãðàíè÷èòü ñâåðõó âûïóñê ti êàæäîé i-é ôèð-
ìû âåëè÷èíîé 1/n, òî îáùèé îáúåì âûïóñêà áóäåò îãðàíè÷åí ñâåðõó
âåëè÷èíîé 1. Êàæäàÿ ôèðìà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ
ôóíêöèþ äîõîäà

ϕi(t) = tip(t)

íà îòðåçêå [0, 1/n], ãäå p(t) = p̃(τ), îáùèé âûïóñê

τ =
n∑

i=1

ti.

Ïðè ýòîì âåêòîð íàèëó÷øèõ îáúåìîâ t∗ = (t∗1, . . . , t
∗
n) ìîæíî íàéòè êàê

ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è ìàêñèìèçèçàöèè îáùåé ôóíêöèè äîõîäà

ϕ(τ) = τ p̃(τ)

íà îòðåçêå [0, 1]. Åñëè åå ðåøåíèå τ ∗, òîãäà, î÷åâèäíî, t∗i = τ ∗/n äëÿ
ëþáîãî i. Íàïðèìåð, åñëè êàê âûøå âçÿòü ôóíêöèþ öåíû p̃(τ) = 3−2τ ,
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òî τ ∗ = 3/4 < 1, è t∗i = 3/(4n) äëÿ ëþáîãî i = 1, n. Åñëè ïðè ýòîì
âçÿòü ti = 1/n > t∗i , òî

τ p̃(τ ∗) = p̃(τ ∗) = 3/2 > 9/8 = τ ∗p̃(τ ∗).

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôèðìû ìîãóò îòêëîíèòüñÿ îò âûïóñêîâ t∗i è ïîëó÷èòü
åùå áîëüøèé äîõîä. Íî îòêëîíåíèå âñåõ ôèðì áóäåò çàìå÷åíî ïîòðåáè-
òåëÿìè, à îòêëîíåíèå îäíîé ôèðìû ìîæåò ïðîéòè íåçàìå÷åííûì èìè.
Òîãäà òîëüêî ýòà ôèðìà ïîëó÷èò áîëüøèé äîõîä, ïîñêîëüêó

tip̃(τ ∗) = 3/(2n) > 9/(8n) = t∗i p̃(τ ∗).

Â èòîãå ñîñòîÿíèå t∗ áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ê òàêèì
îòêëîíåíèÿì íàäî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå te = (te1, . . . , t

e
n), òàêîå ÷òî

tip(te) ≤ teip(te)

äëÿ ëþáîãî ti èç [0, 1/n] è ëþáîãî i = 1, n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî tei = 1/n
è ëþáîãî i = 1, n, íî

τ ep(te) = 1 < 9/8 = τ ∗p(t∗)

è
teip(te) = 1/n < 9/(8n) = t∗i p(t∗) äëÿ ëþáîãî i = 1, n.

Çäåñü

τ e =
n∑

i=1

tei .

Ïîýòîìó ñîñòîÿíèå te áîëåå óñòîé÷èâî, ÷åì t∗, õîòÿ è ìîæåò äàâàòü
ìåíüøèé äîõîä.

Êðîìå òîãî, ôèðìû ñàìè ìîãóò ó÷èòûâàòü îòêëîíåíèÿ äðóã äðóãà.
Â êà÷åñòâå ìîäåëè ñèñòåìû òîãäà ìîæíî âçÿòü áåñêîàëèöèîííóþ èãðó
n ëèö, â êîòîðîé êàæäûé i-é èãðîê èìååò ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé [0, 1/n]
è ôóíêöèþ âûèãðûøà ϕi. Â ýòèõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ êàê ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó; ñì., íàïðèìåð, [3]. Îáîçíà÷èì äëÿ
êðàòêîñòè (t−i, si) = (t1, . . . , ti−1, si, ti+1, . . . , tn) � íàáîð t, â êîòîðîì
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êîìïîíåíòà ti çàìåíåíà íà si. Äëÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ta = (ta1, . . . , t
a
n)

èìååì
ϕi(t

a) ≥ ϕi(t
a
−i, ti), ∀ti ∈ [0, 1/n], i = 1, n.

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ íè îäíîé èç ôèðì ïî îòäåëüíîñòè íåâûãîäíî
îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè, åñëè äðóãèå ïðèäåðæè-
âàþòñÿ ñâîèõ ñòðàòåãèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âûãîäíîñòè îòäåëüíàÿ
ôèðìà îòêëîíèòñÿ îò ñâîåé òåêóùåé ñòðàòåãèè.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü îãðàíè÷åíèÿìè, òî ïðè âîãíóòîñòè ôóíêöèè ϕi ïî
ti óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî çàïèñàòü â óïðîùåííîì âèäå:

∂ϕi(t
′)

∂ti
= 0, i = 1, n.

Åñëè êàê âûøå âçÿòü ôóíêöèþ öåíû p̃(τ) = 3− 2τ , òî

ϕi(t) = ti

(
3− 2

n∑
j=1

tj

)
,

ñâîéñòâî âîãíóòîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
n∑

j=1

t′j + 2t′i = 3/2, i = 1, n,

ñ ðåøåíèåì t′i = 3/(2(n+2)), i = 1, n. Ñ÷èòàÿ n > 4, ïîëó÷èì t′i > 1/n,
ïîýòîìó tai = 1/n, i = 1, n. Â ñàìîì äåëå, ϕi(t

a) = 1/n, íî

ϕi(t
a
−i, ti) = ti (1 + 2(1/n− ti)) ≤ 1/n ∀ti ∈ [0, 1/n].

Çäåñü âåêòîðû te è ta ñîâïàäàþò, íî â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.
Ñîñòîÿíèå ta áîëåå óñòîé÷èâî è â ýòîì ñìûñëå, ÷åì t∗, íî ìîæåò äàâàòü
ìåíüøèé äîõîä.

Îòñþäà òàêæå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîîðäèíàöèÿ äåéñòâèé
ó÷àñòíèêîâ, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì, ÷åì â ñëó-
÷àå èõ äåöåíòðàëèçîâàííûõ èëè íåçàâèñèìûõ äåéñòâèé. Â ïðèìåðå âû-
øå ýòî çíà÷èò, ÷òî

ϕ(τ ∗) =
n∑

i=1

t∗i ϕi(t
∗) ≥

n∑
i=1

teiϕi(t
e)
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è
n∑

i=1

t∗i ϕi(t
∗) ≥

n∑

i=1

t′iϕi(t
′),

êàê ïðàâèëî, íåðàâåíñòâà ñòðîãèå. Íî êîîðäèíàöèÿ äåéñòâèé âîçìîæíà
ëèáî ïî òðåáîâàíèþ öåíòðà ñèñòåìû, ëèáî ïî ñïåöèàëüíîìó ñîãëàøå-
íèþ. Ñàìó ðàçíèöó ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà ìîæíî
íàçâàòü äåôåêòîì äåöåíòðàëèçàöèè èëè äåôåêòîì ðûíêà äëÿ ýêîíî-
ìèêè. Ïîñêîëüêó òàêîå íàçâàíèå áðîñàåò òåíü íà ñâîáîäíûé ðûíîê,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êðàåóãîëüíûì êàìíåì ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ òåîðèé, âìåñòî íåãî îáû÷íî èñïîëüçóþò ñòðàííûé, íî èäåî-
ëîãè÷åñêè âûäåðæàííûé òåðìèí: öåíà àíàðõèè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèìåíåíèå öåíòðàëèçîâàííîé ñõåìû óïðàâëåíèÿ
ìîæåò ñòîëêíóòüñÿ ñ äðóãèìè ïðîáëåìàìè, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïðè-
íÿòû âî âíèìàíèå. Íàïðèìåð, âîçüìåì äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó, ñîñòî-
ÿùóþ èç öåíòðà è n ïîäñèñòåì (ïðåäïðèÿòèé), êîòîðûå ïîëó÷àþò îò
öåíòðà îáùèé ðåñóðñ è ïðîèçâîäÿò ðàçëè÷íûå ïðîäóêòû, ïîëó÷àÿ ïðè
ýòîì äîõîä. Çàäà÷à öåíòðà ñîñòîèò â ðàñïðåäåëåíèè b åäèíèö îáùåãî
ðåñóðñà, òàê ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü îáùóþ ïðèáûëü

n∑
i=1

ϕi(xi)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

i=1

xi = b, xi ≥ 0, i = 1, n,

ãäå ϕi(xi) � ïðèáûëü i-é ïîäñèñòåìû ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðåñóðñà xi. Ïðî-
áëåìà ìîæåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî ïîäñèñòåìû ìîãóò ñîîáùàòü öåíòðó
íåâåðíûå äàííûå î ôóíêöèÿõ ϕi èç-çà ðàçëè÷èÿ èíòåðåñîâ ñ öåíòðîì,
÷òîáû óâåëè÷èòü äîëþ ñâîåãî ðåñóðñà çà ñ÷åò äðóãèõ. Ïóñòü äëÿ óïðî-
ùåíèÿ

ϕi(xi) = σi + τixi − 0.5x2
i , σi ≥ 0, τi > 0, i = 1, n.

Òîãäà íàèëó÷øèé îáúåì ðåñóðñà òîëüêî i-é ïîäñèñòåìû x̄i ìîæíî íàé-
òè èç óñëîâèÿ

ϕ′i(x̄i) = τi − x̄i = 0,
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ò.å. x̄i = τi. Ñ÷èòàÿ, ÷òî τi ¿ b, ïîëó÷èì, ÷òî x̄i åñòü ðåøåíèå çàäà-
÷è ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïðèáûëè i-é ïîäñèñòåìû ϕi(xi) íà îòðåçêå
[0, b]. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è öåíòðà ñèñòåìû ìîæíî ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ
xi ≥ 0 è çàïèñàòü óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè:

ϕ′i(x̃i) = τi − x̃i = λ, i = 1, n,
n∑

i=1

x̃i = b.

Îòñþäà èìååì

λ =

(
n∑

j=1

τj − b

)
/n

è
x̃i = x̄i −

(
n∑

j=1

x̄j − b

)
/n, i = 1, n.

Åñëè òåïåðü x̃i ≥ 0, i = 1, n, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è öåíòðà
ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå çäåñü λ > 0, òàê ÷òî x̃i < x̄i

è ïîäñèñòåìû áóäóò ñòðåìèòüñÿ óâåëè÷èòü äîëþ ñâîåãî ðåñóðñà îò x̃i.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k-ÿ ïîäñèñòåìà ñîîáùèò öåíòðó çíà÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà τ ′k = τk + δ, δ > 0, âìåñòî τk, ò.å. óêàæåò ëó÷øóþ ôóíêöèþ
ïðèáûëè. Òîãäà k-ÿ ïîäñèñòåìà ïîëó÷èò âìåñòî x̃k äîëþ

x′k = τk + δ −
(

n∑
j=1

τj − b

)
/n− δ/n = x̃k + (1− 1/n) δ > x̃k,

÷òî ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ åå ïðèáûëè, çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ îáùåñè-
ñòåìíîé. Â èòîãå ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû ñèñòåìû íà
ïðîâåäåíèå ïðîâåðîê ïðåäïðèÿòèé. Åùå îäíîé ïðîáëåìîé öåíòðàëèçî-
âàííîé ñõåìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îáðàáîòêè è ó÷åòà
áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ. Â îïèñàííîé âûøå äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìå
ýòî êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè òåõíîëîãèè ðàáîòû îòäåëüíûõ ïðåäïðèÿ-
òèé. Êðîìå òîãî, ýòè äàííûå íàäî ïîñòîÿííî ïåðåäàâàòü ìåæäó öåí-
òðîì è ïðåäïðèÿòèÿìè, ÷òî ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò. Äëÿ
ñîêðàùåíèÿ îáúåìîâ èñïîëüçóåìîé èíôîðìàöèè îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ
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ìåòîäû äåêîìïîçèöèè; ñì., íàïðèìåð, [4]. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðîâåðêè
êîððåêòíîñòè èñïîëüçóåìûõ ïðåäïðèÿòèÿìè äàííûõ ñòàíóò åùå ñëîæ-
íåå.

Êðîìå òîãî, ïî ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü íàèëó÷øèé âûáîð óïðàâëåíèÿ ñè-
ñòåìîé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, åñëè ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íóþ ìîäåëü. Â òî æå âðåìÿ òåêóùèõ çíàíèé î ñèñòåìå ìîæåò áûòü
íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîëíîå íàèëó÷øåå ðåøåíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïåðåâîäó ñèñòåìû â íàèëó÷øåå ñîñòîÿíèå ïî êàêîìó-òî
âûáðàííîìó êðèòåðèþ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òîëüêî íåêîòîðûå îãðàíè-
÷åííûå íàáîðû äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèè î öåëè è îãðàíè÷åíèÿõ ìîãóò
áûòü èçâåñòíû â êàæäîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, ðåøåíèÿ áóäóò ñàìè çàâè-
ñåòü îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ
ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â [5].

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå öåëè çàâèñèò îò òå-
êóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè òåêóùåì ñîñòîÿíèè x ìîæíî îöåíèòü çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè â ñîñòîÿíèè y êàê f(x, y). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî f(x, x) äàåò äîâîëüíî òî÷íóþ îöåíêó, íî çíà÷åíèå f(x, y) ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò f(y, y), ò.å. îöåíêè ñîñòîÿíèÿ y â ñîñòîÿíèè y. Êðîìå
òîãî, çíà÷åíèå f(y, y) íåèçâåñòíî â ñîñòîÿíèè x. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âû-
áîð ñîñòîÿíèÿ ïî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè f íà çàäàííîì
äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå D çäåñü íå êàæåòñÿ ïîäõîäÿùèì. Âìåñòî ýòîãî
ìîæíî ïðèìåíèòü ðàâíîâåñíûé ïðèíöèï âûáîðà ñîñòîÿíèÿ íà îñíîâå
çàäà÷è îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè: íàéòè òî÷êó x∗ ∈ D òàêóþ, ÷òî

f(x∗, x∗) ≥ f(x∗, y) ∀y ∈ D.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå x∗ äàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè öåëè ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè âîçìîæíûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè, îöåíèâàåìûìè â òåêóùåì ñîñòîÿíèè x∗.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ çà-
äà÷ îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè. Âîçüìåì ïðîìûøëåííóþ ñèñòåìó,
êîòîðàÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòü n òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà ðàçëè÷íûõ
ïðîäóêòîâ. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð óðîâíåé èíòåíñèâíîñòè
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òåõíîëîãèé, îïðåäåëÿþùèé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óðîâíåé èíòåíñèâíîñòè. Äëÿ îöåíêè ñîñòîÿ-
íèÿ x èñïîëüçóþòñÿ m ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò âêëþ-
÷àòü êàê îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòîâ, òàê è ñîöèàëüíûå è èíôðà-
ñòðóêòóðíûå ïîêàçàòåëè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ îöåíêà
ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . ϕm(x)). Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü âåêòîð ϕ(x) íà
ìíîæåñòâå D. Îáû÷íî ïîíÿòèå ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
íà îñíîâå ïîäõîäÿùåãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êðè-
òåðèåâ. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî
Ïàðåòî (ñì., íàïðèìåð, [6]), íî ìíîæåñòâî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ òî-
÷åê ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì øèðîêèì, ÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü ðåøåíèÿ.
Äëÿ îòáîðà ëó÷øåãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò
ñâåðòêó êðèòåðèåâ, ò.å. íàçíà÷àþò èõ âåñà

λi > 0, i = 1,m,

m∑
i=1

λi = 1,

âìåñòî âåêòîðíîé çàäà÷è ðåøàþò çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ñ îäíèì êðè-
òåðèåì

m∑
i=1

λiϕi(x)

è äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì D. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ
òðóäíîñòü íàçíà÷åíèÿ âåñîâ λi, ïîñêîëüêó öåëåâûå ôóíêöèè fi ìîãóò
áûòü ñîâåðøåííî ðàçíîðîäíûìè. Áîëåå òîãî, â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå
âåñà ìîãóò çàâèñåòü îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò îä-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó ìîæåò ïîòðåáîâàòü ðåîðãàíèçàöèè ïðîèçâîä-
ñòâà, ââåäåíèÿ íîâîãî îáîðóäîâàíèÿ. Ñàìîå ãëàâíîå, çà âðåìÿ ïåðåõîäà
ìîæåò èçìåíèòüñÿ îòíîøåíèÿ ê âàæíîñòè ôàêòîðîâ. Ïîýòîìó âåêòîð
âåñîâ λ(x) = (λ1(x), . . . λm(x)) â ñîñòîÿíèè x ìîæåò áûòü íåèçâåñòåí â
äðóãèõ ñîñòîÿíèÿõ. Òîãäà ñëåäóåò îïðåäåëèòü áèôóíêöèþ

f(x, y) =
m∑

i=1

λi(x)ϕi(y)

è ðåøàòü óêàçàííóþ âûøå çàäà÷ó îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè. Êîíå÷-
íî, ýòà çàäà÷à âûãëÿäèò ñëîæíåå îáû÷íîé, íî çàòî òî÷íåå îòðàæàåò
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ñâîéñòâà ðåàëüíîé ñèñòåìû.
Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 2, m = 5, D = [0, 4]× [0, 2],

ϕi(x) = αi1x1 + αi2x2 + βi, i = 1, 5.

Åñëè âçÿòü

(α11, α12, β1) = (1,−1, 2),

(α21, α22, β2) = (−1, 1, 0),

(α31, α32, β3) = (1, 1,−1),

(α41, α42, β4) = (−2, 1,−1),

(α51, α52, β5) = (1,−2,−2);

òî â ñîñòîÿíèè x′ = (1, 1) ïðè

λ(x′) = (1, 2, 1, 2, 1)

ïîëó÷èì
f(x′, y) = −3y1 + 2y2 − 3,

îòñþäà äëÿ òî÷êè x̃ = (0, 2) èìååì

f(x′, x′) = −4 < 1 = f(x′, x̃),

ò.å. x′ � íå ðåøåíèå çàäà÷è îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè. Íî â ñîñòîÿíèè
x′′ = (4, 0) ïðè

λ(x′′) = (2, 1, 2, 1, 2)

ïîëó÷èì
f(x′′, y) = 3y1 − 2y2 − 3.

Îòñþäà
f(x′′, x′′) = 9 ≥ f(x′′, y) ∀y ∈ D,

ò.å. x′′ � ðåøåíèå çàäà÷è îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè.
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