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Аннотация: Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå �ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ�. Äàííûé ìåòîä ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè

ìíîãîãðàííèêà, îãðàíè÷èâàþùåãî äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ïóòü îò íà÷àëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè äî òî÷êè, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öå-

ëåâîé ôóíêöèè. Âåêòîð äâèæåíèÿ ñòðîèòñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ/óìåíü-

øåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðåäñòàâëåíî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà, ðåàëèçóþ-

ùåãî ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè. Îïèñàííûé ìåòîä ïðåä-

ïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ãëóáîêîé íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ãðàíÿì äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ìíîãîìåð-

íûé ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â òî÷êå òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ,

êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà âõîä íåéðîííîé ñåòè. Ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, íåîáõîäèìîå

äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àïåêñ-ìåòîäà.
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Abstract: The article presents a new iterative method of linear programming, called the surface

movement method. This method builds a path from the initial boundary point to the point at which

the optimal value of the objective function is achieved on the surface of a polytope that restricts

the feasible region of linear programming problem. The movement vector de�nes the direction of
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the maximum increase/decrease in the value of the objective function. A formal description of the

algorithm implementing the surface movement method is ed. The convergence theorem is proved. The

described method involves the use of a feed forward deep neural network to determine the direction

of movement along the edges of a feasible polytope. To do this, a multidimensional local image of

the linear programming problem is constructed at the point of the current approximation, which is

fed to the input of the neural network. The set of labeled precedents necessary for training a neural

network can be obtained using the apex method.

Keywords: linear programming, surface motion method, iterative method, convergence theorem,

deep neural network.
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1. Введение. Áûñòðîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé îáðàáîòêè è õðàíåíèÿ áîëüøèõ äàííûõ [1] ïðèâåëî ê

âîçíèêíîâåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â âèäå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

(ËÏ) áîëüøîé ðàçìåðíîñòè [2]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è ËÏ, ñâÿçàííûå ñ

îïòèìèçàöèåé íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ [3]. Â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ËÏ îãðàíè÷åíèÿ è öåëåâàÿ ôóíê-

öèÿ ìîãóò ìåíÿòüñÿ äèíàìè÷åñêè â õîäå åå ðåøåíèÿ [4]. Ñëåäóþùèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü

ñâåäåíû ê íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì ËÏ: âûáîð îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â ðîáîòðåéäèíãå [5, 6], îïòèìàëü-

íîå óïðàâëåíèå ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè [7], îïòèìèçàöèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [8, 9, 10], ëîãè-

ñòè÷åñêèå è òðàíñïîðòíûå çàäà÷è [11, 12, 13], ïëàíèðîâàíèå è óïðàâëåíèå ïðîèçâîäñòâîì ïðîäóêöèè [14].

Îòäåëüíî ìîæíî óïîìÿíóòü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, êîòîðûå äîëæíû ðåøàòüñÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî

âðåìåíè [15]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè óïðàâëåíèå õèìè÷åñêèì ïðîèçâîäñòâîì, óïðàâëåíèå

ñèñòåìîé ìíîãîòî÷å÷íîãî âïðûñêà òîïëèâà â ÄÂÑ, óïðàâëåíèå ñîòîâûìè ñåòÿìè, àâòîïèëîòèðîâàíèå, ñè-

ñòåìû ñàìîíàâåäåíèÿ ðàêåò.

Ïðîñòåéøèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñÿêîå

èçìåíåíèå èñõîäíûõ äàííûõ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê îòäåëüíàÿ íîâàÿ çàäà÷à [3]. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü

ïðèåìëåìûì, êîãäà èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî, à îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ

îòíîñèòåëüíî áûñòðî. Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ íåñòàöèîíàðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå

òàêèì ñïîñîáîì, îêàçûâàåòñÿ äàëåêèì îò îïòèìàëüíîãî â ñèëó èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ â ïðîöåññå

âû÷èñëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, äèíàìè÷åñêè êîððåêòèðóþùèå âû÷èñ-

ëèòåëüíûé ïðîöåññ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíÿþùèìèñÿ èñõîäíûìè äàííûìè. Òåì ñàìûì, âû÷èñëåíèÿ ñ

èçìåíåííûìè äàííûìè íà÷èíàþòñÿ íå ñ íóëÿ, à èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ â ïðîøëîì. Òàêîé

ïîäõîä ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåàëüíîãî âðåìåíè ïðè óñëîâèè, ÷òî àëãîðèòì äîñòàòî÷íî áûñòðî

îòñëåæèâàåò äâèæåíèå òî÷êè îïòèìóìà. Äëÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå äåëàåò àêòóàëüíîé

ðàçðàáîòêó ìàñøòàáèðóåìûõ ìåòîäîâ è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ íà îñíîâå ñèìïëåêñ-ìåòîäà [16]. Ñèìïëåêñ-ìåòîä

ñïîñîáåí ðåøàòü áîëüøèå çàäà÷è ËÏ, ýôôåêòèâíî èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå âèäû ãèïåððàçðåæåííîñòè [17].

Îäíàêî ñèìïëåêñ ìåòîäó ïðèñóù ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ

ñèìïëåêñ-ìåòîäó ïðèõîäèòñÿ îáõîäèòü âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîé âðå-

ìåííîé ñëîæíîñòè [18]. Âî-âòîðûõ, ïðè ðåøåíèè ñèìïëåêñ-ìåòîäîì î÷åíü áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ, ðàçìåðíîñòü

êîòîðûõ ïðåâûøàåò 50 000, ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè [19], êîòîðóþ íå óäàåòñÿ êîìïåíñèðîâàòü

ïðèìåíåíèåì äàæå òàêèõ ìîùíûõ àëãîðèòìîâ, êàê àôôèííîå ìàñøòàáèðîâàíèå èëè èòåðàòèâíîå óòî÷-

íåíèå [20]. Â-òðåòüèõ, èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñèìïëåêñ-ìåòîäå, èìååò

îãðàíè÷åííûé ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì èõ ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå íà

áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ [21, 22]. Âñå ïåðå÷èñëåííîå çàòðóäíÿåò

èñïîëüçîâàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Äðóãèì ïîïóëÿðíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ ÿâëÿåòñÿ êëàññ àëãîðèòìîâ, îñíîâàí-

íûõ íà ìåòîäå âíóòðåííèõ òî÷åê [23], ïðåäëîæåííîì Äèêèíûì [24]. Ýòè àëãîðèòìû ñïîñîáíû ðåøàòü

çàäà÷è ËÏ ñ ìèëëèîíàìè ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé [25]. Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâ-

ëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ñàìîêîððåêòèðóåòñÿ è ñïîñîáåí îáåñïå÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Îñíîâíûìè

íåäîñòàòêàìè ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, çíà÷èìûé ïîäêëàññ àëãîðèò-

ìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå âíóòðåííèõ òî÷åê, òðåáóåò â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðóþ

âíóòðåííþþ òî÷êó äîïóñòèìîé îáëàñòè çàäà÷è ËÏ. Íàõîæäåíèå òàêîé òî÷êè ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ

äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è ËÏ [26]. Äðóãèì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå

ôåéåðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé [27]. Âî-âòîðûõ, ìåòîä âíóòðåííèõ òî÷åê ïëîõî ìàñøòàáèðóåòñÿ â áîëüøèõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ êëàñòåðíîãî òèïà. Èçâåñòíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ âûïîëíèòü

ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê (ñì., íàïðèìåð, [28]), íî â îáùåì ñëó÷àå ïî-

ñòðîèò ýôôåêòèâíóþ ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ êëàñòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íå

óäàåòñÿ. Â-òðåòüèõ, èòåðàöèîííûé õàðàêòåð ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê íå ïîçâîëÿåò çàðàíåå ïðåäñêàçàòü

âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ËÏ. Óêàçàííûå íåäîñòàòêè çàòðóäíÿþò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Íîâûì ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, âûçûâàþùèì áîëüøîé èíòå-

ðåñ, ÿâëÿþòñÿ èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè [29], ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìîùíûé óíèâåðñàëüíûé èí-

ñòðóìåíò, ïðèìåíèìûé ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðîáëåìíûõ îáëàñòÿõ. Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåíåíèé èñêóñ-

ñòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé ê ðåøåíèþ çàäà÷ ËÏ áûëà ðàáîòà Õîïôèëäà è Òàíêà [30]. Íåéðîííàÿ ñåòü
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Õîïôèëäà-Òàíêà ñîñòîèò èç äâóõ ïîëíîñâÿçíûõ ñëîåâ è ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé. ×èñëî íåéðîíîâ ïåðâîãî

ñëîÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ çàäà÷è ËÏ. ×èñëî íåéðîíîâ âî âòîðîì ñëîå ðàâíî ÷èñëó îãðàíè÷å-

íèé. Âåñà è ñìåùåíèÿ íåéðîííîé ñåòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ. Âûõîäíîé ñèãíàë öèêëè÷åñêè ïîäàåòñÿ íà âõîä íåéðîííîé ñåòè. Íåéðîííàÿ ñåòü ðàáîòàåò äî

äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîãäà âûõîä ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì âõîäó. Ýòî ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò

ìèíèìóì ñïåöèàëüíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ. Ïîäõîä Õîïôèëäà-Òàíêà

áûë ðàçâèò â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [31, 32, 33, 34, 35]). Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ýòîãî

ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü êîëè÷åñòâî öèêëîâ ðàáîòû íåéðîííîé ñåòè, íåîáõîäè-

ìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî äåëàåò íåâîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ðåêóððåíòíûõ

ñåòåé äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Äëÿ ýòîé öåëè áîëåå ïåðñïåêòèâíû-

ìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ãëóáîêèå íåéðîííûå ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Àðõèòåêòóðà è ïàðàìåòðû òàêèõ

ñåòåé, êàê ïðàâèëî, íå çàâèñÿò îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ çà îäèí ïðîõîä ñ ôèê-

ñèðîâàííûì âðåìåíåì ðàáîòû ñåòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â

ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñâåðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè [36], îðèåíòèðî-

âàííûå íà ðàñïîçíàâàíèå è êëàññèôèêàöèþ îáðàçîâ. Â íåäàâíåé ðàáîòå [37] áûë ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáðàçîâ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ËÏ, îòêðûâàþùèé âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íåéðîííûå

ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, âêëþ÷àÿ ñâåðòî÷íûå, äëÿ èõ ðåøåíèÿ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ãëóáîêèå

íåéðîííûå ñåòè òðåáóþò îáó÷åíèÿ íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâíî âûïîëíåíî íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ [38]. Â ñòàòüå [39] ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé àïåêñ-

ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü íà ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà ïóòü â

íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ/óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïðèâîäÿùèé ê òî÷êå

îïòèìóìà. Àïåêñ-ìåòîä ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà íèçêàÿ

ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ÷òî äåëàåò èõ íåïðèåìëåìûìè äëÿ ðåæèìà ðåàëüíîãî âðåìåíè. Îäíàêî

àïåêñ-ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðàçìå÷åííîå ìíîæåñòâî ïðåöåäåíòîâ, äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé

ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, ïîëó÷èâøèé

íàçâàíèå �ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ�. Óêàçàííûé ìåòîä îðèåíòèðîâàí íà èñïîëüçîâàíèå èñêóñ-

ñòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñâåðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé. Ñòàòüÿ

îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ïðåäñòàâëåí òåîðåòè÷åñêèé áàçèñ, íà êîòîðîì îñíîâàí

ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ. Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ è äî-

êàçàòåëüñòâó òåîðåìû ñõîäèìîñòè. Â ðàçäåëå 4 îáñóæäàþòñÿ ñèëüíûå è ñëàáûå ñòîðîíû ïðåäëîæåííîãî

ìåòîäà, à òàêæå ðàñêðûâàþòñÿ ïóòè åãî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íà îñíîâå ñèíòåçà ñóïåðêîìïüþòåðíûõ

è íåéðîñåòåâûõ òåõíîëîãèé. Â ðàçäåëå 5 ñóììèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ïðèâîäÿòñÿ íàïðàâëåíèÿ

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ñâîäêà îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â ñòàòüå, ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 6.

2. Теоретический базис. Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ôóíäàìåíò, íà êîòîðîì áà-

çèðóåòñÿ ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ËÏ â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑥̄ = arg max
𝑥∈R𝑛

{⟨𝑐,𝑥⟩ |𝐴𝑥 ⩽ 𝑏} , (1)

ãäå 𝑐 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚, 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛,𝑚 > 1, 𝑐 ̸= 0. Çäåñü ⟨·, ·⟩ îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå 𝑥 ⩾ 0 òàêæå âêëþ÷åíî â ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏 â ôîðìå

−𝑥 ⩽ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒫 ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ ñòðîêè ìàòðèöû 𝐴:

𝒫 = {1, · · · ,𝑚} .

Ëèíåéíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1) èìååò âèä

𝑓(𝑥) = ⟨𝑐,𝑥⟩ .

Âåêòîð 𝑐 â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì öåëåâîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥).

Ïóñòü 𝑎𝑖 ∈ R𝑛 îáîçíà÷àåò âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé 𝑖-òóþ ñòðîêó ìàòðèöû 𝐴. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

𝑎𝑖 ̸= 0 äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ 𝒫. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐻̂𝑖 çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâîì
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⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖, à ÷åðåç 𝐻𝑖 � îãðàíè÷èâàþùóþ åãî ãèïåðïëîñêîñòü:

𝐻̂𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖} ; (2)

𝐻𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ = 𝑏𝑖} . (3)

Îïðåäåëèì äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê

𝑀 =
⋂︁
𝑖∈𝒫

𝐻̂𝑖, (4)

ïðåäñòàâëÿþùèé ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê çàäà÷è ËÏ (1). Çàìåòèì, ÷òî 𝑀 â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑀 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

è 𝑀 ̸= ∅, òî åñòü çàäà÷à ËÏ (1) èìååò ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(𝑀) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê

ìíîãîãðàííèêà 𝑀1.

Утверждение 1. Ïóñòü 𝑀 � äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê çàäà÷è ËÏ (1), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (4).

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑢 ∈ Γ(𝑀) ñóùåñòâóåò 𝜖 > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè 𝑤, ïðèíàäëå-

æàùåé 𝜖-îêðåñòíîñòè 𝑉𝜖(𝑢) òî÷êè 𝑢, íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ 𝒫, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ :

∀𝑢 ∈ Γ(𝑀) ∃𝜖 > 0 : ∀𝑤 ∈ 𝑉𝜖(𝑢) ∩ Γ(𝑀) ∃𝑖′ ∈ 𝒫 : 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ .

Доказательство. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑢 ∈ Γ(𝑀). Îáîçíà÷èì

𝒫𝑢 = { 𝑖 ∈ 𝒫|𝑢 ∈ 𝐻𝑖} . (5)

Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝒫𝑢 � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé 𝐻𝑖, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò òî÷êà 𝑢.

Ïîëîæèì

𝒫∖𝑢 = 𝒫∖𝒫𝑢,

òî åñòü 𝒫∖𝑢 � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé𝐻𝑖, êîòîðûì òî÷êà 𝑢 íå ïðèíàäëåæèò. Îïðåäåëèì

𝛿 = min
{︀
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝐻𝑖)| 𝑖 ∈ 𝒫∖𝑢

}︀
,

ãäå 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝐻𝑖) îáîçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 𝑢 äî ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖
2. Ïî îïðåäåëåíèþ

𝛿 > 0.

Âîçüìåì 𝜖, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

0 < 𝜖 < 𝛿.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑤 ∈ 𝑉𝜖(𝑢) ∩ Γ(𝑀) èìååì

∀𝑖 ∈ 𝒫∖𝑢 : 𝑤 /∈ 𝐻𝑖.

Ïîñêîëüêó 𝑤 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ 𝒫𝑢 òàêîé, ÷òî

𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ .

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (5) òàêæå èìååì

𝑢 ∈ 𝐻𝑖′ .

Утверждение доказано.

Определение 1. Öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑧 ∈ R𝑛 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖 íàçûâàåòñÿ òî÷êà 𝛾𝑖(𝑧) ∈
R𝑛 ∪ {∞}, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

𝛾𝑖(𝑧) =

{︃
𝐿(𝑧) ∩𝐻𝑖, åñëè ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ ≠ 0;

∞, åñëè ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ = 0,
(6)

ãäå 𝐿(𝑧) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑧 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó 𝑐:

𝐿(𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} . (7)

1Под граничной точкой множества 𝑀 ⊂ R𝑛 понимается точка в R𝑛, для которой любая открытая ее окрестность в R𝑛

имеет непустое пересечение как с множеством 𝑀 , так и с его дополнением.

2В данном случае 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝐻𝑖) =
⟨𝑎𝑖,𝑢⟩−𝑏𝑖

‖𝑎𝑖‖
.
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Рис. 1. Целевая проекция 𝛾𝑖(𝑧)

точки 𝑧 на гиперплоскость 𝐻𝑖

Fig. 1. Objective projection 𝛾𝑖(𝑧)

of point 𝑧 onto hyperplane 𝐻𝑖

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âåêòîð 𝑐 íå ïàðàëëåëåí ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖, òî

öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑧 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖 ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑧

ïàðàëëåëüíî âåêòîðó 𝑐 (ñì. ðèñ. 1). Â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð 𝑐 ïàðàëëå-

ëåí ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖, öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êå ∞.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäîñòàâëÿåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ

öåëåâîé ïðîåêöèè 𝛾𝑖(𝑧) òî÷êè 𝑧 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖.

Утверждение 2. Ïóñòü ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ ≠ 0. Òîãäà

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 − ⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

𝑐. (8)

Доказательство. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) è (7) èìååì

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 + 𝜆𝑐 (9)

ïðè íåêîòîðîì 𝜆 ∈ R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) èìååì

⟨𝑎𝑖,𝛾𝑖(𝑧)⟩ = 𝑏𝑖. (10)

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (9) â ôîðìóëó (10) âìåñòî 𝛾𝑖(𝑧):

⟨𝑎𝑖, 𝑧 + 𝜆𝑐⟩ = 𝑏𝑖.

Îòñþäà

𝜆 = −⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

. (11)

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (11) âìåñòî 𝜆 â ôîðìóëó (9), ïîëó÷àåì

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 − ⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

𝑐.

Утверждение доказано.

Определение 2. Öåëåâûì ñìåùåíèåì òî÷êè 𝑧 ∈ R𝑛 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖 íàçûâàåòñÿ ñêà-

ëÿðíàÿ âåëè÷èíà 𝛽𝑖(𝑧), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

𝛽𝑖(𝑧) = −⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ . (12)

Äàëåå ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí �ñìåùåíèå�, ïîäðàçóìåâàÿ ïî ýòèì �öåëåâîå ñìåùå-

íèå�. Îáîçíà÷èì

𝑒𝑐 =
𝑐

‖𝑐‖
. (13)

Òîãäà ôîðìóëó (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 + 𝛽𝑖(𝑧)𝑒𝑐, (14)

÷òî ðàâíîñèëüíî

𝛽𝑖(𝑧)𝑒𝑐 = 𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧.

Ñ ó÷åòîì (13) îòñþäà ñëåäóåò

|𝛽𝑖(𝑧)| = ‖𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧‖ . (15)

Òàêèì îáðàçîì, |𝛽𝑖(𝑧)| ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè 𝑧 äî åå öåëåâîé ïðîåêöèè íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖.

Определение 3. Öåëåâîé ãèïåðïëîñêîñòüþ 𝐻𝑐(𝑧), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑧, áóäåì íàçûâàòü ãèïåð-

ïëîñêîñòü, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥⟩ = ⟨𝑐, 𝑧⟩} . (16)
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Утверждение 3. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑧 ∈ R𝑛. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑧′, 𝑧′′ ∈ 𝐻𝑐(𝑧), 𝑧
′ ̸=

𝑧′′ ñïðàâåäëèâî

⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧
′)⟩ < ⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧

′′)⟩ ⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′) < 𝛽𝑖(𝑧

′′)

äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ 𝒫.
Доказательство.Ïîñêîëüêó 𝑧′, 𝑧′′ ∈ 𝐻𝑐(𝑧), à 𝑐 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ãèïåðïëîñêîñòè𝐻𝑐(𝑧), ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà

⟨𝑐, 𝑧′ − 𝑧⟩ = 0;

⟨𝑐, 𝑧′′ − 𝑧⟩ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

⟨𝑐, 𝑧′′⟩ = ⟨𝑐, 𝑧⟩ = ⟨𝑐, 𝑧′⟩ .

Èñïîëüçóÿ (14) è (13), îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíûõ íåðàâåíñòâ.

⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧
′)⟩ < ⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧

′′)⟩ ⇔ ⟨𝑐, 𝑧′ + 𝛽𝑖(𝑧
′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝑧′′ + 𝛽𝑖(𝑧

′′)𝑒𝑐⟩
⇔ ⟨𝑐, 𝑧′⟩+ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝑧′′⟩+ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′′)𝑒𝑐⟩

⇔ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′′)𝑒𝑐⟩
⇔ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′)𝑐/ ‖𝑐‖⟩ < ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′′)𝑐/ ‖𝑐‖⟩

⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′)

‖𝑐‖
⟨𝑐, 𝑐⟩ < 𝛽𝑖(𝑧

′′)

‖𝑐‖
⟨𝑐, 𝑐⟩

⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′) < 𝛽𝑖(𝑧

′′).

Утверждение доказано.

Ñëåäóÿ [39] äàäèì îïðåäåëåíèå ðåöåññèâíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Определение 4. Ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 íàçûâàåòñÿ ðåöåññèâíûì, åñëè

∀𝑥 ∈ 𝐻𝑖,∀𝜆 > 0 : 𝑥+ 𝜆𝑐 /∈ 𝐻̂𝑖. (17)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëó÷, èñõîäÿùèé â íàïðàâëåíèè âåêòîðà 𝑐

èç ëþáîé òî÷êè ãèïåðïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ðåöåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, íå èìååò îáùèõ òî÷åê

ñ ýòèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîé. Èçâåñòíî [39], ÷òî ñëåäóþùåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 áûëî ðåöåññèâíûì:

⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ > 0. (18)

Ðåöåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Свойство 1. Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì. Òîãäà ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ

âåêòîðó 𝑐, ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖 â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖, îãðàíè÷èâàþùàÿ ðå-

öåññèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ïî îïðåäåëåíèþ íå ìîæåò áûòü ïàðàëëåëüíà âåêòîðó 𝑐.

Свойство 2. Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì. Òîãäà

𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖 ⇔ 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0. (19)

Доказательство. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖 ⩽ 0.

Â ñèëó (12) èìååì

𝛽𝑖(𝑥) = −⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ . (20)
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (18), ïîëó÷àåì

𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖 ⇒ 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (20) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ ⩽ 0.

Ó÷èòûâàÿ (18), îòñþäà ïîëó÷àåì

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖 ⩽ 0.

Ñîãëàñíî (2), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖.

Òàêèì îáðàçîì

𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐻̂𝑖.

Свойство доказано.

Îïðåäåëèì

ℐ = {𝑖 ∈ 𝒫 |⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ > 0} , (21)

òî åñòü ℐ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì.

Ïîñêîëüêó äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê 𝑀 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, èìååì

ℐ ≠ ∅. (22)

Ïîëîæèì

𝑀̂ =
⋂︁
𝑖∈ℐ

𝐻̂𝑖. (23)

Î÷åâèäíî, ÷òî 𝑀̂ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, çàìêíóòûì, íåîãðàíè÷åííûì ìíîãîãðàííèêîì. Áóäåì íàçûâàòü åãî

ðåöåññèâíûì. Èç (4) è (21) ñëåäóåò

𝑀 ⊂ 𝑀̂. (24)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(𝑀̂) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ . Ñîãëàñíî óòâåðæäå-

íèþ 3 â [39] èìååì

𝑥̄ ∈ Γ(𝑀̂),

òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (1) ëåæèò íà ãðàíèöå ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ .

Утверждение 4. Ïóñòü 𝑀̂ � ðåöåññèâíûé ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (23). Òîãäà äëÿ ëþáîé

òî÷êè 𝑢 ∈ Γ(𝑀̂) ñóùåñòâóåò 𝜖 > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè𝑤, ïðèíàäëåæàùåé 𝜖-îêðåñòíîñòè

𝑉𝜖(𝑢) òî÷êè 𝑢, íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ ℐ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ :

∀𝑢 ∈ Γ(𝑀̂) ∃𝜖 > 0 : ∀𝑤 ∈ 𝑉𝜖(𝑢) ∩ Γ(𝑀̂) ∃𝑖′ ∈ ℐ : 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ .

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî èäåíòè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1.

Определение 5. Öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑧 ∈ R𝑛 íà ãðàíèöó Γ(𝑀̂) ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂

íàçûâàåòñÿ òî÷êà 𝛾̂(𝑧), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

𝛾̂(𝑧) = 𝐿(𝑧) ∩ Γ(𝑀̂),

ãäå 𝐿(𝑧) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑧 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó 𝑐:

𝐿(𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} .

Ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó 𝛽(𝑧) ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

𝛾̂(𝑧) = 𝑧 + 𝛽(𝑧)𝑐 (25)

áóäåì íàçûâàòü ñìåùåíèåì òî÷êè 𝑧 îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ .
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Çàìåòèì, ÷òî êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâå 1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäî-

ñòàâëÿåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ïðîåêöèè íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà.

Утверждение 5. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 𝑧 ∈ R𝑛. Ïîëîæèì

𝑖′ = argmin {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } . (26)

Òîãäà

𝛾̂(𝑧) = 𝛾𝑖′(𝑧). (27)

Äðóãèìè ñëîâàìè, öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑧 íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ ñîâïàäàåò ñ

ïðîåêöèåé ýòîé òî÷êè íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖′ , èìåþùåé ìèíèìàëüíîå ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî 𝑧.

Доказательство. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑧 ∈ R𝑛. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 5 ïîñòðîèì

ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó 𝑐, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 𝑧:

𝐿 = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} .

Èìååì

𝛾̂(𝑧) = 𝐿 ∩ Γ(𝑀̂).

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ ℐ ïðÿìàÿ 𝐿 ïåðåñåêàåò𝐻𝑖 òîëüêî â îäíîé òî÷êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì

÷åðåç 𝑦𝑖:

𝐿 ∩𝐻𝑖 = {𝑦𝑖} .

Îïðåäåëèì

𝑌 =
⋃︁
𝑖∈ℐ

{𝑦𝑖} ,

òî åñòü 𝑌 � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïðÿìàÿ 𝐿 ïåðåñåêàåò ãðàíèöû ðåöåññèâíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ïî

îïðåäåëåíèþ 1 èìååì

∀𝑖 ∈ ℐ : 𝛾𝑖(𝑧) = 𝑦𝑖, (28)

è

∀𝑖 ∈ ℐ : 𝑦𝑖 ∈ 𝐻𝑖. (29)

Â ñèëó (23) òàêæå èìååì

𝛾̂(𝑧) ∈ 𝑌.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ 𝑖′ ∈ ℐ òàêîé, ÷òî

𝛾̂(𝑧) = 𝛾𝑖′(𝑧).

Ïîêàæåì, ÷òî

𝑖′ ∈ Argmin {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

𝛽𝑖′(𝑧) > min {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } .

Òîãäà ñóùåñòâóåò 𝑖′′ ∈ ℐ òàêîé, ÷òî

𝛽𝑖′′(𝑧) < 𝛽𝑖′(𝑧) (30)

Â ñèëó (14) è (28) èìååì

𝑦𝑖′ = 𝑧 + 𝛽𝑖′(𝑧)𝑒𝑐;

𝑦𝑖′′ = 𝑧 + 𝛽𝑖′′(𝑧)𝑒𝑐.

Îòñþäà

𝑦𝑖′ = 𝑦𝑖′′ + (𝛽𝑖′(𝑧)− 𝛽𝑖′′(𝑧)) 𝑒𝑐,

÷òî â ñèëó (30) è (13) ðàâíîñèëüíî

𝑦𝑖′ = 𝑦𝑖′′ +
|𝛽𝑖′′(𝑧)− 𝛽𝑖′(𝑧)|

‖𝑐‖
𝑐. (31)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (17) è (29), èç (31) ñëåäóåò

𝑦𝑖′ /∈ 𝐻̂𝑖′′ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

𝑦𝑖′ /∈ 𝑀̂.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (28), îòñþäà ñëåäóåò

𝛾̂(𝑧) /∈ 𝑀̂.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 5. Утверждение доказано.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäîñòàâëÿåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñìåùåíèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî

ãðàíèöû ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà.

Утверждение 6. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 𝑧 ∈ R𝑛. Òîãäà

𝛽(𝑧) =
⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
. (32)

Доказательство. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (25) òî÷êè 𝛾̂(𝑧) è 𝑧 íàõîäÿòñÿ íà íîðìàëè ê ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑐(𝑧).

Ïîýòîìó òî÷êà 𝑧 ∈ 𝐻𝑐(𝑧) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝛾̂(𝑧) íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑐(𝑧), è ñ

ó÷åòîì (16) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå

𝑧 = 𝛾̂(𝑧)− ⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩
‖𝑐‖2

𝑐. (33)

Ïåðåïèøåì ýòî â âèäå

𝛾̂(𝑧) = 𝑧 +
⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
𝑐.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (25), ïîëó÷àåì

𝛽(𝑧) =
⟨𝑐, 𝛾̂(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
.

Утверждение доказано.

3. Метод поверхностного движения.Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè

äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà ïóòü èç ïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè 𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(𝑀̂) äî òî÷êè 𝑥̄, ÿâëÿ-

þùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ (1). Ïåðåìåùåíèå ïî ïîâåðõíîñòè ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà ïðîèñõîäèò

â íàïðàâëåíèè íàèáîëüøåãî óâåëè÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ

ïðèâåäåíà â âèäå àëãîðèòìà 1. Ïðîêîììåíòèðóåì øàãè ýòîãî àëãîðèòìà. Íà øàãå 1 ââîäèòñÿ íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå 𝑢(0). Ýòî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(𝑀̂).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ñòàäèþ

Quest àïåêñ-ìåòîäà [39]. Íà øàãå 2 ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 óñòàíàâëèâàåòñÿ â 0 è çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà 𝑟. Íà øàãå 3 ñòðîèòñÿ 𝑛-ìåðíûé äèñê 𝐷, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì öåëåâîé ãèïåðïëîñêîñòè

𝐻𝑐

(︀
𝑢(0)

)︀
, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑢(0), è 𝑛-ìåðíîãî øàðà 𝑉𝑟

(︀
𝑢(0)

)︀
ìàëîãî ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå

𝑢(0). Íà øàãå 4 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà 𝑣 ∈ 𝐷 ñ ìàêñèìàëüíûì ñìåùåíèåì îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ðåöåññèâ-

íîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ . Ñìåùåíèå 𝛽(𝑧) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (32). Öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ 𝛾̂(𝑧),

èñïîëüçóåìàÿ â ôîðìóëå (32), âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (26) è (27). Ñìåùåíèå 𝛽𝑖(𝑧), èñïîëüçóåìîå

â ôîðìóëå (26), âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (12). Øàã 5 âû÷èñëÿåò òî÷êó 𝑤, ÿâëÿþùóþñÿ öåëåâîé

ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑣 íà ãðàíèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà. Øàãè 6�15 ðåàëèçóþò îñíîâíîé àïïðîêñè-

ìèðóþùèé öèêë ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà

ðèñ. 2. Ýòîò öèêë âûïîëíÿåòñÿ ïîêà ñïðàâåäëèâî óñëîâèå⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝑘)

⟩
> 𝜖𝑓 , (34)
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Алгоритм 1. Метод поверхностного движения

Algorithm 1. Surface movement method

Require 𝐻̂𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖}, 𝑀̂ =
⋂︀
𝑖∈ℐ

𝐻̂𝑖,𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥− 𝑧⟩ = 0}

1: input 𝑢(0); assert 𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(𝑀̂)

2: 𝑘 := 0; 𝑟 := 0.1

3: 𝐷 := 𝐻𝑐(𝑢
(0)) ∩ 𝑉𝑟(𝑢

(0))

4: 𝑣 := argmax{𝛽(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐷}
5: 𝑤 := 𝛾̂(𝑣)

6: while ⟨𝑐,𝑤 − 𝑢(𝑘)⟩ > 𝜖𝑓 do

7: assert ∃𝑖 ∈ ℐ : 𝑤,𝑢(𝑘) ∈ 𝐻𝑖 // Если не выполняется, уменьшить 𝑟

8: 𝑑 := 𝑤 − 𝑢(𝑘)

9: 𝐿 = {𝑢(𝑘) + 𝜆𝑑 | 𝜆 ∈ R>0}
10: 𝑢(𝑘+1) := argmax{‖𝑥− 𝑢(𝑘)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ Γ(𝑀)}
11: 𝑘 := 𝑘 + 1

12: 𝐷 := 𝐻𝑐(𝑢
(𝑘)) ∩ 𝑉𝑟(𝑢

(𝑘))

13: 𝑣 := argmax{𝛽(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐷}
14: 𝑤 := 𝛾̂(𝑣)

15: end while

16: output 𝑢(𝑘)

17: stop

ãäå 𝜖𝑓 � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Øàã 7 ïðîâåðÿåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåöåññèâíîå ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî 𝐻̂𝑖 òàêîå, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè 𝑤 è 𝑢(𝑘) ëåæàò íà ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖 îãðàíè÷èâàþùåé äàííîå ïî-

ëóïðîñòðàíñòâî. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåìåùåíèå ïðîèñõîäèëî ïî ïîâåðõíîñòè ðåöåññèâíîãî

ìíîãîãðàííèêà, à íå ÷åðåç åãî âíóòðåííþþ îáëàñòü. Åñëè óêàçàííîå òðåáîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, íåîáõî-

äèìî óìåíüøèòü ðàäèóñ 𝑟 𝑛-ìåðíîãî øàðà 𝑉𝑟

(︀
𝑢(𝑘)

)︀
. Ïîäõîäÿùèé 𝑟 íàéäåòñÿ â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4. Íà

øàãå 8 ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð 𝑑, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ:

𝑑 = 𝑤 − 𝑢(𝑘).

( )

( )

Рис. 2. Итерация основного цикла в методе

поверхностного движения

Fig. 2. Iteration of main loop of surface motion method

Øàã 9 ñòðîèò ëó÷ 𝐿 ñ íà÷àëîì â òî÷êå 𝑢(𝑘), ñîíà-

ïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì 𝑑. Íà øàãå 10 îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå 𝑢(𝑘+1) êàê òî÷êó íà ëó÷å

𝐿, ëåæàùóþ íà ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííè-

êà 𝑀 è ìàêñèìàëüíî óäàëåííóþ îò òî÷êè 𝑢(𝑘). Ïî

ïîñòðîåíèþ èç (34) ñëåäóåò⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< ⟨𝑐, 𝑤⟩ ⩽

⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
. (35)

Øàã 11 óâåëè÷èâàåò ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 íà åäèíè-

öó. Øàã 12 ñòðîèò íîâûé ãèïåðäèñê 𝐷 ðàäèóñà 𝑟 ñ

öåíòðîì â 𝑢(𝑘):

𝐷 := 𝐻𝑐

(︁
𝑢(𝑘)

)︁
∩ 𝑉𝑟

(︁
𝑢(𝑘)

)︁
.

Øàã 13 íàõîäèò íà ãèïåðäèñêå òî÷êó 𝑣 ñ ìàêñè-

ìàëüíûì ñìåùåíèåì. Íà øàãå 14 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà 𝑤, ÿâëÿþùàÿñÿ öåëåâîé ïðîåêöèåé òî÷êè 𝑣 íà ãðà-

íèöó ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà. Íà øàãå 15 ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà íà÷àëî îñíîâíîãî öèêëà while.

Øàã 16 âûâîäèò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå 𝑢(𝑘). Øàã 17 çàâåðøàåò ðàáîòó àëãîðèòìà.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà 1 äëÿ ëþáîãî 𝑘 èìååò ìåñòî

𝑢(𝑘) ∈ 𝑀 ∩ Γ(𝑀̂), (36)

òî åñòü âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, ãåíåðèðóåìîé àëãîðèòìîì 1, îäíîâðåìåííî ëåæàò è íà

ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀 , è íà ãðàíèöå ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ .
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãàðàíòèðóåò çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà 1 çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Лемма 1. Ïóñòü äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê 𝑀 çàäà÷è ËÏ (1) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íåïóñòûì ìíî-

æåñòâîì. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, ãåíåðèðóåìàÿ àëãîðèòìîì 1, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé äëÿ ëþáîãî

𝜖𝑓 > 0.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü àëãîðèòì 1 ãåíåðèðóåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê 𝑢(𝑘). Íî òîãäà, â ñèëó (35), ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨
𝑐,𝑢(0)

⟩
<

⟨
𝑐,𝑢(1)

⟩
<

⟨
𝑐,𝑢(2)

⟩
< . . . (37)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê𝑀 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì,

ðåøåíèå 𝑥̄ çàäà÷è ËÏ (1) ñóùåñòâóåò. Â ñèëó (36) äëÿ âñåõ 𝑘 = 0, 1, 2, . . . èìååì⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
⩽ ⟨𝑐, 𝑥̄, ⟩ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (37) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, ðàâíûé

åå ñóïðåìóìó. Òî åñòü ñóùåñòâóåò 𝑘′ ∈ N òàêîé, ÷òî

∀𝑘 > 𝑘′ :
⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
−

⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜖𝑓 .

Â ñèëó (35) îòñþäà ñëåäóåò

∀𝑘 > 𝑘′ : ⟨𝑐,𝑤⟩ −
⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜖𝑓 ,

÷òî ðàâíîñèëüíî

∀𝑘 > 𝑘′ :
⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜖𝑓 .

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (34) âûïîëíåíèÿ öèêëà, èñïîëüçóåìîì íà øàãå 6 àëãîðèòìà 1. Лемма

доказана.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì 𝜖𝑓 ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà 1 áóäåò

òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (1).

Теорема 1. Ïóñòü äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê𝑀 çàäà÷è ËÏ (1) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íåïóñòûì ìíîæå-

ñòâîì. Ïóñòü 𝑥̄ � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (1). Ïóñòü çàäàíà ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 𝜖1 ⩾ 𝜖2 ⩾ 𝜖3 ⩾ . . ., ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ:

lim
𝐾→∞

𝜖𝐾 = 0. (38)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑢(𝐾) êîíå÷íóþ òî÷êó, ãåíåðèðóåìóþ àëãîðèòìîì 1 ïðè 𝜖𝑓 = 𝜖𝐾 (îíà ñóùåñòâóåò â ñèëó

ëåììû 1). Òîãäà íàéäåòñÿ 𝐾̄ ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ 𝐾 ⩾ 𝐾̄⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
= ⟨𝑐, 𝑥̄⟩ .

Доказательство. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{︀⟨︀

𝑐,𝑢(𝐾)
⟩︀}︀∞

𝐾=1
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùåé. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå 𝐾 ∈ N è ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
>

⟨
𝑐,𝑢(𝐾+1)

⟩
,

÷òî ðàâíîñèëüíî ⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
−
⟨
𝑐,𝑢(𝐾+1)

⟩
> 0. (39)

Òàê êàê 𝑢(𝐾) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé ïðè 𝜖𝑓 = 𝜖𝐾 , òî â ñîîòâåòñòâèè ñ øàãîì 6 àëãîðèòìà 1 èìååì⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝐾)

⟩
⩽ 𝜖𝐾 . (40)

Àíàëîãè÷íî èìååì ⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝐾+1)

⟩
⩽ 𝜖𝐾+1. (41)
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Âû÷òÿ (40) èç (41) è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
−
⟨
𝑐,𝑢(𝐾+1)

⟩
⩽ 𝜖𝐾+1 − 𝜖𝐾 .

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

𝜖𝐾+1 ⩽ 𝜖𝐾 .

Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
−
⟨
𝑐,𝑢(𝐾+1)

⟩
⩽ 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (39). Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{︀⟨︀

𝑐,𝑢(𝐾)
⟩︀}︀∞

𝐾=1
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé ⟨𝑐, 𝑥̄⟩. Ñëåäîâàòåëüíî îíà
èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë:

lim
𝐾→∞

⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
= 𝑓.

Àëãîðèòì 1 â ðàìêàõ êàæäîé èòåðàöèè ïðîõîäèò îäíó ãðàíü/ðåáðî3 ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂ â

íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ãðàíü/ðåáðî ïðî-

õîäèòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òàê êàê ìíîãîãðàííèê 𝑀̂ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò 𝐾̄ ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ 𝐾 ⩾ 𝐾̄ èìååì

𝑢(𝐾) = 𝑢(𝐾̄)

è ⟨
𝑐,𝑢(𝐾)

⟩
= 𝑓.

Ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà 1, ó÷èòûâàÿ (38), ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝐾̄)

⟩
= 0. (42)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ⟨
𝑐,𝑢(𝐾̄)

⟩
= ⟨𝑐, 𝑥̄⟩ ,

òî åñòü òî÷êà 𝑢(𝐾̄) äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (1). Îáîçíà÷èì 𝑢′ = 𝑢(𝐾̄). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

ñóùåñòâóåò òî÷êà

𝑢′′ ∈ 𝑀 (43)

òàêàÿ, ÷òî

⟨𝑐,𝑢′′⟩ > ⟨𝑐,𝑢′⟩ .

Ýòî ðàâíîñèëüíî

⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩ > 0. (44)

Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò ïîñëåäóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ 3, âû÷èñëèì îðòîãî-

íàëüíóþ ïðîåêöèþ 𝑝 òî÷êè 𝑢′′ íà öåëåâóþ ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑐 (𝑢
′), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑢′:

𝑝 = 𝑢′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐. (45)

Çàìåòèì, ÷òî

‖𝑝− 𝑢′‖ ≠ 0, (46)

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4, òî÷êà 𝑢′′ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ðåöåñ-

ñèâíîìó ìíîãîãðàííèêó 𝑀̂ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ôîðìóëå (43). Âûáåðåì 𝑟 ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

𝑟 > 0, (47)

3Под прохождением грани/ребра многогранника понимается движение внутри многообразия размерности 𝑘 при наличии
𝑘 степеней свободы (0 < 𝑘 < 𝑛).
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Рис. 3. Иллюстрация к доказательству теоремы 1

Fig. 3. Illustration to proof of Theorem 1

äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò 𝑖′ ∈ ℐ òàêîé, ÷òî

𝛾̂(𝑣),𝑢′ ∈ 𝐻𝑖′ ∩ Γ(𝑀),

ãäå

𝑣 = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′). (48)

Ýòî âîçìîæíî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 5 èìååì

𝛾̂(𝑣) = 𝛾𝑖′(𝑣).

Îáîçíà÷èì

𝑤 = 𝛾𝑖′(𝑣).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2

𝑤 = 𝑣 − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑣⟩ − 𝑏𝑖′

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐. (49)

Ïîñêîëüêó 𝑢′ ∈ 𝐻𝑖′ , èç (3) ñëåäóåò

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩ = 𝑏𝑖′ . (50)

Ïîýòîìó (49) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝑤 = 𝑣 − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑣⟩ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐.

Ïîäñòàâèâ âìåñòî 𝑣 ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (48), îòñþäà ïîëó÷àåì

𝑤 = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′ + 𝑟
‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝− 𝑢′)

⟩
− ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐,

÷òî ðàâíîñèëüíî

𝑤 = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,

𝑟
‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝− 𝑢′)

⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

𝑐. (51)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) èìååì

𝐻̂𝑖′ = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖′ ,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖′} . (52)

Èñïîëüçóÿ (50), ôîðìóëó (52) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐻̂𝑖′ = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖′ ,𝑥⟩ ⩽ ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩} . (53)

Èç (43) ñëåäóåò 𝑢′′ ∈ 𝐻̂𝑖′ . Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (53) ïîëó÷àåì

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′′⟩ ⩽ ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩ ,



ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

15

÷òî ðàâíîñèëüíî

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′ − 𝑢′′⟩ ⩾ 0. (54)

Ïîñêîëüêó ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖′ ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1 â [39]

ñïðàâåäëèâî

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩ > 0. (55)

Â ñèëó (51) è (45) èìååì

⟨𝑐,𝑤 − 𝑢′⟩ =

⟨
𝑐, 𝑟

‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,

𝑟

‖𝑝−𝑢′‖ (𝑝−𝑢′)

⟩
⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩

𝑐

⟩
= 𝑟

‖𝑝−𝑢′‖

(︂
⟨𝑐,𝑝− 𝑢′⟩ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑝−𝑢′⟩

⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖

)︂

= 𝑟
‖𝑝−𝑢′‖

⎛⎝⟨
𝑐,𝑢′′ − ⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩

‖𝑐‖2 𝑐− 𝑢′
⟩
−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′−⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐−𝑢′
⟩

⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖

⎞⎠
= 𝑟

‖𝑝−𝑢′‖

⎛⎝−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′−⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐−𝑢′
⟩

⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖

⎞⎠ = 𝑟‖𝑐‖
‖𝑝−𝑢′‖⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩

(︂
−
⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′ − ⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩
‖𝑐‖2 𝑐− 𝑢′

⟩)︂
= 𝑟‖𝑐‖

‖𝑝−𝑢′‖⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩

(︂
⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′ − 𝑢′′⟩+ ⟨𝑐,𝑢′′−𝑢′⟩⟨𝑎𝑖′ ,𝑐⟩
‖𝑐‖2

)︂
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (47), (46), (55), (54) è (44) îòñþäà ñëåäóåò

⟨𝑐,𝑤 − 𝑢′⟩ > 0.

Âñïîìíèâ, ÷òî 𝑢′ = 𝑢(𝐾̄), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå⟨
𝑐,𝑤 − 𝑢(𝐾̄)

⟩
> 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (42). Теорема доказана.

4. Обсуждение. Â äàííîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ñèëüíûå è ñëàáûå ñòîðîíû ïðåäëîæåííîãî ìåòî-

äà, à òàêæå ðàñêðûâàþòñÿ ïóòè åãî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íà îñíîâå ñèíòåçà ñóïåðêîìïüþòåðíûõ è

íåéðîñåòåâûõ òåõíîëîãèé. Ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âîïðîñû.

1. Êàêîâû ïóòè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 1 â âèäå ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ?

2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà?

3. Ìîæåò ëè ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ïðèìåíÿòüñÿ ê íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì?

4. Êàêîå îòíîøåíèå ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ èìååò ê ïðîáëåìå ðåàëüíîãî âðåìåíè?

5. ßâëÿåòñÿ ëè ïóòü, ñòðîÿùèéñÿ â ìåòîäå ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ, êðàò÷àéøèì?

6. Â ÷åì ñëàáûå ñòîðîíû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà?

7. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ?

Íà÷íåì îáñóæäåíèå ñ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ. Íà øàãàõ 3 è 13 àëãîðèòìà 1 íåîáõîäèìî íàéòè òî÷-

êó ãèïåðäèñêà 𝐷, èìåþùóþ ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå. Íàì íåèçâåñòåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü

÷èñëåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Îäíàêî ìû âèäèì ñëåäóþùèé ïóòü ðåøåíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèé èñïîëüçî-

âàíèå èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè. Ïðèìåíÿÿ ïîäõîä, îïèñàííûé â ñòàòüå [37], ìû çàìåíÿåì ãèïåðäèñê

𝐷 íà ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íàçûâàåìûõ ðåöåïòèâíûì ïîëåì. Êàæäîé òî÷êå ðåöåïòèâíîãî ïîëÿ ìû

ñîïîñòàâëÿåì åå ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó

ðàçìåðíîñòè (𝑛 − 1), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ. Ëîêàëüíîñòü îáðàçà îçíà÷àåò,

÷òî ìû ïîëó÷àåì âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòè íå âñåãî äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà, à òîëüêî

íåêîòîðîé åãî ÷àñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòîò îáðàç ïîäàåòñÿ íà âõîä ïðåäâàðè-

òåëüíî îáó÷åííîé íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåêòîð 𝑑, óêàçûâàþùèé
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Алгоритм 2. Метод ЛП с использованием DNN

Algorithm 2. LP method using DNN

Require 𝐻̂𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖}, 𝑀̂ =
⋂︀
𝑖∈ℐ

𝐻̂𝑖,𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥− 𝑧⟩ = 0}

1: input 𝑢(0); assert 𝑢(0) ∈ 𝑀̂ ∩ Γ(𝑀)

2: 𝑘 := 0

3: 𝐷 := G(𝑢(0))

4: 𝑑 := DNN(𝐷)

5: while 𝑑 ̸= 0 do

6: 𝐿 = {𝑢(𝑘) + 𝜆𝑑 | 𝜆 ∈ R>0}
7: 𝑢(𝑘+1) := argmax{‖𝑥− 𝑢(𝑘)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ Γ(𝑀)}
8: 𝑘 := 𝑘 + 1

9: 𝐷 := G(𝑢(𝑘))

10: 𝑑 := DNN(𝐷)

11: end while

12: output 𝑢(𝑘)

13: stop

íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà â ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷å-

íèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(𝑢) ôóíêöèþ, ñòðîÿùóþ ðåöåïòèâíîå ïîëå ñ öåíòðîì

â òî÷êå 𝑢 è âû÷èñëÿþùóþ ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ â ýòîé òî÷êå. Äåòàëüíî àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ìíîãîìåðíîãî îáðàçà çàäà÷è ËÏ îïèñàí è èññëåäîâàí â ðàáîòå [37]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DNN ãëóáîêóþ

íåéðîííóþ ñåòü ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ, à íà

âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð 𝑑, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà àëãîðèòì 1 ìîæåò

áûòü ïðåîáðàçîâàí â àëãîðèòì 2, äîïóñêàþùèé ðåàëèçàöèþ íà ïðàêòèêå. Ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ïðåöå-

äåíòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáó÷åíèÿ DNN, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àïåêñ-ìåòîäà [39], ñòðîÿùåãî

ïóòü, áëèçêèé ê îïòèìàëüíîìó öåëåâîìó ïóòè4.

Äàäèì îöåíêó âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà 2. Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ïðîõîäèò êàæ-

äóþ ãðàíü/ðåáðî íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïðîõîæäåíèå ãðàíè/ðåáðà âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îäíîé èòåðà-

öèè öèêëà while (øàãè 5-11 àëãîðèòìà 2). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìîæíî îöåíèòü êàê

𝑂(𝑚), ãäå𝑚 � êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ËÏ 1. Íàõîæäåíèå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ 𝑢(𝑘+1) ìîæíî

ðåàëèçîâàòü ïóòåì äèõîòîìèè, è òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ øàãà 7 ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê

O(1). Íàèáîëåå òðóäîåìêèì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî îáðàçà çàäà÷è ËÏ íà øàãå 9 àëãîðèòìà 2.

Ðåöåïòèâíîå ïîëå â âèäå ãèïåðêóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñîñòîèò èç 𝜂(𝑛−1) òî÷åê, ãäå 𝑛 � ðàçìåðíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâà, à 𝜂 � êîëè÷åñòâî òî÷åê ïî îäíîìó èçìåðåíèþ. Îäíàêî ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ [40] ïîêàçàëè,

÷òî êðåñòîîáðàçíîå ðåöåïòèâíîå ïîëå ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê (𝜂 − 1)𝑛 + 1 äàåò ðåçóëüòàòû, íå óñòóïàþùèå

êóáè÷åñêîìó ïî òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ. Ïðåäâàðèòåëüíî îáó÷åííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü ïðÿìîãî ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ DNN âû÷èñëÿåò âåêòîð äâèæåíèÿ 𝑑 íà øàãå 10 çà âðåìÿ, çàâèñÿùåå òîëüêî îò 𝑛, òàê êàê

íà âõîä åé ïîäàåòñÿ (𝜂 − 1)𝑛 + 1 ÷èñåë (â ñëó÷àå êðåñòîîáðàçíîãî ðåöåïòèâíîãî ïîëÿ). Òàêèì îáðàçîì

âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â öåëîì ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê 𝑂(𝑚𝑛). Â äîïîëíåíèå îòìåòèì, ÷òî

ãðàíèöà ìàñøòàáèðóåìîñòè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ âèçóàëüíîãî îáðàçà çàäà÷è ËÏ ìîæåò áûòü îöåíåíà

êàê 𝑂(
√
2𝑛2𝑚+𝑚2𝑛+ 8𝑛𝑚− 6𝑚) [37]. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 𝑚 = 𝑂(𝑛), òî äëÿ ãðàíèöû ìàñøòàáè-

ðóåìîñòè5 ìû ïîëó÷àåì îöåíêó 𝑂(𝑛
√
𝑛), áëèçêóþ ê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî îáðàçà çàäà÷è ËÏ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëåí íà áîëüøîì êîëè÷å-

ñòâå ïðîöåññîðíûõ óçëîâ êëàñòåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Òàê äëÿ 𝑛 = 7 è 𝑚 = 15 âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíò ïîêàçàëè ïèê óñêîðåíèÿ íà 326 ïðîöåññîðíûõ óçëàõ [37]. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé

àëãîðèòìà 2 íå çàâèñèò îò 𝜖𝑓 , òàê êàê òàêîé ïàðàìåòð â ýòîì àëãîðèòìå îòñóòñòâóåò.

Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì è ñàìîêîððåêòèðóþùèìñÿ. Ïîýòîìó îí

4Оптимальный целевой путь — это путь на поверхности допустимого многогранника из начальной точки в направлении
максимального увеличения значения целевой функции.

5Под границей масштабируемости понимается число процессорных узлов кластерной вычислительной системы, на кото-
ром достигается максимум ускорения.
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ìîæåò ïîòåíöèàëüíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì, åñëè ìåíÿåòñÿ òîëüêî

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, òî àëãîðèòì 2 âîîáùå íå òðåáóåò íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé. Âàæíî, ÷òî-

áû ñêîðîñòü êîððåêòèðîâêè îïåðåæàëà ñêîðîñòü èçìåíåíèé. Åñëè æå ìåíÿåòñÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (áåç

èçìåíåíèÿ ðàçìåðíîñòè), òî àëãîðèòì 2 ïîòðåáóåò îïðåäåëåííûõ ìîäèôèêàöèé, òàê êàê òåêóùåå ïðè-

áëèæåíèå ìîæåò "ïîãðóçèòüñÿ"â ìíîãîãðàííèê èëè "îòîðâàòüñÿ"îò åãî ïîâåðõíîñòè. Àâòîðû ïëàíèðóþò

äåòàëüíî èññëåäîâàòü ýòîò âîïðîñ â áóäóùåì.

0

Рис. 4. Оптимальный целевой путь обозначен

пунктиром; путь минимальной длины показан

точками

Fig. 4. Optimal objective path is indicated by dashed

line; path of minimum length is shown by dotted line

Àëãîðèòì 2 òàêæå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Äåéñòâè-

òåëüíî, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îãðàíè÷åíî ïàðàìåòðîì𝑚.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑛 ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî îáðàçà

çàäà÷è ËÏ òðåáóåò ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà îïåðà-

öèé. Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îáðàçà ýôôåêòèâ-

íî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîöåñ-

ñîðíûõ óçëîâ. Èñêóññòâåííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü ïðÿìîãî

ðàñïðîñòðàíåíèÿ DNN àíàëèçèðóåò ëîêàëüíûé îáðàç çà-

äà÷è ËÏ çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ, çàâèñÿùåå òîëüêî îò

𝑛. Ðàáîòà íåéðîííîé ñåòè òàêæå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâ-

íî ðàñïàðàëëåëåíà ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññî-

ðîâ. Â ïåðñïåêòèâå ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ïóòåøåñòâèÿ

ïî ãðàíÿì/ðåáðàì äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà è àíàëè-

çèðîâàòü ñ ïîìîùüþ íåéðîííîé ñåòè îáðàç âñåãî ìíîãî-

ãðàííèêà, ïîëó÷åííûé èç òî÷êè àïåêñà (ñì. [39]). Íåé-

ðîííàÿ ñåòü áóäåò âûäàâàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êî-

òîðîå ìîæåò áûòü óòî÷íåíî ïóòåì àíàëèçà ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ îáðàçîâ ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ

ìàñøòàáîì. Îäíàêî ýòîò âîïðîñ íóæäàåòñÿ â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Àëãîðèòì 1 ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà îïòèìàëüíûé öåëåâîé ïóòü ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è ËÏ. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà è óòâåðæäåíèÿ 3. Èíòåðåñåí

âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ïóòü, ïóòåì íàèìåíüøåé äëèíû â ñìûñëå åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Ñëåäóþùèé ïðî-

ñòîé ïðèìåð â ïðîñòðàíñòâå R3, ïðîèëëþñòðèðîâàííûé íà ðèñ. 4, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê. Äëÿ ñèñòåìû

îãðàíè÷åíèé ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥+ 2𝑦 ⩽ 2,

2𝑥+ 𝑦 ⩽ 2,

𝑥 ⩾ 0,

𝑦 ⩾ 0,

𝑧 = 0;

è öåëåâîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 îïòèìàëüíûé öåëåâîé ïóòü, îáîçíà÷åííûé ïóíêòèðîì, íå ñîâïàäàåò ñ

êðàò÷àéøèì ïóòåì, îáîçíà÷åííûì òî÷êàìè.

Òàêæå ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ, ìîæíî ëè íà øàãå 10 àëãîðèòìà 1 çàìåíèòü Γ(𝑀) íà Γ(𝑀̂), òàê

êàê ýòî ñîêðàùàåò êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ, âîâëåêàåìûõ â ïðîâåðêó óñëîâèÿ 𝑥 ∈ Γ(𝑀). Îòâåò � îòðèöà-

òåëüíûé. Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå R2 äëÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥+ 2𝑦 ⩽ 2,

2𝑥+ 𝑦 ⩽ 2,

𝑥+ 𝑦 ⩾ 1,

𝑥 ⩾ 0,

𝑦 ⩾ 0;

è öåëåâîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦 äëÿ 𝑢(1) =
(︀
2
3 ;

2
3

)︀
ïîëó÷àåì

argmax{‖𝑥− 𝑢(1)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ Γ(𝑀̂)} = +∞

(ñì. ðèñ. 5).
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Â êà÷åñòâå íåäîñòàòêà ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî îòìåòèòü òî, ÷òî îí àôôèííî íå

èíâàðèàíòåí, òàê êàê ôóíêöèîíàë öåíû îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåêòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå ìåòîäà

çàâèñèò îò åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí

âïåðâûå îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ

äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ËÏ íà îñíîâå àíàëèçà èõ îáðàçîâ.

0

Рис. 5. Оптимальный целевой путь уходит в

бесконечность на рецессивном многограннике 𝑀̂

Fig. 5. The optimal objective path goes to infinity on

the recessive polytope 𝑀̂

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èäåò ðàáîòà íàä ðåàëèçàöèåé

ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà â âèäå ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-

ñà äëÿ êëàñòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ýòîò ïðî-

ãðàììíûé êîìïëåêñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïàðàëëåëüíûé àë-

ãîðèòì ãåíåðàöèè ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ îáðàçîâ çà-

äà÷ ËÏ, ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ãåíåðàöèè ðàçìå÷åí-

íûõ ïðåöåäåíòîâ äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè è íåéðî-

ñåòåâûå ìîäåëè äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé. Ïî çàâåð-

øåíèè ðåàëèçàöèè ìû ïëàíèðóåì ïðîâåñòè ñðàâíåíèå

ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè

ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, â ÷àñòíîñòè, ñ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Îïèñàíèþ óêàçàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà è àíà-

ëèçó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áóäåò

ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ íàó÷íàÿ ñòàòüÿ.

5. Заключение. Â ñòàòüå îïèñàí íîâûé èòåðàöè-

îííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ (ËÏ), ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå �ìåòîä ïîâåðõíîñòíî-

ãî äâèæåíèÿ�. Óêàçàííûé ìåòîä ñòðîèò íà ïîâåðõíîñòè

ìíîãîãðàííèêà, îãðàíè÷èâàþùåãî äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è ËÏ, ïóòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî òî÷êè

ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ. Âåêòîð äâèæåíèÿ âñåãäà âûáèðàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ/ó-

ìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîëó÷èâøèéñÿ ïóòü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì öåëåâûì ïóòåì.

Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ãëóáîêîé íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ãðàíÿì äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî

ñòðîèòñÿ ìíîãîìåðíûé ëîêàëüíûé îáðàç çàäà÷è ËÏ â òî÷êå òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà

âõîä íåéðîííîé ñåòè. Ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ïðåöåäåíòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àïåêñ-ìåòîäà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ââåäåíî ïîíÿòèå öåëå-

âîé ïðîåêöèè � êîñîóãîëüíîé ïðîåêöèè â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì âåêòîðó ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíê-

öèè. Îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ñìåùåíèåì. Ìîäóëü ñìåùåíèÿ ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò

òî÷êè äî åå öåëåâîé ïðîåêöèè. Çíàê ñìåùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì òî÷êè âíóòðè èëè âíå äîïóñòè-

ìîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñìåùåíèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû äîïóñòèìî-

ãî ìíîãîãðàííèêà. Ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøåìó öåëåâîìó ñìåùåíèþ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè. Ïðèâåäåíî ôîðìàëèçîâàííîå îïèñàíèÿ ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ â âèäå àëãîðèòìà. Äî-

êàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ËÏ çà êîíå÷íîå

÷èñëî èòåðàöèé. Ïðèâåäåí âàðèàíò àëãîðèòìà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ, èñïîëüçóþùèé ôóíêöèþ ïî-

ñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî ìíîãîìåðíîãî îáðàçà çàäà÷è ËÏ è ãëóáîêóþ íåéðîííóþ ñåòü.

Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå.

1. Ðàçðàáîòêà è îáó÷åíèå ñåòè DNN, ñïîñîáíîé âû÷èñëÿòü âåêòîð äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëü-

íîãî óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ËÏ.

2. Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ êëàñòåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, ðåàëèçóþùåãî àëãî-

ðèòì 2 ïóòåì ñèíòåçà ñóïåðêîìïüþòåðíûõ è íåéðîñåòåâûõ òåõíîëîãèé.

3. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ðàáîòû ñåòè DNN îò ïëîòíîñòè ðåöåïòèâíîãî ïîëÿ.

4. Èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷

ËÏ.
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5. Èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïîâåðõíîñòíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ â ðåæèìå

ðåàëüíîãî âðåìåíè.

6. Ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå íîâîãî âèçóàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ

ñåòåé íà îñíîâå àíàëèçà îáðàçà äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà â öåëîì.

6. Обозначения.

R𝑛 âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

‖·‖ åâêëèäîâà íîðìà

⟨·, ·⟩ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

[· , ·] êîíêàòåíàöèÿ äâóõ âåêòîðîâ

𝑓(𝑥) ëèíåéíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

𝑐 ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥)

𝑒𝑐 åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì 𝑐

𝑥̄ ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ

𝑎𝑖 𝑖-òàÿ ñòðîêà ìàòðèöû 𝐴

𝐻𝑖 ãèïåðïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ = 𝑏𝑖
𝐻̂𝑖 ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖
𝒫 ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñòðîê ìàòðèöû 𝐴

𝑀 äîïóñòèìûé ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé 𝑀 =
⋂︀

𝑖∈𝒫 𝐻̂𝑖

Γ(𝑀) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀

ℐ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻̂𝑖 ÿâëÿåòñÿ ðåöåññèâíûì

𝑀̂ ðåöåññèâíûé ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé 𝑀̂ =
⋂︀

𝑖∈ℐ 𝐻̂𝑖

Γ(𝑀̂) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂

𝛾𝑖(𝑧) öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑧 íà ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻𝑖

𝛽𝑖(𝑧) öåëåâîå ñìåùåíèå òî÷êè 𝑧 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻𝑖: |𝛽𝑖(𝑧)| = ‖𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧‖
𝛾̂(𝑧) öåëåâàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑧 íà ãðàíèöó Γ(𝑀̂) ðåöåññèâíîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀̂

𝛽(𝑧) öåëåâîå ñìåùåíèå òî÷êè 𝑧 îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû Γ(𝑀̂): |𝛽(𝑧)| = ‖𝛾̂(𝑧)− 𝑧‖
𝑉𝑟(𝑥) ãèïåðøàð ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑥

Список литературы

1. Hartung T. Making Big Sense from Big Data // Frontiers in Big Data. 2018. Vol. 1. P. 5. doi 10.3389/fdata.2018.

00005.

2. Соколинская И.М., Соколинский Л.Б. О решении задачи линейного программирования в эпоху больших дан-

ных // Параллельные вычислительные технологии (ПаВТ’2017). Короткие статьи и описания плакатов. Че-

лябинск: Издательский центрЮУрГУ, 2017. C. 471–484. http://omega.sp.susu.ru/pavt2017/short/014.pdf.

3. Branke J. Optimization in Dynamic Environments // Evolutionary Optimization in Dynamic Environments.

Genetic Algorithms and Evolutionary Computation, vol. 3. Boston, MA: Springer, 2002. P. 13–29. doi 10.1007/

978-1-4615-0911-0_2.

4. Ерёмин И.И., Мазуров В.Д. Нестационарные процессы математического программирования. М.: Наука. Глав-

ная редакция физико-математической литературы, 1979. 288 с.

5. Brogaard J., Hendershott T., Riordan R. High-Frequency Trading and Price Discovery // Review of Financial

Studies. 2014. Vol. 27, no. 8. P. 2267–2306. doi 10.1093/rfs/hhu032.

6. Deng S., Huang X., Wang J., et al. A Decision Support System for Trading in Apple Futures Market Using

Predictions Fusion // IEEE Access. 2021. Vol. 9. P. 1271–1285. doi 10.1109/ACCESS.2020.3047138.

7. Seregin G. Lecture notes on regularity theory for the Navier-Stokes equations. Singapore: World Scientific Publishing

Company, 2014. 268 p. doi 10.1142/9314.

8. Demin D.A. Synthesis of optimal control of technological processes based on a multialternative parametric

description of the final state // Eastern-European Journal of Enterprise Technologies. 2017. Vol. 3, 4(87). P. 51–63.

doi 10.15587/1729-4061.2017.105294.

9. Kazarinov L.S., Shnayder D.A., Kolesnikova O.V. Heat load control in steam boilers // 2017 International

Conference on Industrial Engineering, Applications and Manufacturing, ICIEAM 2017 - Proceedings. IEEE, 2017.

doi 10.1109/ICIEAM.2017.8076177.

https://dx.doi.org/10.3389/fdata.2018.00005
https://dx.doi.org/10.3389/fdata.2018.00005
http://omega.sp.susu.ru/pavt2017/short/014.pdf
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4615-0911-0_2
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4615-0911-0_2
https://dx.doi.org/10.1093/rfs/hhu032
https://dx.doi.org/10.1109/ACCESS.2020.3047138
https://dx.doi.org/10.1142/9314
https://dx.doi.org/10.15587/1729-4061.2017.105294
https://dx.doi.org/10.1109/ICIEAM.2017.8076177


20 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

10. Zagoskina E.V., Barbasova T.A., Shnaider D.A. Intelligent Control System of Blast-furnace Melting Ffiency //

SIBIRCON 2019 - International Multi-Conference on Engineering, Computer and Information Sciences, Proceedings.

IEEE, 2019. P. 710–713. doi 10.1109/SIBIRCON48586.2019.8958221.

11. Fleming J., Yan X., Allison C., et al. Real-time predictive eco-driving assistance considering road geometry and

long-range radar measurements // IET Intelligent Transport Systems. 2021. Vol. 15, no. 4. P. 573–583. doi 10.1049/

ITR2.12047.

12. Scholl M., Minnerup K., Reiter C., et al. Optimization of a thermal management system for battery electric vehicles

// 14th International Conference on Ecological Vehicles and Renewable Energies, EVER 2019. IEEE, 2019. doi 10.

1109/EVER.2019.8813657.

13.Meisel S. Dynamic Vehicle Routing // Anticipatory Optimization for Dynamic Decision Making. Operations

Research/Computer Science Interfaces Series, vol. 51. New York, NY: Springer, 2011. P. 77–96. doi 10.1007/

978-1-4614-0505-4_6.

14. Kiran D Production Planning and Control: A Comprehensive Approach. Elsevier Inc., 2019. 582 p. doi 10.1016/

C2018-0-03856-6.

15.Mall R. Real-Time Systems: Theory and Practice. Delhi, India: Pearson Education, 2007. 242 p.

16. Dantzig G.B. Linear programming and extensions. Princeton, N.J.: Princeton university press, 1998. 656 p.

17. Hall J., McKinnon K. Hyper-sparsity in the revised simplex method and how to exploit it // Computational

Optimization and Applications. 2005. Vol. 32, no. 3. P. 259–283. doi 10.1007/s10589-005-4802-0.

18. Klee V., Minty G. How good is the simplex algorithm? // Inequalities - III. Proceedings of the Third Symposium on

Inequalities Held at the University of California, Los Angeles, Sept. 1-9, 1969 / ed. by O. Shisha. New York-London:

Academic Press, 1972. P. 159–175.

19. Bartels R., Stoer J., Zenger C. A Realization of the Simplex Method Based on Triangular Decompositions //

Handbook for Automatic Computation. Volume II: Linear Algebra. Berlin, Heidelberg: Springer, 1971. P. 152–190.

doi 10.1007/978-3-642-86940-2_11.

20. Tolla P. A Survey of Some Linear Programming Methods // Concepts of Combinatorial Optimization / ed. by V.T.

Paschos. 2nd ed. Hoboken, NJ, USA: John Wiley, Sons, 2014. Chap. 7. P. 157–188. doi 10.1002/9781119005216.ch7.

21. Hall J. Towards a practical parallelisation of the simplex method // Computational Management Science. 2010.

Vol. 7, no. 2. P. 139–170. doi 10.1007/s10287-008-0080-5.

22.Mamalis B., Pantziou G. Advances in the Parallelization of the Simplex Method // Algorithms, Probability,

Networks, and Games. Lecture Notes in Computer Science, vol. 9295 / ed. by C. Zaroliagis, G. Pantziou, S.

Kontogiannis. Cham: Springer, 2015. P. 281–307. doi 10.1007/978-3-319-24024-4_17.

23. Зоркальцев В.И., Мокрый И.В. Алгоритмы внутренних точек в линейной оптимизации // Сибирский журнал

индустриальной математики. 2018. Т. 21, 1 (73). C. 11–20. doi 10.17377/sibjim.2018.21.102.

24. Дикин И.И.Итеративное решение задач линейного и квадратичного программирования // Доклады Академии

наук СССР. 1967. Т. 174, № 4. C. 747–748. https://www.mathnet.ru/rus/dan33112.

25. Gondzio J. Interior point methods 25 years later // European Journal of Operational Research. 2012. Vol. 218, no.

3. P. 587–601. doi 10.1016/j.ejor.2011.09.017.

26. Roos C., Terlaky T., Vial J.-P. Interior Point Methods for Linear Optimization. New York: Springer, 2005. 500 p.

doi 10.1007/b100325.

27. Sokolinskaya I.M. Parallel Method of Pseudoprojection for Linear Inequalities // Parallel Computational

Technologies. PCT 2018. Communications in Computer and Information Science, vol. 910 / ed. by L. Sokolinsky,

M. Zymbler. Cham: Springer, 2018. P. 216–231. doi 10.1007/978-3-319-99673-8_16.

28. Gondzio J., Grothey A. Direct Solution of Linear Systems of Size 109 Arising in Optimization with Interior Point

Methods // Parallel Processing and Applied Mathematics. PPAM 2005. Lecture Notes in Computer Science, vol.

3911. 3911 LNCS / ed. by R. Wyrzykowski, J. Dongarra, N. Meyer, J. Wasniewski. Berlin, Heidelberg: Springer,

2006. P. 513–525. doi 10.1007/11752578_62.

29. Prieto A., Prieto B., Ortigosa E.M., et al. Neural networks: An overview of early research, current frameworks and

new challenges // Neurocomputing. 2016. Vol. 214. P. 242–268. doi 10.1016/j.neucom.2016.06.014.

30. Tank D.W., Hopfield J.J. Simple ‘neural’ optimization networks: An A/D converter, signal decision circuit, and a

linear programming circuit // IEEE transactions on circuits and systems. 1986. Vol. CAS–33, no. 5. P. 533–541.

doi 10.1109/TCS.1986.1085953.

31. Kennedy M.P., Chua L.O. Unifying the Tank and Hopfield Linear Programming Circuit and the Canonical Nonlinear

Programming Circuit of Chua and Lin // IEEE Transactions on Circuits and Systems. 1987. Vol. 34, no. 2. P. 210–

214. doi 10.1109/TCS.1987.1086095.

https://dx.doi.org/10.1109/SIBIRCON48586.2019.8958221
https://dx.doi.org/10.1049/ITR2.12047
https://dx.doi.org/10.1049/ITR2.12047
https://dx.doi.org/10.1109/EVER.2019.8813657
https://dx.doi.org/10.1109/EVER.2019.8813657
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-0505-4_6
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-0505-4_6
https://dx.doi.org/10.1016/C2018-0-03856-6
https://dx.doi.org/10.1016/C2018-0-03856-6
https://dx.doi.org/10.1007/s10589-005-4802-0
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-86940-2_11
https://dx.doi.org/10.1002/9781119005216.ch7
https://dx.doi.org/10.1007/s10287-008-0080-5
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-24024-4_17
https://dx.doi.org/10.17377/sibjim.2018.21.102
https://www.mathnet.ru/rus/dan33112
https://dx.doi.org/10.1016/j.ejor.2011.09.017
https://dx.doi.org/10.1007/b100325
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-99673-8_16
https://dx.doi.org/10.1007/11752578_62
https://dx.doi.org/10.1016/j.neucom.2016.06.014
https://dx.doi.org/10.1109/TCS.1986.1085953
https://dx.doi.org/10.1109/TCS.1987.1086095


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

21

32. Rodriguez-Vazquez A., Dominguez-Castro R., Rueda A., et al. Nonlinear Switched-Capacitor “Neural” Networks for

Optimization Problems // IEEE Transactions on Circuits and Systems. 1990. Vol. 37, no. 3. P. 384–398. doi 10.

1109/31.52732.

33. Zak S.H., Upatising V. Solving Linear Programming Problems with Neural Networks: A Comparative Study //

IEEE Transactions on Neural Networks. 1995. Vol. 6, no. 1. P. 94–104. doi 10.1109/72.363446.

34.Malek A., Yari A. Primal-dual solution for the linear programming problems using neural networks // Applied

Mathematics and Computation. 2005. Vol. 167, no. 1. P. 198–211. doi 10.1016/J.AMC.2004.06.081.

35. Liu X., Zhou M. A one-layer recurrent neural network for non-smooth convex optimization subject to linear

inequality constraints // Chaos, Solitons and Fractals. 2016. Vol. 87. P. 39–46. doi 10.1016/j.chaos.2016.03.009.

36. LeCun Y., Bengio Y., Hinton G. Deep learning // Nature. 2015. Vol. 521, no. 7553. P. 436–444. doi 10.1038/natu

re14539.

37. Ольховский Н.А., Соколинский Л.Б. Визуальное представление многомерных задач линейного программиро-

вания // ВестникЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и информатика. 2022. Т. 11, № 1. C. 31–56.

doi 10.14529/cmse220103.

38. Raina R., Madhavan A., Ng A.Y. Large-scale deep unsupervised learning using graphics processors // Proceedings

of the 26th Annual International Conference on Machine Learning (ICML ’09). New York, NY, USA: ACM Press,

2009. P. 873–880. doi 10.1145/1553374.1553486.

39. Соколинский Л.Б., Соколинская И.М. О новой версии апекс-метода для решения задач линейного программи-

рования // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и информатика. 2023. Т. 12, № 2. С. 5–46.

doi 10.14529/cmse230201.

40. Ольховский Н.А. Исследование структуры рецептивного поля в визуальном методе решения задачи линейного

программирования. PREPRINTS.RU. doi 10.24108/preprints-3112771.

Поступила в редакцию

16 июня 2021 г.

Принята к публикации

13 октября 2021 г.

Информация об авторах

Николай Александрович Ольховский — àñïèðàíò; Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (íà-

öèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ïð. èì. Â.È. Ëåíèíà, ä. 76, 454080, ×åëÿáèíñê, Ðîñ-

ñèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ.

Леонид Борисович Соколинский — ä.ô.-ì.í., çàâ. êàô. ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; Þæíî-Óðàëüñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ïð. èì. Â.È. Ëåíèíà,

ä. 76, 454080, ×åëÿáèíñê, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ.

https://dx.doi.org/10.1109/31.52732
https://dx.doi.org/10.1109/31.52732
https://dx.doi.org/10.1109/72.363446
https://dx.doi.org/10.1016/J.AMC.2004.06.081
https://dx.doi.org/10.1016/j.chaos.2016.03.009
https://dx.doi.org/10.1038/nature14539
https://dx.doi.org/10.1038/nature14539
https://dx.doi.org/10.14529/cmse220103
https://dx.doi.org/10.1145/1553374.1553486
https://dx.doi.org/10.14529/cmse230201
https://dx.doi.org/10.24108/preprints-3112771


22 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

References

1. Hartung T. Making Big Sense From Big Data. Frontiers in Big Data. 2018. Vol. 1. P. 5. doi 10.3389/fdata.2018.

00005.

2. Sokolinskaya I.M., Sokolinsky L.B. On the Solution of Linear Programming Problems in the Age of Big Data.

Parallel Computational Technologies. PCT 2017. Communications in Computer and Information Science, vol. 753.

/ ed. by L. Sokolinsky, M. Zymbler. Cham: Springer, 2017. P. 86–100. doi 10.1007/978-3-319-67035-5_7.

3. Branke J. Optimization in Dynamic Environments. Evolutionary Optimization in Dynamic Environments. Ge-

netic Algorithms and Evolutionary Computation, vol. 3. Boston, MA: Springer, 2002. P. 13–29. doi 10.1007/

978-1-4615-0911-0_2.

4. Eremin I.I., Mazurov V.D. Nonstationary processes of mathematical programming (Nestacionarnye processy matem-

aticheskogo programmirovaniya). Moscow: Nauka. Glavnaya redakciya fiziko-matematicheskoj literatury, 1979. 288

p. (in Russian).

5. Brogaard J., Hendershott T., Riordan R. High-Frequency Trading and Price Discovery. Review of Financial Studies.

2014. Vol. 27, no. 8. P. 2267–2306. doi 10.1093/rfs/hhu032.

6. Deng S., Huang X., Wang J., et al. A Decision Support System for Trading in Apple Futures Market Using

Predictions Fusion. IEEE Access. 2021. Vol. 9. P. 1271–1285. doi 10.1109/ACCESS.2020.3047138.

7. Seregin G. Lecture notes on regularity theory for the Navier-Stokes equations. Singapore: World Scientific Publishing

Company, 2014. 268 p. doi 10.1142/9314.

8. Demin D.A. Synthesis of optimal control of technological processes based on a multialternative parametric descrip-

tion of the final state. Eastern-European Journal of Enterprise Technologies. 2017. Vol. 3, 4(87). P. 51–63.

doi 10.15587/1729-4061.2017.105294.

9. Kazarinov L.S., Shnayder D.A., Kolesnikova O.V. Heat load control in steam boilers. 2017 International Conference

on Industrial Engineering, Applications and Manufacturing, ICIEAM 2017 - Proceedings. IEEE, 2017. doi 10.1109/

ICIEAM.2017.8076177.

10. Zagoskina E.V., Barbasova T.A., Shnaider D.A. Intelligent Control System of Blast-furnace Melting Ffiency. SIBIR-

CON 2019 - International Multi-Conference on Engineering, Computer and Information Sciences, Proceedings.

IEEE, 2019. P. 710–713. doi 10.1109/SIBIRCON48586.2019.8958221.

11. Fleming J., Yan X., Allison C., et al. Real-time predictive eco-driving assistance considering road geometry and

long-range radar measurements. IET Intelligent Transport Systems. 2021. Vol. 15, no. 4. P. 573–583. doi 10.

1049/ITR2.12047.

12. Scholl M., Minnerup K., Reiter C., et al. Optimization of a thermal management system for battery electric

vehicles. 14th International Conference on Ecological Vehicles and Renewable Energies, EVER 2019. IEEE, 2019.

doi 10.1109/EVER.2019.8813657.

13.Meisel S. Dynamic Vehicle Routing. Anticipatory Optimization for Dynamic Decision Making. Operations Re-

search/Computer Science Interfaces Series, vol. 51. New York, NY: Springer, 2011. P. 77–96. doi 10.1007/

978-1-4614-0505-4_6.

14. Kiran D Production Planning and Control: A Comprehensive Approach. Elsevier Inc., 2019. 582 p. doi 10.1016/

C2018-0-03856-6.

15.Mall R. Real-Time Systems: Theory and Practice. Delhi, India: Pearson Education, 2007. 242 p.

16. Dantzig G.B. Linear programming and extensions. Princeton, N.J.: Princeton university press, 1998. 656 p.

17. Hall J., McKinnon K. Hyper-sparsity in the revised simplex method and how to exploit it. Computational Opti-

mization and Applications. 2005. Vol. 32, no. 3. P. 259–283. doi 10.1007/s10589-005-4802-0.

18. Klee V., Minty G. How good is the simplex algorithm? Inequalities - III. Proceedings of the Third Symposium on

Inequalities Held at the University of California, Los Angeles, Sept. 1-9, 1969 / ed. by O. Shisha. New York-London:

Academic Press, 1972. P. 159–175.

19. Bartels R., Stoer J., Zenger C. A Realization of the Simplex Method Based on Triangular Decompositions. Hand-

book for Automatic Computation. Volume II: Linear Algebra. Berlin, Heidelberg: Springer, 1971. P. 152–190.

doi 10.1007/978-3-642-86940-2_11.

20. Tolla P. A Survey of Some Linear Programming Methods. Concepts of Combinatorial Optimization / ed. by V.T.

Paschos. 2nd ed. Hoboken, NJ, USA: John Wiley, Sons, 2014. Chap. 7. P. 157–188. doi 10.1002/9781119005216.

ch7.

21. Hall J. Towards a practical parallelisation of the simplex method. Computational Management Science. 2010. Vol.

7, no. 2. P. 139–170. doi 10.1007/s10287-008-0080-5.

https://dx.doi.org/10.3389/fdata.2018.00005
https://dx.doi.org/10.3389/fdata.2018.00005
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-67035-5_7
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4615-0911-0_2
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4615-0911-0_2
https://dx.doi.org/10.1093/rfs/hhu032
https://dx.doi.org/10.1109/ACCESS.2020.3047138
https://dx.doi.org/10.1142/9314
https://dx.doi.org/10.15587/1729-4061.2017.105294
https://dx.doi.org/10.1109/ICIEAM.2017.8076177
https://dx.doi.org/10.1109/ICIEAM.2017.8076177
https://dx.doi.org/10.1109/SIBIRCON48586.2019.8958221
https://dx.doi.org/10.1049/ITR2.12047
https://dx.doi.org/10.1049/ITR2.12047
https://dx.doi.org/10.1109/EVER.2019.8813657
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-0505-4_6
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-0505-4_6
https://dx.doi.org/10.1016/C2018-0-03856-6
https://dx.doi.org/10.1016/C2018-0-03856-6
https://dx.doi.org/10.1007/s10589-005-4802-0
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-86940-2_11
https://dx.doi.org/10.1002/9781119005216.ch7
https://dx.doi.org/10.1002/9781119005216.ch7
https://dx.doi.org/10.1007/s10287-008-0080-5


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

23

22.Mamalis B., Pantziou G. Advances in the Parallelization of the Simplex Method. Algorithms, Probability, Networks,

and Games. Lecture Notes in Computer Science, vol. 9295 / ed. by C. Zaroliagis, G. Pantziou, S. Kontogiannis.

Cham: Springer, 2015. P. 281–307. doi 10.1007/978-3-319-24024-4_17.

23. Zorkaltsev V., Mokryi I. Interior point algorithms in linear optimization. Journal of applied and industrial mathe-

matics. 2018. Vol. 12, no. 1. P. 191–199. doi 10.1134/S1990478918010179.

24. Dikin I. Iterative solution of problems of linear and quadratic programming. Soviet Mathematics. Doklady. 1967.

Vol. 8. P. 674–675.

25. Gondzio J. Interior point methods 25 years later. European Journal of Operational Research. 2012. Vol. 218, no.

3. P. 587–601. doi 10.1016/j.ejor.2011.09.017.

26. Roos C., Terlaky T., Vial J.-P. Interior Point Methods for Linear Optimization. New York: Springer, 2005. 500 p.

doi 10.1007/b100325.

27. Sokolinskaya I. Parallel Method of Pseudoprojection for Linear Inequalities. Parallel Computational Technologies.

PCT 2018. Communications in Computer and Information Science, vol. 910 / ed. by L. Sokolinsky, M. Zymbler.

Cham: Springer, 2018. P. 216–231. doi 10.1007/978-3-319-99673-8_16.

28. Gondzio J., Grothey A. Direct Solution of Linear Systems of Size 109 Arising in Optimization with Interior Point

Methods. Parallel Processing and Applied Mathematics. PPAM 2005. Lecture Notes in Computer Science, vol.

3911. 3911 LNCS / ed. by R. Wyrzykowski, J. Dongarra, N. Meyer, J. Wasniewski. Berlin, Heidelberg: Springer,

2006. P. 513–525. doi 10.1007/11752578_62.

29. Prieto A., Prieto B., Ortigosa E.M., et al. Neural networks: An overview of early research, current frameworks

and new challenges. Neurocomputing. 2016. Vol. 214. P. 242–268. doi 10.1016/j.neucom.2016.06.014.

30. Tank D.W., Hopfield J.J. Simple ‘neural’ optimization networks: An A/D converter, signal decision circuit, and a

linear programming circuit. IEEE transactions on circuits and systems. 1986. Vol. CAS–33, no. 5. P. 533–541.

doi 10.1109/TCS.1986.1085953.

31. Kennedy M.P., Chua L.O. Unifying the Tank and Hopfield Linear Programming Circuit and the Canonical Nonlinear

Programming Circuit of Chua and Lin. IEEE Transactions on Circuits and Systems. 1987. Vol. 34, no. 2. P.

210–214. doi 10.1109/TCS.1987.1086095.

32. Rodriguez-Vazquez A., Dominguez-Castro R., Rueda A., et al. Nonlinear Switched-Capacitor “Neural” Networks

for Optimization Problems. IEEE Transactions on Circuits and Systems. 1990. Vol. 37, no. 3. P. 384–398.

doi 10.1109/31.52732.

33. Zak S.H., Upatising V. Solving Linear Programming Problems with Neural Networks: A Comparative Study. IEEE

Transactions on Neural Networks. 1995. Vol. 6, no. 1. P. 94–104. doi 10.1109/72.363446.

34.Malek A., Yari A. Primal-dual solution for the linear programming problems using neural networks. Applied

Mathematics and Computation. 2005. Vol. 167, no. 1. P. 198–211. doi 10.1016/J.AMC.2004.06.081.

35. Liu X., Zhou M. A one-layer recurrent neural network for non-smooth convex optimization subject to linear in-

equality constraints. Chaos, Solitons and Fractals. 2016. Vol. 87. P. 39–46. doi 10.1016/j.chaos.2016.03.009.

36. LeCun Y., Bengio Y., Hinton G. Deep learning. Nature. 2015. Vol. 521, no. 7553. P. 436–444. doi 10.1038/natu

re14539.

37. Olkhovsky N., Sokolinsky L. Visualizing Multidimensional Linear Programming Problems. Parallel Computational

Technologies. PCT 2022. Communications in Computer and Information Science, vol. 1618 / ed. by L. Sokolinsky,

M. Zymbler. Cham: Springer, 2022. P. 172–196. doi 10.1007/978-3-031-11623-0_13.

38. Raina R., Madhavan A., Ng A.Y. Large-scale deep unsupervised learning using graphics processors. Proceedings

of the 26th Annual International Conference on Machine Learning (ICML ’09). New York, NY, USA: ACM Press,

2009. P. 873–880. doi 10.1145/1553374.1553486.

39. Sokolinsky L.B., Sokolinskaya I.M. Apex Method: A New Scalable Iterative Method for Linear Programming.

Mathematics. 2023. Vol. 11, no. 7. P. 1654. doi 10.3390/MATH11071654.

40. Olkhovsky N.A. Study of the receptive field structure in the visual method of solving the linear programming

problem. PREPRINTS.RU. doi 10.24108/preprints-3112771. (In Russian)

Received

June 16, 2021

Accepted for publication

October 13, 2021

Information about the authors

Nikolay A. Olkhovsky — PhD student; South Ural State University (National Research University), pr. Lenina 76,

454080, Chelyabinsk, Russia.

https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-24024-4_17
https://dx.doi.org/10.1134/S1990478918010179
https://dx.doi.org/10.1016/j.ejor.2011.09.017
https://dx.doi.org/10.1007/b100325
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-99673-8_16
https://dx.doi.org/10.1007/11752578_62
https://dx.doi.org/10.1016/j.neucom.2016.06.014
https://dx.doi.org/10.1109/TCS.1986.1085953
https://dx.doi.org/10.1109/TCS.1987.1086095
https://dx.doi.org/10.1109/31.52732
https://dx.doi.org/10.1109/72.363446
https://dx.doi.org/10.1016/J.AMC.2004.06.081
https://dx.doi.org/10.1016/j.chaos.2016.03.009
https://dx.doi.org/10.1038/nature14539
https://dx.doi.org/10.1038/nature14539
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-031-11623-0_13
https://dx.doi.org/10.1145/1553374. 1553486
https://dx.doi.org/10.3390/MATH11071654
https://dx.doi.org/10.24108/preprints-3112771


24 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

Leoind B. Sokolinsky — Doctor of sciences (phys. and math.), Head of Comp. Sc. Dept.; South Ural State

University (National Research University), pr. Lenina 76, 454080, Chelyabinsk, Russia.



Главному редактору научного журнала

“Вычислительные методы и
программирование”

чл.-корр. РАН, проф. Вл. В. Воеводину

СОПРОВОДИТЕЛЬНОЕ ПИСЬМО

Направляем в журнал “Вычислительные методы и программирование” пересмотрен-
ную версию статьи “О новом методе линейного программирования”. В данной версии учте-
ны все замечания рецензента. Ответы на замечания прилагаем отдельным документом.

Сообщаем следующую информацию о каждом авторе статьи.

1. Фамилия, имя, отчество полностью: Ольховский Николай Александрович (Olkhovsky
Nikolay A.).

2. Основное место работы: Южно-Уральский государственный университет (нацио-
нальный исследовательский университет) (South Ural State University (national research
university)) http://www.susu.ru/.

3. Должность по основному месту работы: аспирант (PhD student).
4. Ученая степень и ученое звание: нет (no).
5. Телефон мобильный: +7 9043070939.
6. E-mail: olkhovskiina@susu.ru.
7. ORCID: 0009-0008-9078-4799.
8. Номер и название рубрики ГРНТИ: 27.47.19 исследование операций; код OECD:

1.02.
9. Cсылка на профиль автора в elibrary.ru: https://elibrary.ru/author_items.asp

?authorid=1200111.

1. Фамилия, имя, отчество полностью: Соколинский Леонид Борисович (Sokolinsky
Leonid B.).

2. Основное место работы: Южно-Уральский государственный университет (нацио-
нальный исследовательский университет) (South Ural State University (national research
university)) http://www.susu.ru/.

3. Должность по основному месту работы: заведующий кафедрой системного про-
граммирования (Head of Computer Science Department).

4. Ученая степень и ученое звание: доктор физико-математических наук, профессор
(Doctor of Sciences, Professor).

5. Телефон мобильный: +7 9128912525.
6. E-mail: leonid.sokolinsky@susu.ru.
7. ORCID: 0000-0001-9997-3918.
8. Номер и название рубрики ГРНТИ: 27.47.19 исследование операций; код OECD:

1.02.
9. Cсылка на профиль автора в elibrary.ru: https://elibrary.ru/author_items.asp

http://www.susu.ru/
https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=1200111
https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=1200111
http://www.susu.ru/
https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=99314


26 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING

2021, ?? (?), 1–26. doi 10.26089/NumMet.v??r???

?authorid=99314.

Текущую переписку по вопросам публикации статьи следует вести с Соколинским Л.Б.

Авторы согласны с правилами подготовки статьи к публикации, включая рецензи-
рование, научное и литературное редактирование и доведение статьи до редакторских
стандартов, принятых в рамках журнала.

Авторы ознакомлены с Публикационной этикой журнала и согласны с ее положени-
ями.

Авторы также согласны с передачей журналу своего права на издание и распростра-
нение статьи в электронной и бумажной версиях, в том числе на размещение библиогра-
фической информации о статье в Российском индексе научного цитирования (РИНЦ) и
в других базах научного цитирования и на размещение полных текстов статей в Науч-
ной электронной библиотеке (elibrary.ru) и портале http://www.mathnet.ru для свободного
доступа всем пользователям Интернет независимо от их категории и местоположения.

23.05.2023 Н.А. Ольховский

Л.Б. Соколинский

https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=99314
https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=99314
https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=99314

	1. Введение
	2. Теоретический базис
	3. Метод поверхностного движения
	4. Обсуждение
	5. Заключение
	6. Обозначения
	7. Список литературы
	8. References

