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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå âûâîäÿòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòà x èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó íåçàâèñèìî îò óãëà

îòêëîíåíèÿ. Êîîðäèíàòà y âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

Ïóñòü O - íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îñü àáñöèññ íàïðàâëåíà ñëåâà íàïðàâî

îñü îðäèíàò èä¼ò ñâåðõó âíèç. M(x, y) -ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè x, y è ìàññîé

m, òîíêàÿ íåâåñîìàÿ íåðàñòÿæèìàÿ íèòü äëèíû L ïðèêðåïëåíà îäíèì êîíöîì ê òî÷êå O,
äðóãèì êîíöîì - ê òî÷êå M.

Â îïèñàííîé êîíñòðóêöèè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà M íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿò-

íèêîì.

Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ MA ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè àáñöèññ, íà íåé âîçüì¼ì òî÷êó D òàê,

÷òîáû MD = mg, çàòåì ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé OM. Ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿð

MB ê îñè îðäèíàò. Îáîçíà÷èì φ = ∠BOM− óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ìàÿòíèê îòêëîí¼í âïðàâî.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèÿì, DC = mg sinφ.
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Äàëåå â ó÷åáíèêàõ íà÷èíàåòñÿ íåïîíÿòíûé òàíåö ñ áóáíàìè. Ñíà÷àëà óãîë φ îïðåäå-

ëÿþò ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà φ =
s

L
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðàäèàííîé ìåðû óãëà (çäåñü s−

äëèíà äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñîì L, ëåæàùåé âíóòðè óãëà ∠BOM). Çàòåì âäðóã ¾çàìå÷à-

þò¿, ÷òî ïðè ìàëûõ φ èìååò â ìåñòî ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî s ≈ x, çàòåì ¾çàìå÷àþò¿, ÷òî

ïðè ìàëûõ
x

L
èìååò ìåñòî î÷åðåäíîå ðàâåíñòâî sin

x

L
≈ x

L
.

Íàêîíåö, îòñþäà ¾ñëåäóåò¿
d2x

dt2
+

g

L
x = 0. Íî - äëÿ ¾ìàëûõ¿ çíà÷åíèé φ.

Íî âåäü sinφ ìîæíî áûëî íàéòè íàìíîãî ïðîùå, èç òðåóãîëüíèêà △OMB : sinφ =
x

L
.

Ïðè÷¼ì óðàâíåíèå sinφ =
x

L
ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé óãëà φ ∈

(
0,

π

2

)
.

Íó à äàëüøå óæå èäóò ñòàíäàðòíûå ïîñòðîåíèÿ. Îáîçíà÷àåì ω =

√
g

L
, òîãäà óðàâíåíèå

êîëåáàíèÿ îðäèíàòû x çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
d2x

dt2
+ ω2x = 0.

Íî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ x(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî

φ ∈
(
0,

π

2

)
.

Îáîçíà÷àÿ A =
√
C2
1 + C2

2 , ìîæåì ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûé óãîë α òàê, ÷òîáû

sinα =
C1

A
, cosα =

C2

A
, òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x(t) = A sin(ωt+ α).

Èòàê, àáñöèññà òî÷êè x ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó.

×òî êàñàåòñÿ îðäèíàòû, òî èç òðåóãîëüíèêà △OMB ïîëó÷àåì, ÷òî

y(t) = OB =
√

L2 −A2 sin2(ωt+ α).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè L = A, òî y(t) = L cos(ωt+ α).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî àìïëèòóäà A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå A =
√
C2
1 + C2

2 .

C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Êîãäà ìû îòâîäèì ìàÿòíèê, íàïðèìåð,

âïðàâî, òî ìû ñàìè çàäà¼ì áóäóùóþ àìïëèòóäó A, òî åñòü A = x(0) =
= C1 cos(ω0)+C2 sin(ω0) = C1. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, òîãäà −C1ω sin(ω0)+
C2ω cos(ω0) = C2 = 0.

Èòàê, C1 = A, C2 = 0. Íî òîãäà âñïîìîãàòåëüíûé óãîë α =
π

2
.

Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå x(t) = A sin
(
ωt+

π

2

)
= A cos(ωt).

Îêîí÷àòåëüíûé âûâîä òàêîâ: åñëè ìàÿòíèêó çàäàòü àìïëèòóäó A = x(0) ïðè íóëåâîé

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, òî àáñöèññà ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó

x(t) = A cos(ωt). Îðäèíàòà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó y(t) =
√
L2 −A2 cos2 ωt. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûé

óãîë φ = arcsin

(
A

L

)
ìîæåò áûòü ëþáûì.

Åñëè çàäàòü àìïëèòóäó A = L, òî îðäèíàòà áóäåò ìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó

y(t) = L sinωt.
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