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Àííîòàöèÿ

Äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà î íåòðèâèàëüíûõ íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè.

Åñëè íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî s0 = σ0+ it0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì,
òî ïàðà (σ0, t0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé äâóõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ σ è t.

Èçó÷åíèå îäíîãî èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ïîêàçàëî, ÷òî îíî èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ïðè t = t0.

Èç ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè íåòðèâèàëüíûõ íóëåé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

σ =
1

2
ñëåäóåò, ÷òî σ0 =

1

2
.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïîòåçà Ðèìàíà, äçåòà-ôóíêöèÿ, íåòðèâèàëüíûå íóëè.

Abstract

The Riemann hypothesis on nontrivial zeros of the zeta function is proved.

If a complex number s0 = σ0 + it0 is a nontrivial zero, thån the pair (σ0, t0) is a
solution to a system of two equations of two real variables σ and t.

Considering one of that two equations one can found that it has a unique solution at
t = t0.

As nontrivial zeros are symmetric about the line σ =
1

2
it follows that σ0 =

1

2
.
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Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü s = σ + it � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, ãäå σ = Re s, t = Im s.
Äàëåå, x ∈ R - äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Èçâåñòíî [1, ñ. 40], ÷òî ïðè σ > 0 äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(s) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

+∞∫
1

{x}
xs+1

dx. (1)

Âûâîä ôîðìóëû (1) èìååòñÿ òàêæå â [2].

Òîãäà íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ íóëåé ôóíêöèè ζ(s) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ

+∞∫
1

{x}
xs+1

dx =
1

s− 1
. (2)

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1

xs+1
=

1

xσ+1
(cos(t lnx)− i sin(t lnx)) ,

1

s− 1
=

σ − 1

(σ − 1)2 + t2
− i

t

(σ − 1)2 + t2
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (2) áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

+∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

+∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx =
t

(σ − 1)2 + t2
.

(3)

Êàê èçâåñòíî, íóëè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåùå-
ñòâåííîé îñè σ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t > 0.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè âñåãäà 0 < σ < 1, t > 0. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûé
íåòðèâèàëüíûé íóëü s0 = σ0 + it0 áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ôèêñèðîâàííûì.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà óòâåðæäàåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ0 =
1

2
.
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Î ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3)

Ââåäåì ñëåäóþùèå 4 ôóíêöèè:

u1(σ, t) =

+∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx,

v1(σ, t) =

+∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx,

u2(σ, t) =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

v2(σ, t) =
t

(σ − 1)2 + t2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
u1(σ, t) = u2(σ, t),

v1(σ, t) = v2(σ, t).
(4)

Ðèñ. 1: Ïëîñêîñòü t = t0

Åñëè s0 = σ0 + it0 - íåòðèâèàëüíûé íóëü äçåòà-ôóíêöèè, òî ïàðà (σ0, t0) ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4) è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ v1(σ, t) = v2(σ, t); â äàëüíåéøåì
èçëîæåíèè ôèêñèðóåì çíà÷åíèå t = t0 > 0. Äàëåå èçó÷àåì ïîâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé
èìåííî ýòîãî óðàâíåíèÿ êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé σ; áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôèêè
îáåèõ ÷àñòåé äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå ñ àáñöèññîé σ0, è èç ýòîãî

ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî σ0 ̸=
1

2
. ïîýòîìó èçó÷åíèå äðóãî-

ãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ëîãè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû
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íå èìååò (âûáîð óðàâíåíèÿ ðåøàëñÿ ïóò¼ì ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû; ïðè æåëàíèè äî-
êàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâîäèòü, èçó÷àÿ òîëüêî óðàâíåíèå u1(σ, t) = u2(σ, t), ñõåìà òà
æå ñàìàÿ).

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ w = v2(σ, t0) ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 > 0 âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ
îò ïåðåìåííîé σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

dv2
dσ

= − 2(σ − 1)t0
((σ − 1)2 + t20)

2
> 0.

Ñëåäñòâèå. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w = v2(σ, t0) ïðè

σ ∈ (0; 1) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó U =

(
t0

1 + t20
,
1

t0

)
.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìîóãîëüíèê
{
(σ,w)

∣∣∣ σ ∈ (0; 1), w ∈ U
}
áóäåì íàçûâàòü êðè-

òè÷åñêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Ðèñ. 2: Êðèòè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíèê

Çàìå÷àíèå. Êðèòè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíèêè î÷åíü òîíêèå, èõ øèðèíà ðàâíà
1

t0
− t0

1 + t20
=

1

(1 + t20)t0
. Óæå äëÿ íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ñ ñàìîé ìàëåíüêîé ïîëîæè-

òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ t0 = 14.134725141... ïîëó÷àåòñÿ øèðèíà 0.0003523461812...

Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0), ëåæàùàÿ â ýòîì ïðÿìî-
óãîëüíèêå.

Îïðåäåëåíèå 2. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé σ, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà
(σ, v1(σ, t0)) ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå,
áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå σ0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé σ, ò.ê.
òî÷êà (σ0, v1(σ0, t0)) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ãðàôèêîâ ôóíêöèé v1(σ, t0) è v2(σ, t0).
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Åñëè σ - êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, v1(σ, t0) ∈
(

t0
1 + t20

,
1

t0

)
;

â ÷àñòíîñòè, v1(σ, t0) > 0.

Îáîçíà÷èì ℜ[a, b] ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà îòðåç-
êå [a, b].

Íàì áóäåò ïîëåçíî ñëåäñòâèå èç ñëåäóþùåé òåîðåìû [3, c. 347]:

Òåîðåìà (ïåðâàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà). Ïóñòü f, g ∈ ℜ[a, b],
m = inf

x∈[a,b]
f(x),M = sup

x∈[a,b]
f(x). Åñëè ôóíêöèÿ g íåîòðèöàòåëüíà (èëè íåïîëîæè-

òåëüíà) íà îòðåçêå [a, b], òî

b∫
a

f(x)g(x)dx = µ

b∫
a

g(x)dx, ãäå µ ∈ [m,M ].

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû î ñðåäíåì âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî

b ∈ [a,+∞) è ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå B, ÷òî

b∫
a

g(x)dx > 0 ïðè âñåõ

b > B, ïóñòü ñóùåñòâóþò íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

+∞∫
a

f(x)g(x)dx è

+∞∫
a

g(x)dx, òî-

ãäà
+∞∫
a

f(x)g(x)dx = α

+∞∫
a

g(x)dx, ãäå α ∈ [m,M ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

= µ(b) ïðè b > B, ãäå µ(b) ∈ [m,M ].

Òàê êàê íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò, òî ïðè b → +∞ ñóùåñòâóåò ïðåäåë
ëåâîé ÷àñòè, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò è α = lim

b→+∞
µ(b). Òàê êàê µ(b) ∈ [m,M ], òî è

α ∈ [m,M ].

Ëåììà 2.
+∞∫
1

1

xσ+1
sin(t0 lnx)dx =

t0
σ2 + t20

(5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì F (x) ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè
1

xσ+1
sin(t0 lnx).

F (x) =

∫
1

xσ+1
sin(t0 lnx)dx =

∫
sin(t0 lnx)e

−σ lnxd lnx = |u = lnx| =
∫

sin(t0u)e
−σudu =

= − 1

σ

∫
sin(t0u)de

−σu = − 1

σ

(
sin(t0u)e

−σu −
∫

e−σud sin(t0u)

)
= − 1

σ
sin(t0u)e

−σu+

+
t0
σ

∫
e−σu cos(t0u)du = − 1

σ
sin(t0u)e

−σu +
t0
σ

∫
− 1

σ
cos(t0u)de

−σu = − 1

σ
sin(t0u)e

−σu−

− t0
σ2

(
cos(t0u)e

−σu −
∫

e−σud cos(t0u)

)
= − 1

σ
sin(t0u)e

−σu − t0
σ2

cos(t0u)e
−σu−

− t20
σ2

∫
sin(t0u)e

−σudu = − 1

σ
sin(t0 lnx)e

−σ lnx − t0
σ2

cos(t0 lnx)e
−σ lnx−

− t20
σ2

∫
sin(t0 lnx)e

−σ lnxd lnx = − 1

σ

sin(t0 lnx)

xσ
− t0

σ2

cos(t0 lnx)

xσ
− t20

σ2

∫
sin(t0 lnx)

xσ+1
dx =

− 1

σ

sin(t0 lnx)

xσ
− t0

σ2

cos(t0 lnx)

xσ
− t20

σ2
F (x).

Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî F (x) = − 1

σ

sin(t0 lnx)

xσ
− t0

σ2

cos(t0 lnx)

xσ
− t20

σ2
F (x), ñëåäîâàòåëüíî,

F (x) +
t20
σ2

F (x) = − 1

σ

sin(t0 lnx)

xσ
− t0

σ2

cos(t0 lnx)

xσ
.

Èòàê,
t20 + σ2

σ2
F (x) = − 1

σ

sin(t0 lnx)

xσ
− t0

σ2

cos(t0 lnx)

xσ
.

Äàëåå,
t20 + σ2

σ2
F (x)

∣∣∣∣+∞

1

= − 1

σ

sin(t0 lnx)

xσ

∣∣∣∣+∞

1

− t0
σ2

cos(t0 lnx)

xσ

∣∣∣∣+∞

1

=
t0
σ2

,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

+∞∫
1

1

xσ+1
sin(t0 lnx)dx = F (x)|+∞

1 =
t0

σ2 + t20
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû ìû âìåñòî ðàâåíñòâà v1(σ, t) = v2(σ, t) ñèñòåìû (4) âûáðàëè
ðàâåíñòâî u1(σ, t) = u2(σ, t), òî íàì ïðèøëîñü áû äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî

+∞∫
1

1

xσ+1
cos(t0 lnx)dx =

σ

σ2 + t20
.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

v̂1(σ, t) =

+∞∫
1

1

xσ+1
sin(t lnx)dx.

Ëåììà 2 îçíà÷àåò, ÷òî

v̂1(σ, t0) =
t0

σ2 + t20
.
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Ãðàôèêè ôóíêöèé v̂1(σ, t0) è v2(σ, t0) ðàñïîëîæåíû öåëèêîì â êðèòè÷åñêîì ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå è ñèììåòðè÷íû â í¼ì äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé σ =
1

2
, ïåðåñå-

êàÿñü â òî÷êå ñ àáñöèññîé
1

2
.

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ v̂1(σ, t0) óáûâàåò íà [0; 1] îò
1

t0
äî

1

1 + t20
, ôóíêöèÿ v2(σ, t0)

âîçðàñòàåò íà [0; 1] îò
1

1 + t20
äî

1

t0
, ïðè ýòîì v̂1(σ, t0) =

t0
σ2 + t20

=
t0

(1− (1− σ))2 + t20
=

v2(1 − σ, t0). Ðàâåíñòâî v̂1(σ, t0) = v1(σ, t0) îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è
t0

σ2 + t20
=

t0
(1− σ)2 + t20

, îòêóäà ñëåäóåò σ =
1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ðèìàíà

Òåîðåìà. Åñëè äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà èìååò íåòðèâèàëüíûé íóëü s0 = σ0 + it0,

ãäå t0 > 0, òî σ0 =
1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (σ, t), åñëè òî÷êà
s0 = σ0 + it0 - íåòðèâèàëüíûé íóëü äçåòà-ôóíêöèè, òî òî÷êà 1 − σ0 + it0, òî åñòü

ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé σ =
1

2
, òîæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì

äçåòà-ôóíêöèè.

Òî åñòü, åñëè ïàðà (σ0, t0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ v1(σ, t) = v2(σ, t), òî
ïàðà (1− σ0, t0) òîæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî æå óðàâíåíèÿ.

Ïðè ýòîì òî÷êà A(σ0, v2(σ0, t0)) èìååò îðäèíàòó v2(σ0, t0) =
t0

(1− σ0)2 + t20
, à òî÷êà

B(1− σ0, v2(1− σ0, t0)) èìååò îðäèíàòó v2(1− σ0, t0) =
t0

σ2
0 + t20

.

Ðèñ. 3: Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêîâ v̂1 è v2
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Äîïóñòèì, ÷òî σ0 ̸= 1

2
. Ïîëàãàåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî σ0 <

1

2
. Òîãäà òî÷êà

A ëåæèò íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè v̂1(σ0, t0), à òî÷êà B - âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ôóíêöèè v1, ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì,
÷òî σ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ v1(σ, t0) = v2(σ, t0), ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, è
òåïåðü ïðåäñòîèò âûÿñíèòü, ïðîéä¼ò ëè îí è ÷åðåç òî÷êó B.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïåðâîé òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà, äëÿ êàæäîãî
σ > 0 è, òåì áîëåå, äëÿ êàæäîãî σ ∈ (0; 1) íàéäóòñÿ òàêèå α(σ), β(σ) ∈ [0; 1], ÷òî

+∞∫
1

{x}
xσ+1

(1 + sin(t0 lnx))dx = α(σ)

+∞∫
1

1 + sin(t0 lnx)

xσ+1
dx = α(σ)

+∞∫
1

1

xσ+1
dx+ α(σ)

+∞∫
1

sin(t0 lnx)

xσ+1
dx =

= α(σ)
1

σ
+ α(σ)

t0
σ2 + t20

,

(6)
+∞∫
1

{x}
xσ+1

(1+sin(t0 lnx))dx = β(σ)

+∞∫
1

1

xσ+1
dx+

+∞∫
1

{x} sin(t0 lnx)

xσ+1
dx = β(σ)

1

σ
+

+∞∫
1

{x} sin(t0 lnx)

xσ+1
dx.

(7)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ 6 è 7, ïîëó÷àåì

α(σ)
1

σ
+ α(σ)

t0
σ2 + t20

= β(σ)
1

σ
+

+∞∫
1

{x} sin(t0 lnx)

xσ+1
dx,

îòñþäà ïîëó÷àåì

+∞∫
1

{x} sin(t0 lnx)

xσ+1
dx = (α(σ)− β(σ))

1

σ
+ α(σ)

t0
σ2 + t20

.

Òàêèì îáðàçîì,

v1(σ, t0) = (α(σ)− β(σ))
1

σ
+ α(σ)v̂1(σ, t0). (8)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òðè ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ α − β ïåðåìåííîé σ ñîõðàíÿåò
çíàê èëè íóëåâîå çíà÷åíèå íà (0; 1).

1. α(σ)− β(σ) < 0 íà (0; 1).

Èç ðàâåíñòâà 8 ñëåäóåò, ÷òî v1(σ, t0) < α(σ)v̂1(σ, t0) ≤ v̂1(σ, t0) ïðè âñåõ α ∈ (0; 1).

2. α(σ)− β(σ) = 0 íà (0; 1).

Èç ðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò, ÷òî v1(σ, t0) = α(σ)v̂1(σ, t0) ≤ v̂1(σ, t0) ïðè âñåõ σ ∈
(0; 1). Ïðè α(σ) < 1 òî÷êà v1(σ, t0) ëåæèò íèæå òî÷êè v̂1(σ, t0). Ïðè α(σ) = 1 äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ è ðàâåíñòâî β(σ) = 1. Íî âåäü òîãäà èç ðàâåíñòâà
+∞∫
1

{x}
xσ+1

dx = β(σ)

+∞∫
1

1

xσ+1
dx ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

+∞∫
1

{x}
xσ+1

dx =

+∞∫
1

1

xσ+1
dx, êîòîðîå

íå âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, ðàâåíñòâî α(σ) = 1 íå äîñòèãàåòñÿ, ïîýòîìó α(σ) < 1.
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Â ñëó÷àÿõ 1 è 2 ãðàôèê ôóíêöèè v1 ëåæèò íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè v̂1, íî òîãäà
è òî÷êè A è B ëåæàëè áû íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè v̂1, íî, êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå,
îíè äîëæíû ëåæàòü ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîãî ãðàôèêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè v1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, òî ÷åðåç òî÷êó
B óæå íå ïðîéä¼ò, è å¼ àáñöèññà σ0 íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
v1(σ, t0) = v2(σ, t0).

3. α(σ)− β(σ) > 0 íà (0; 1).

Îáîçíà÷èì δ(σ) = α(σ)− β(σ).

Â ýòîì ñëó÷àå v1(σ, t0) = δ(σ)
1

σ
+ α(σ)v̂1(σ, t0) > δ(σ)

1

σ
+ δ(σ)v̂1(σ, t0) =

= δ(σ)

(
1

σ
+ v̂1(σ, t0)

)
.

Çíà÷èò, ãðàôèê ôóíêöèè v1 ëåæèò âûøå ãðàôèêà ôóíêöèè γ = δ(σ)

(
1

σ
+

t0
σ2 + t20

)
.

Èçó÷èì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ γ è v̂1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ ∈ (0; 1) ïîñòðîèì âûðàæåíèå δ(σ)

(
1

σ
+

t0
σ2 + t20

)
− t0
σ2 + t20

.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì äðîáü ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàìåíàòåëåì σ(σ2 + t20) è
ñ âûðàæåíèåì δ(σ)σ2 − t0(1− δ(σ))σ + δ(σ)t20 â ÷èñëèòåëå.

Äëÿ óêàçàííîãî σ ∈ (0; 1) ïîñòðîèì êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí
Pσ(x) = δ(σ)x2−t0(1−δ(σ))x+δ(σ)t20.Ìû êàê áû ¾çàìîðîçèì¿ êîýôôèöèåíò α(σ) äëÿ
äàííîãî σ. Çàòåì èçó÷èì ïîâåäåíèå òð¼õ÷ëåíà è ïîäñòàâèì â íåãî çíà÷åíèå x = σ.

Âû÷èñëèì äèñêðèìèíàíò −3t20

(
δ(σ)− 1

3

)
(δ(σ) + 1).

Õîòÿ êîýôôèöèåíò δ(σ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî σ îäíîçíà÷íî è â òð¼õ÷ëåíå Pσ(x) îí
ïîñòîÿíåí, ìû åãî òî÷íîå âûðàæåíèå ïî ôîðìóëàì (6) è (7) èñïîëüçîâàòü íå ñìîæåì,
ïîýòîìó íàì ïðèä¼òñÿ ¾ïåðåáèðàòü¿ âîçìîæíûå âàðèàíòû åãî çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà
(0; 1).

Â íàøåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò δ(σ) ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó âàðèàíò δ(σ) = −1
îòïàäàåò - îí îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ 1.

Ïðè δ(σ) =
1

3
ó òð¼õ÷ëåíà Pσ(x) åäèíñòâåííûé êîðåíü x0 =

t0

(
1− 1

3

)
2 · 1

3

= t0 è íà

ëó÷å (−∞, t0) îí ïîëîæèòåëåí. Òàê êàê ó íåòðèâèàëüíûõ íóëåé íàèìåíüøàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà t0 = 14.134725141..., òî (0; 1) ⊂ (−∞, t0), ñëåäîâàòåëüíî,
òð¼õ÷ëåí Pσ(x) ïîëîæèòåëåí íà (0; 1) è, â ÷àñòíîñòè, íà íàøåì σ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
òî÷êà ñ àáñöèññîé σ íà ãðàôèêå γ ëåæèò âûøå òî÷êè ñ òàêîé æå àáñöèññîé íà ãðàôèêå
v̂1.

Ïðè çíà÷åíèÿõ δ(σ) ∈
(
1

3
; 1

)
òð¼õ÷ëåí Pσ(x) íå èìååò êîðíåé, êîýôôèöèåíò

ïðè x2 ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó Pσ(x) > 0 íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è, â ÷àñòíîñòè, íà
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íàøåì σ, ÷òî íàñ âïîëíå óñòðàèâàåò.

Ïåðåéä¼ì ê çíà÷åíèÿì δ(σ) ∈
(
0;

1

3

)
.

Êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà Pσ íàõîäèì ïî ôîðìóëå x1,2 = t0
1− δ(σ)±

√
(1− 3δ(σ))(δ(σ) + 1)

2δ(σ)
.

Ñðàâíèì 1 è êîðíè, ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿ óäîáî÷èòàåìîñòè
îáîçíà÷èì δ(σ) ïðîñòî δ.

Ñîñòàâèì ðàçíîñòü 1−t0
1− δ −

√
(1− 3δ) (δ + 1)

2δ
=

2δ − t0(1− δ −
√

(1− 3δ) (δ + 1))

2δ
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçíîñòü îòðèöàòåëüíà è ïðîâåä¼ì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ:

2δ < t0 − δt0 − t0
√

(1− 3δ) (δ + 1) ⇔ t0
√
(1− 3δ) (δ + 1) < t0 − δt0 − 2δ ⇔

−3δ2t20 − 2δt20 + t20 < t20 + δ2t20 + 4δ2 − 2δt20 − 4δt0 + 4δ2t0 ⇔
−3δ2t20 − 2δt20 + t20 − t20 − δ2t20 − 4δ2 + 2δt20 + 4δt0 − 4δ2t0 < 0 ⇔
−4δ2t20 − 4δ2 + 4δt0 − 4δ2t0 < 0 ⇔ −δt20 − δ + t0 − δt0 < 0 ⇔
δt20 + (δ − 1)t0 + δ > 0 ⇔ −δ(t20 + t0 + 1) + t0 > 0 ⇔ δ(t20 + t0 + 1) < t0 ⇔
δ <

t0
t20 + t0 + 1)

≤ 1

3
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà

(
0;

1

3

)
è ïîòîìó, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

âûðàæåíèÿ
t0

t20 + t0 + 1)
ïðè t0 > 0 ðàâíî

1

3
, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè

ïðåîáðàçîâàíèé âåðíî è èñõîäíîå íåðàâåíñòâî.

Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî 1 < x1 < x2.
Òð¼õ÷ëåí Pσ(x) > 0 íà (−∞, t0) è, â ÷àñòíîñòè, íà âñ¼ì (0; 1), âêëþ÷àÿ, êîíå÷íî, è
íàøå σ.

Èòàê, ãðàôèê v1 ëåæèò âûøå ãðàôèêà γ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåæèò âûøå
ãðàôèêà ôóíêöèè v̂1. Íî âåäü îáå òî÷êè A è B ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ãðàôèêà v1 è
ïîýòîìó îáå îêàçûâàþòñÿ âûøå ãðàôèêà v̂1, à äîëæíû áûòü îáå ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò íåãî.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñëó÷àþ 4, ñäåëàåì ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå. Â ðàññìîòðåííûõ òð¼õ ñëó÷àÿõ âìåñòî èíòåðâàëà (0; 1) ìîæíî áûëî
èçíà÷àëüíî áðàòü ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (p, q) ⊆ (0; 1).

4. α(σ)− β(σ) - çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ íà (0; 1).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(σ) =

+∞∫
1

{x}
xσ+1

dx =
+∞∑
n=1

n+1∫
n

x− n

xσ+1
dx. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N

èìååì íåðàâåíñòâî

n+1∫
n

x− n

xσ+1
dx ≤ 1

nσ+1
, ïîýòîìó ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä äëÿ ôóíêöèè
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φ(σ) ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîì
+∞∑
n=1

1

nσ+1
íà îòðåçêå [ε, 1] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0; 1),

ñëåäîâàòåëüíî, îí ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà íà ýòîì îòðåçêå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
Òàê êàê âñå ñëàãàåìûå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà äëÿ ôóíêöèè φ(σ) íåïðåðûâíû êàê
èíòåãðàëû îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òî ôóíêöèÿ φ(σ) íåïðåðûâíà. Â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè ε ôóíêöèÿ φ(σ) íåïðåðûâíà íà (0, 1] è, çíà÷èò, è íà (0, 1).

Ôóíêöèÿ β ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà (0; 1), òàê êàê, ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ, β(σ) =
φ(σ)

+∞∫
1

1

xσ+1
dx

, ýòî îòíîøåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì

+∞∫
1

1

xσ+1
dx =

1

σ
> 0.

Çàïèøåì ðàâåíñòâî (6) â âèäå φ(σ)+v1(σ, t0) = α(σ)

(
1

σ
+

t0
σ2 + t20

)
; âûðàæàÿ èç

íåãî α(σ), óñòàíàâëèâàåì å¼ íåïðåðûâíîñòü, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íåïðå-
ðûâíî è íå ðàâíî íèãäå íóëþ íà (0; 1), à ôóíêöèÿ v1(σ, t0) íåïðåðûâíà êàê äåéñòâè-

òåëüíàÿ ÷àñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

+∞∫
1

{x}
xs+1

dx =
1

s− 1
− ζ(s)

s
, â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðàâåíñòâîì (1).

Èòàê, ôóíêöèÿ α − β íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0; 1), ñëåäîâàòåëüíî, îíà ëèáî
âîîáùå íå èìååò íóëåé (òîãäà îíà çíàêîïîñòîÿííà è ïîäïàäàåò ïîä ñëó÷àè 1 è 3, íî íå
ïîä ñëó÷àé 4), ëèáî èíòåðâàë (0; 1) áóäåò îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà
íóëåé, çàìêíóòîãî êàê ïðîîáðàç îäíîòî÷å÷íîãî (è ïîòîìó çàìêíóòîãî) ìíîæåñòâà
{0}, è îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì èç èíòåðâàëà (0; 1) óêà-
çàííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèâåä¼ì ïîëåçíóþ òåîðåìó 21 èç êíèãè [4, ñ. 135]:

Òåîðåìà. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Γ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R åñòü ñóììà êî-
íå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòíûõ èíòåðâàëîâ, êîíöû êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò äîïîëíèòåëüíîìó ê Γ çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó Φ = R \ Γ; ñðåäè ýòèõ
èíòåðâàëîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ îäèí èëè äâà áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëà âèäà (−∞; a)
èëè (a; +∞).

Èòàê, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, èíòåðâàë (0; 1) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè α− β è êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòíûõ
èíòåðâàëîâ âèäà (p, q) ñ êîíöàìè â çàìêíóòîì ìíîæåñòâå íóëåé ôóíêöèè α−β, êðîìå
äâóõ èíòåðâàëîâ: îäèí ñ ëåâûì êîíöîì 0 è ïðàâûì êîíöîì â ìíîæåñòâå íóëåé, è
äðóãîé - ñ ïðàâûì êîíöîì 1 è ëåâûì êîíöîì â ìíîæåñòâå íóëåé. Íà êàæäîì òàêîì
èíòåðâàëå ôóíêöèÿ α− β çíàêîïîñòîÿííà.

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðè α(σ)− β(σ) ≤ 0 ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ãðàôèêà
ôóíêöèè v1 ëåæàò íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè v̂1, à ïðè α(σ)−β(σ) > 0 ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè v1, ëåæàò âûøå ãðàôèêà ôóíêöèè v̂1, â íóëÿõ ôóíêöèè
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α(σ)−β(σ) áûëè áû ðàçðûâû, íî âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê ãðàôèê v1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, òî è âåñü ãðàôèê
íàõîäèòñÿ íèæå ãðàôèêà v̂1. Íî òî÷êà B òîæå ëåæèò íà ãðàôèêå v1 è ïîýòîìó òîæå
ëåæèò íèæå ãðàôèêà v̂1. Íî ìû óæå óñòàíîâèëè ðàíåå, ÷òî òî÷êè A è B äîëæíû
ëåæàòü ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàôèêà v̂1.

Èòàê, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè v1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, òî îí íèêàê íå ñìîæåò
ïðîéòè ÷åðåç òî÷êó B.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå σ0 <
1

2
îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì.

Ñëó÷àé, êîãäà àáñöèññà σ̂ íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ äçåòà-ôóíêöèè áîëüøå
1

2
, ñâî-

äèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ: ïðîñòî ïîëàãàåì σ0 = 1− σ̂.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà äîêàçàíà.

1 Çàêëþ÷åíèå

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ v1 âåä¼ò ñåáÿ ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóåìî, õîòÿ, êàê
ìû óñòàíîâèëè, îíà è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, íî
âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû α è β, îò êîòîðûõ çàâèñèò å¼ ïîâåäåíèå, òàê, ÷òîáû ãðà-

ôèê ôóíêöèè v1 ïðîø¼ë ÷åðåç òî÷êó ñ àáñöèññîé σ0 =
1

2
íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ, íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Íî, òåì íå ìåíåå, îá ýòèõ êîýôôèöèåíòàõ ìîæíî êîå-÷òî ñêàçàòü. Íàïðèìåð,
ñëåäóþùåå: èõ ìîæíî, ðàäè èíòåðåñà, ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëèòü, óæå çíàÿ ïîëîæè-
òåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü t0 íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ.

Îáîçíà÷èì α(σ0) è β(σ0) ñèìâîëàìè α0 è β0 ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ïîä σ0 âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ
1

2
.

Ïóñòü α0 − β0 > 0. Òàê êàê v1(σ0, t0) ∈ U, òî
1

t0
> v1(σ0, t0) =

= (α0 − β0)
1

σ0

+ α0v̂1(σ0, t0) > (α0 − β0)
1

σ0

= 2(α0 − β0), ñëåäîâàòåëüíî, α0 − β0 <
1

2t0
.

Åñëè æå α0 − β0 < 0, òî (β0 − α0)
1

σ0

< v1(σ0, t0) + (β0 − α0)
1

σ0

= α0v̂1(σ0, t0) <

< v̂1(σ0, t0). Òàê êàê ïîä σ0 ìû ïîäðàçóìåâàåì
1

2
, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2(β0 − α0) <
t0

0.25 + t20
<

1

t0
, çíà÷èò, β0 − α0 <

1

2t0
.

Òàêèì îáðàçîì, |α0 − β0| <
1

2t0
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ñ íàèìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé ìíè-

ìîé ÷àñòüþ t0 = 14.134725141... Òîãäà
1

2t0
= 0.03537387498... Ïðè σ0 =

1

2
âû-
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ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (α0 − β0)
1

σ0

+ α0v̂1(σ0, t0) = v2(σ0, t0), èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

1.035329666...α0 − β0 = 0.03532966658...

Íàéä¼ì òåïåðü β0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì

+∞∫
1

{x}
xσ0+1

dx = β0

+∞∫
1

1

xσ0+1
dx.

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

k+1∫
k

x− k

xσ+1
dx = |x = k + t| =

1∫
0

t

(k + t)σ+1dt =

1∫
0

k + t

(k + t)σ+1dt−
1∫

0

k

(k + t)σ+1dt =

=

1∫
0

1

(k + t)σ
dt− k

1∫
0

1

(k + t)σ+1dt =

(
1

1− σ
· (k + t)1−σ +

k

σ
· 1

(k + t)σ

)∣∣∣∣1
0

=

=

(
1

1− σ
· (k + 1)1−σ +

k

σ
· 1

(k + 1)σ

)
−
(

1

1− σ
· k1−σ +

k

σ
· 1

kσ

)
=

=
(k + 1)1−σ − k1−σ

1− σ
+

k

σ
·
(

1

(k + 1)σ
− 1

kσ

)
.

Íàêîíåö, ïîëó÷àåì

+∞∫
1

{x}
xσ+1

dx =
+∞∑
k=1

k+1∫
k

x− k

xσ+1
dx =

+∞∑
k=1

(
(k + 1)1−σ − k1−σ

1− σ
+

k

σ
·
(

1

(k + 1)σ
− 1

kσ

))
.

Ïðè σ = σ0 =
1

2
ïîëó÷àåì

+∞∫
1

1

xσ0+1
dx = 2,

+∞∫
1

{x}
xσ0+1

dx = 2
+∞∑
k=1

2k + 1− 2
√
k
√
k + 1√

k + 1
.

Ïðè k = 1000000 ïîëó÷àåì

k∫
1

{x}
xσ0+1

dx = 0.9170582237...

Èç ðàâåíñòâà 0.9170582237 = β0 · 2 ïîëó÷àåì β0 = 0.4585291118...

Òåïåðü ìîæåì íàéòè α0 =
β0 + 0.03532966658

1.035329666
= 0.4770063050.

Ïîïðîáóåì òåïåðü õîòÿ áû ïðèáëèçèòåëüíî ïðåäñòàâèòü, êàê âåäóò ñåáÿ ëåâûé
è ïðàâûé ÷àñòè óðàâíåíèÿ v1(σ, t0) = v2(σ, t0). Êîíå÷íî, äëÿ ýòîãî íàäî áû çíàòü
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ α(σ) è β(σ) ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ σ, è âûðàæåíèÿ
äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè, íî îíè î÷åíü ãðîìîçäêè.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî α(σ) ≈ α

(
1

2

)
è β(σ) ≈ β

(
1

2

)
, òî ðàâåíñòâî (8) ïðè-

íèìàëî áû ïðèáëèçèòåëüíî âèä v1(σ, t0) =
0.0184771932

σ
+

6.742353011

σ2 + 199.7904548
.

È ýòî âñ¼, ÷òî ïîêà óñòàíîâëåíî.

Â ýòîì ïðè÷èíà òîãî, ÷òî àâòîð, íà÷èíàÿ ñ 2017 ãîäà, áåçóñïåøíî ïûòàëñÿ äî-
êàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ v1 óáûâàåò èìåííî â îáùåì ñëó÷àå. Â êîíöå êîíöîâ îêàçàëîñü,
÷òî îíà è â ñàìîì äåëå óáûâàåò, íî òîëüêî â ñîâåðøåííî ñïåöèôè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ.
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Ðèñ. 4: Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêîâ v1 è v2
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