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      Введение 

Для оценки своих тестов на знания виновного американский психофизиолог 

Дэвид Ликкен создал систему, которую назвал «методом средних рангов».  

«Метод оценки GKT, учитывающий такие возможности, — это метод средних 

рангов. Сначала ранжируются реакции на каждый вопрос, а затем усредняются ранги 

на релевантные вопросы. Вероятность того, что невиновный подозреваемый получит 

определенный средний ранговый балл на релевантный вопрос, можно определить из 

таблицы, подобной табл. 21.1.» [1, стр. 302] (перевод С.В. Поповичева [2]). Ниже 

изображена таблица из книги Ликкена «Дрожь в крови».  

 

Рис.1 Таблица средних рангов Ликкена 

 

Следуя тексту Ликкена, чтобы получить суммарный ранг, необходимо 

произвести ранжирование реакций и вычислить общий суммарный ранг. Так же, чтобы 

получить распределение вероятностей как на таблице Ликкена необходимо сначала 

научиться вычислять количество случаев N в результате, которых может быть получен 

общий суммарный ранг как функцию от количества   m – стимулов теста, k – 

количества используемых физиологических признаков реакции, l – количество 

повторов теста. Сам Ликкен в своих тестах использовал только амплитуду КГР, мы 

получим формулу для N для произвольного k.  

Для решения поставленной задачи нам необходимо обратиться к уже известной 

и решенной задаче. Это задача о размещении m неразличимых шаров в n ящиках. Эта 

комбинаторная задача, которая лежит в основе получения квантомеханического 
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статистического распределения бозонов по энергетическим уровням. Поэтому и в 

комбинаторике формулу, получаемую в результате решения этой задачи, называют 

иногда статистикой Бозе-Эйнштейна. В этой задаче нет никаких ограничений на 

распределение шаров по ящикам. В какой-либо ящик может не попасть ни одного 

шара, а могут все шары попасть в один ящик. Различными считаются распределения 

шаров по ящикам, отличающиеся только числом попавших в каждый ящик шаров [2, 

стр. 34]. Задача состоит в том, чтобы найти F ‒ количество всех возможных, различных 

распределений шаров по ящикам. Решение даётся формулой: 

 

F = 𝑪𝒎+𝒏−𝟏
𝒏−𝟏 =

(𝒎+𝒏−𝟏)!

𝒎!(𝒏−𝟏)!
         (1) 

 

Вывод формулы Ликкена 

Рассмотрим таблицу с рангами для ТЗВ с пятью стимулами, тремя 

физиологическими признаками, и двумя повторами. Ранг, полученный стимулом, 

обозначим не числом, а количеством шариков равным рангу. 

 

 1-е предъявление теста  2-е предъявление теста  

 ВДЛД КГР ФПГ ВДЛД КГР ФПГ ОСР 

1 2 3 4 5 6 r 

С1       16 

С2       19 

R       9 

C3       22 

C4       24 

Сумма 15 15 15 15 15 15 90 

Рис.2 Таблица с рангами теста ТЗВ 

 

Ячейки, соответствующие релевантному вопросу, можно представить в виде 

ящиков, а ранги в виде соответствующего количества шариков. И сразу же 

определимся с ограничениями этой модели. Обратим внимание на эти ограничения: 
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1. Ни один из ящиков не может быть пуст. В нём должен быть хотя бы один шар, 

так как не может быть нулевого ранга; 

2. В каждом ящике не может быть более 5-ти шаров, так как максимальный ранг 

равен 5-ти.  

Если релевантный стимул является незначимым для опрашиваемого лица, и все 

стимулы теста гомогенны, то опрашиваемый никак его не выделяет на фоне других. 

Это справедливо и для каждого из вопросов ряда. Тогда в любом из 6-ти ящиков может 

оказаться любое количество (от 1 до 5) шаров с одинаковой вероятностью. Это значит, 

что любая комбинация шаров в ящиках равновозможная и равновероятна.      

 
 ВДЛД КГР ФПГ ВДЛД КГР ФПГ ОСР 

1 2 3 4 5 6 

R       9 

 

В данном случае у нас имеется 6-ть ящиков. Это число равно произведению 

количества признаков (k = 3) на количество повторов теста (l = 2). 6 =  3 ⋅ 2. Для 

произвольного случая обозначим количество ящиков как n, тогда: 

𝒏 =  𝒌 ⋅ 𝒍           

Зададимся вопросом: сколькими способами можно разместить r шаров в n 

ящиках с теми двумя ограничениями, которые мы перечислили выше? Например, для 

рассматриваемого случая эта задача сведётся к более простой: сколькими способами 

можно разместить 3-и шара в 6-ти ящиках. Могут быть такие 3-и варианта. 
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А сколько их всего для r = 9? А для произвольного r? Шары у нас неразличимы 

и по одному мы должны оставлять в каждом ящике. Таким образом мы можем 

перекладывать по ящикам только три свободных шара. Ответом на такую задачу 

является формула (смотри задачу и формулу (1)): 

 𝑭 = 𝑪𝒓−𝒏+𝒏−𝟏
𝒓−𝒏 = 𝑪𝒓−𝟏

𝒓−𝒏 =
(𝒓−𝟏)!

(𝒓−𝒏)!⋅(𝒏−𝟏)!
      (2) 

Для нашего случая имеем 
8!

3!⋅5!
= 56 способов. А сколько всего размещений 

шаров может быть в ящиках? В 1-ом ящике может быть 5 вариантов размещения шаров 

(от 1 до 5). При этом для каждого варианта размещения шаров в первом ящике во 

втором ящике будет так же пять вариантов. Тогда для двух ящиков будет 5 ⋅ 5 = 52 =

25 вариантов размещения шаров. А для шести ящиков будет 𝑵 = 56 = 15 625 

размещений шаров (в общем случае 𝑵(𝒎, 𝒏) = 𝒎𝒏). Из этих 15 625 вариантов в 56 

случаях будет общее количество шаров равное 9-ти. Это значит, что если релевантный 

стимул не значим, то вероятность, что общий суммарный ранг буде равен 9-ти равна 

56

15 625
≈ 0,004. Найти вероятность для ОСР равной 9-ти оказалось достаточно просто 

потому, что нам не пришлось учитывать второе ограничение. Произошло это потому, 

что свободных шаров оказалось всего 3-и и второе ограничение выполнялось 

автоматически. Как бы мы не размещали свободные шары в любом ящике будет 

меньше пяти шаров. Задача существенно усложнится, если ОСР будет, например, 19. 

Свободных шаров будет 13 и при подсчёте необходимо исключать варианты 

размещения шаров, когда их в ящике окажется больше 5-ти. Для этого необходимо 

использовать принцип включений-исключений. Для начала сосчитаем количество 

размещений 19-ти шаров в 6-ти ящиках с учётом ограничения 1, и не учитывая 

ограничения 2. Для этого мы можем воспользоваться формулой (2) 

F = 𝑪𝟏𝟖
𝟏𝟑 =

18!

5!⋅13!
= 8568        (3) 

Но так как мы не учитывали ограничение 2 мы таким образом сосчитали и те 

случаи, когда в ящиках оказывалось более 5-ти шаров. А такие случаи невозможны. 

Поэтому надо вычесть из этого числа случаи, когда в ящике оказалось не менее 6-ти 

шаров. Пусть в одном ящике оказалось 6-ть шаров. Тогда осталось свободных (с 
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учётом первого ограничения) 19 – 6 – 5 = 8. Теперь эти шары мы можем разместить в 

любой из 6-ти ящиков. Это можно сделать  𝐶13
8 =

13!

5!8!
= 1287 способами. Необходимо 

ещё учесть, что 6-ть шаров может оказаться в любом из 6-ти ящиков. Таким образом 

из (3) необходимо вычесть число 𝐶6
1 ⋅ 𝐶13

8 = 6 ⋅ 1287 = 7722. Но это еще не всё! Так 

как у нас 13 свободных шаров, то по 6-ть шаров может оказаться в двух ящиках. Тогда 

свободных шаров останется всего 3, и ситуация, когда в трех ящиках окажется по 6-ть 

шаров уже невозможна. Вычитая, случаи, когда в одном из ящиков оказалось 6-ть 

шаров мы тем самым дважды вычли те случаи, когда в ящиках оказалось по 6-ть шаров. 

Поэтому теперь нам надо сосчитать число случаев, когда в 2-х ящиках оказалось по 6-

ть шаров и прибавить для компенсации двойного вычитания. Два ящика из шести 

можно выбрать 𝐶6
2 =

6!

2!4!
= 15 способами. А разместить 3 свободных шара по шести 

ящикам можно 𝐶8
3 =

8!

3!5!
= 56 способами. Таком образом мы должны прибавить 𝐶6

2 ⋅

𝐶8
3 = 15 ⋅ 56 = 840. И окончательно 

 

𝑲 =  𝑪𝟏𝟖
𝟏𝟑  −  𝑪𝟔

𝟏 ⋅ 𝑪𝟏𝟑
𝟖 + 𝑪𝟔

𝟐 ⋅ 𝑪𝟖
𝟑 = 8568 −  7722 + 840 =  1686 

 

Теперь можно вычислить вероятность ранга равного 19-ти 

 

𝑷(𝒓 = 𝟏𝟗, 𝒏 = 𝟔, 𝒎 = 𝟓) =
𝑲(𝒓, 𝒏, 𝒎)

𝑵(𝒎, 𝒏)
=

𝑪𝟏𝟖
𝟏𝟑 − 𝑪𝟔

𝟏 ⋅ 𝑪𝟏𝟑
𝟖 + 𝑪𝟔

𝟐 ⋅ 𝑪𝟖
𝟑

𝟓𝟔
=

1686

15625
≈ 0,11 

 

Теперь запишем формулу Ликкена для произвольного случая. Для этого получит 

формулу числа комбинаций рангов показателей физиологических признаков для 

определённого суммарного ранга r. Обозначим это число как F (r, n, m). Положим в 

каждый ящик по одному предмету. У нас останется (r – n) предметов, которые 

необходимо будет разместить по n ящикам. Без учёта ограничения по количеству 

предметов в ящике это можно сделать С𝒓−𝟏
𝒏−𝟏 способом. Пусть j ‒ количество ящиков, в 

которых уже помещено m + 1 предмет. Осуществить их выбор можно 𝑪𝒏
𝒋

 количеством 

способов. Оставшиеся ( 𝐫 −  𝐧 −  𝐦 ⋅ 𝐣 ) предметов можно разместить по n ящикам 
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𝑪𝒓−𝒎𝒋−𝟏
𝒏−𝟏  способами. Таким образом для числа комбинаций рангов показателей 

физиологических признаков можно записать: 

 𝑭(𝒓, 𝒏, 𝒎) =  ∑ (−𝟏)𝒋𝒑
𝒋 = 𝟎 𝑪𝒏

𝒋 
𝑪𝒓−𝒎𝒋−𝟏

𝒏−𝟏   где, 𝒑 = [(𝒓 − 𝒏)/𝒎]   (4) 

Теперь запишем формулу Ликкена — это формула для вероятности ОСР для 

незначимого стимула. 

 𝑷(𝒓, 𝒏, 𝒎) = 𝒎−𝒏 ∑ (−𝟏)𝒋𝒑
𝒋 = 𝟎 𝑪𝒏

𝒋 
𝑪𝒓−𝒎𝒋−𝟏

𝒏−𝟏      (5)   

По этой формуле была рассчитана таблица аналогичная таблице Ликкена. Для 

этой таблицы m = 5, n = 10. 

 

 

                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3 Таблицы распределения вероятностей рангов 
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Обратите внимание на второй столбец – «вероятность» в обеих таблицах. Если в 

левой таблице производить округление до тех же разрядов, что и в таблице Ликкена, 

то столбцы полностью совпадут. Третий же столбец это кумулятивная или суммарная 

вероятность. Значения кумулятивной вероятности получаются суммирование 

значений во втором столбце. Таким образом, произведя округления до тех же разрядов, 

мы должны в левой таблице получить те же значения в третьем столбце, что и в 

таблице Ликкена. Но с ранга 2.3 (23) имеются расхождения. Объяснить их можно 

только одним – ошибками округления, когда производили сложение чисел, 

округленных до различных разрядом.  

Таблицы представляют закон распределения вероятностей ОСР. Его можно 

представить в виде гистограммы.  

 

Рис.4 Гистограмма распределения вероятностей ОСР 

 

Имея закон распределения вероятностей несложно вычислить достигаемый 

уровень значимости (p-value) – вероятность того, что ОСР примет наблюдаемое 

значение или ещё большее (в общем случае - экстремальное). Сделать это можно 

воспользовавшись вычисленной таблицей. Значение достигаемого уровня значимости 

можно получить, просуммировав вероятности, начиная от полученного ОСР до 

максимально возможного ОСР. Для таблицы Ликкена максимальная ОСР равен 50-ти. 

А таблица только до среднего ранга равного 3-м. В этом случае можно воспользоваться 

кумулятивной вероятностью – p-cumulative. Они связаны между собой формулой p-

value = 1- p-cumulative. Например, для ОСР = 30 p-value = 1- 0,54 = 0,46. Для ОСР 40 
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p-value (40) = p-cumulative (20) = 0,16. Тут мы воспользовались симметричностью 

распределения ранга ОСР.  Достигаемый уровень значимости можно использовать для 

диагностики значимости релевантного вопроса. Так как ОСР значимого стимула 

должен быть в среднем меньше, чем ОСР незначимого стимула, то, чем меньше 

достигаемый уровень значимости, тем вероятнее, что стимул значим. Достигаемый 

уровень значимости можно посчитать, воспользовавшись формулой Ликкена (5). Для 

этого надо определить как вычислить максимальный ранг в произвольном случае. 

Сделать это не сложно – ОСРmax = 𝒎 ⋅ 𝒏. Для таблицы Ликкена ОСР𝑚𝑎𝑥 =  50. Если 

наблюдаемый ОСР = r будем иметь. 

 

𝒑 − 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆(𝒓, 𝒎, 𝒏) = 𝒎−𝒏 ⋅ ∑ ∑ (−𝟏)𝒋𝒑
𝒋 = 𝟎 𝑪𝒏

𝒋 
𝑪𝒊−𝒎𝒋−𝟏 

𝒏−𝟏𝒎⋅𝒏
𝒊=𝒓 =   (6) 

= 𝒎−𝒏 ⋅ ∑ ∑(−𝟏)𝒋
𝒏!

𝒋! (𝒏 − 𝒋)!

(𝒊 − 𝒎𝒋 − 𝟏)!

(𝒊 − 𝒎𝒋 − 𝒏)! (𝒏 − 𝟏)!

𝒑

𝒋=𝟎

𝒎⋅𝒏

𝒊=𝒓

 

 

Обсуждение 

Как было сказано выше, формулу 6 можно использовать для диагностики 

значимости стимула в тестовых рядах. Но как показало изучение такого способа 

точность получается весьма посредственная [4], если не использовать дополнительные 

приёмы, которые могут значительно поднять точность алгоритма классификации, 

основного на (6). Такой алгоритм разработан и включён в СППРП «Сокол» [5]. Он 

получил название Combi Calc v.2, что является сокращением от Combination Calculator, 

по-русски ‒ «Вычислитель Комбинаций». Речь идёт о вычислении с помощью 

формулы (5) количества возможных комбинаций размещений с ограничениями 

неразличимых шаров по ящикам.  Нет никаких сомнений, что полученная с помощью 

(5) таблица с точностью до ошибок округлений в третьем столбце, совпадает с 

таблицей Ликкена. Поэтому формула (5) и была названа формулой Ликкена.  

Решенная задача получения формулы с помощью которой можно вычислить 

закон распределения ОСР для незначимого стимула, совпадает с комбинаторной 

задачей «о размещении неразличимых шаров в ящиках», лежащей в основе 
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вычисления квантомеханического распределения Бозе-Эйнштейна, только 

используемой моделью «шаров и ящиков». Отличается от неё наложенными 

ограничениями на количество шаров в ящиках. Таких ограничений на поведение 

бозонов в квантовой механике нет. Кроме того, квантовая статистика имеет дело с 

гигантскими ансамблями квантовых частиц. В психофизиологии речь идёт о рангах не 

превышающих нескольких десятков. Не обсуждая физических подробностей, можно 

сказать одно ‒ последнее обстоятельство приводит к тому, что физическое 

распределение Бозе-Эйнштейна представляет из себя экспоненциальную 

непрерывную функцию: 

 

 〈𝒏〉 =
𝟏

𝒆𝒙𝒑(
𝑬−𝝁

𝒌𝑻
)−𝟏

         (7) 

 

Именно, выражение (7) называется в физике распределением Бозе-Эйнштейна [6 

стр. 338]. С формулой Ликкена оно связано только мысленной моделью «шаров и 

ящиков», которая лежит в основе их получения. Причём формула Ликкена может быть 

получена и другим способом – с помощью производящей функции. В этом случае в 

мысленной конструкции в виде «шаров и ящиков» нет необходимости, и вся 

кажущаяся связь с квантовой физикой исчезает. 
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