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Äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ íåîïðåäåë¼ííûìè ôàêòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé
ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñî ñâåäåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ê ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å
îïòèìèçàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
óñòóïîê è ëèíåéíîé ñâåðòêè êðèòåðèåâ. Îïèñàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ê ïðîñòåéøèì
ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì íà ãðàôàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íåîïðåäåë¼ííûå ôàêòîðû, ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì äåðåâå, çàäà÷à
î êðàò÷àéøåì ïóòè.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ íåîïðåäåë¼ííûìè ôàêòîðàìè ðàçðàáîòàíî äîñòàòî÷-
íî ìíîãî ïîäõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ òîé èëè èíîé èíòåðïðåòàöèåé íåîïðåäåë¼ííûõ
ôàêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ êàê ñëó÷àéíûìè, èìåþùèìè çàäàí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, òàê è ïîëíîñòüþ íåèçâåñòíûìè. Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ñâîéñòâ îáû÷-
íî âûáèðàåòñÿ ïðèíöèï çàìåíû èñõîäíîé çàäà÷è íà ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàí-
íóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ó÷åòó
íåîïðåäåë¼ííûõ ôàêòîðîâ, ñâÿçàííûé ñî ñâåäåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ê ìíîãîêðè-
òåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü äàíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ íåîïðåäåë¼ííûìè ôàêòîðàìè

min
x∈D

→ µ(x, α), (1)

ãäå D � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, α � íàáîð íåîïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, ìíîæåñòâî
êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äîïóñòèìîå ìíî-
æåñòâî D çàäàíî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî D íå
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ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ, â îòëè÷èå îò öåëåâîé ôóíêöèè µ. Òðåáóåòñÿ
óêàçàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ è çàòåì íàéòè
ýòî ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà. Ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëèòü äâå ôóíê-
öèè � ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü çàäà÷ó
âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ñ äâóìÿ êðèòåðèÿìè.

Îïðåäåëÿåì
f1(x) = sup

α∈A
µ(x, α)

è
f2(x) = inf

α∈A
µ(x, α).

Ïåðåõîäèì ê çàäà÷å âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè

min
x∈D

→ f(x), f(x) = (f1(x), f2(x)). (2)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, îïèðàÿñü íà ïîäõîäÿùèé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, èñ-
ïîëüçóåìûé â çàäà÷àõ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî; ñì., íàïðèìåð, [1]. Â äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèè
äîñòàòî÷íî áëèçêè ïî òèïó, íî îñíîâíûì, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ çäåñü ïåðâûé (ãàðàí-
òèðîâàííûé ðåçóëüòàò), êîòîðûé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü. Ïîýòîìó
èñïîëüçîâàòü òîëüêî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî, íî îíè
ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé äëÿ áîëåå òî÷íîãî ïîäáîðà ðåøåíèÿ. Íî è ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêèé ïîäõîä çäåñü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì æåñòêèì. Óäîáíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïðèíöèï, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè êîíòðîëüíûõ ïîêàçàòåëåé, òî÷íåå, íà ìåòîäå
ïîñëåäîâàòåëüíûõ óñòóïîê; ñì. [2]. Íåìíîãî óõóäøèâ çíà÷åíèå ïåðâîãî êðèòåðèÿ,
ìîæíî ïîëó÷èòü âàðèàíò, êîòîðûé äà¼ò ëó÷øåå çíà÷åíèå ïî âòîðîìó êðèòåðèþ.
Ïðåäëàãàåòñÿ èìåííî ýòîò âàðèàíò âçÿòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Îñ-
íîâíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ òàêîãî
ðåøåíèÿ.

2 Ñâîéñòâà ñâåðòêè êðèòåðèåâ

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ñâåðòêè êðèòåðèåâ

ϕ(x, θ) = (1− θ)f1(x) + θf2(x)

äëÿ θ ∈ [0, 1] è ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

min
x∈D

→ ϕ(x, θ), (3)

åå ìíîæåñòâî ðåøåíèé îáîçíà÷èì D∗(θ). Ïðèìåíåíèå çàäà÷è (3) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1) ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó êðèòåðèþ Ãóðâèöà. Íåäîñòàòêîì ëèíåéíîé ñâåðò-
êè êðèòåðèåâ è çäåñü ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü íàçíà÷åíèÿ âåñà θ, õîòÿ è âñåãäà äàåò
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Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûå òî÷êè ïðè θ ∈ (0, 1). Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ a, b ∈ R2 îáîçíà-
÷èì a ≺ b (a ìåíüøå, ÷åì b â ñìûñëå Ïàðåòî), åñëè ai ≤ bi äëÿ i = 1, 2 è a 6= b.
Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x∗ ∈ D íàçûâàåòñÿ Ïàðåòî-ìèíèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è (3),
åñëè

∃x ∈ D, f(x) ≺ f(x∗).

Ìíîæåñòâî Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûõ òî÷åê îáîçíà÷èì D∗
P . Â òî æå âðåìÿ ëèíåéíàÿ

ñâåðòêà íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìíîãèå Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ â íåâû-
ïóêëîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå ïîèñêà
òî÷êè, áëèæàéøåé ïî ðàññòîÿíèþ äî èäåàëüíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðè-
åâ, çäåñü òàêæå íåöåëåñîîáðàçíî èç-çà íåðàâåíñòâà êðèòåðèåâ, ò.å. âîçíèêàåò ñíîâà
ïðîáëåìà ñ âåñàìè. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ëèøü èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó (3) êàê èí-
ñòðóìåíò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ óñòóïîê. Äëÿ ýòîãî
íóæíû äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è (3).

Òåîðåìà 1 Ïóñòü D∗(θ) 6= ∅ äëÿ θ ∈ [0, 1]. Âûáåðåì ëþáûå òî÷êè x′ ∈ D∗(θ′),
x′′ ∈ D∗(θ′′), 0 ≤ θ′ < θ′′ ≤ 1. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

f2(x
′′)− f2(x

′) ≤ f1(x
′′)− f1(x

′) (4)
è

f2(x
′′)− f2(x

′) ≤ 0, f1(x
′′)− f1(x

′) ≥ 0. (5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

f1(x
′) + θ′[f2(x

′)− f1(x
′)] ≤ f1(x

′′) + θ′[f2(x
′′)− f1(x

′′)]

è
f1(x

′′) + θ′′[f2(x
′′)− f1(x

′′)] ≤ f1(x
′) + θ′′[f2(x

′)− f1(x
′)].

Îòñþäà
(θ′′ − θ′)[f2(x

′′)− f1(x
′′)] ≤ (θ′′ − θ′)[f2(x

′)− f1(x
′)],

èëè
f2(x

′′)− f2(x
′) ≤ f1(x

′′)− f1(x
′),

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ (4).
Åñëè òåïåðü f1(x

′′) < f1(x
′), òî f2(x

′′) < f2(x
′). Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâà íà 1− θ′

è θ′, çàòåì ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì
(1− θ′)f1(x

′′) + θ′f2(x
′′) < (1− θ′)f1(x

′) + θ′f2(x
′),

ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå f2(x
′′) > f2(x

′), òî f1(x
′′) > f1(x

′). Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâà
íà 1− θ′′ è θ′′, çàòåì ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì

(1− θ′′)f1(x
′′) + θ′′f2(x

′′) > (1− θ′′)f1(x
′) + θ′′f2(x

′),

ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, âîçìîæåí ëèøü ñëó÷àé (5). 2

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå θ âëå÷åò ìîíîòîííîñòü èçìåíåíèé çíà÷åíèé ôóíê-
öèé f1 è f2, êîòîðûå ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó.
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Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü D∗(θ) 6= ∅ äëÿ θ ∈ [0, 1]. Åñëè x̄ ∈ D∗(θ′) è x̄ ∈ D∗(θ′′) äëÿ
íåêîòîðûõ θ′ è θ′′, òàêèõ ÷òî 0 ≤ θ′ < θ′′ ≤ 1, òî x̄ ∈ D∗(θ) äëÿ âñåõ θ ∈ [θ′, θ′′].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëþáîå θ ∈ (θ′, θ′′), à òàêæå x̃ ∈ D∗(θ). Èç (5) ñëåäóåò

f1(x̄) ≤ f1(x̃) ≤ f1(x̄)

è
f2(x̄) ≤ f2(x̃) ≤ f2(x̄).

Îòñþäà
ϕ(x̃, θ) = ϕ(x̄, θ)

è x̄ ∈ D∗(θ). 2

Îáîçíà÷èì
f ∗i = min

x∈D
fi(x), i = 1, 2.

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü D∗(θ) 6= ∅ äëÿ θ ∈ [0, 1].

à) Åñëè x̄ ∈ D∗(0) è x̄ ∈ D∗(θ′) äëÿ íåêîòîðîãî θ′ ∈ (0, 1], òî x̄ ∈ D∗(θ) è f1(x) =
f ∗1 äëÿ âñåõ x ∈ D∗(θ) è θ ∈ [0, θ′);

á) åñëè x̄ ∈ D∗(1) è x̄ ∈ D∗(θ′′) äëÿ íåêîòîðîãî θ′′ ∈ [0, 1), òî x̄ ∈ D∗(θ) è f2(x) =
f ∗2 äëÿ âñåõ x ∈ D∗(θ) è äëÿ âñåõ θ ∈ (θ′′, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̄ ∈ D∗(0) è x̄ ∈ D∗(θ′) äëÿ íåêîòîðîãî θ′ ∈ (0, 1], òîãäà
x̄ ∈ D∗(θ) äëÿ âñåõ θ ∈ [0, θ′] ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1. Âûáåðåì ëþáîå θ ∈ [0, θ′), à
òàêæå x ∈ D∗(θ). Èç (5) ñëåäóåò

f ∗1 = f1(x̄) ≤ f1(x) ≤ f1(x̄) = f ∗1 ,

ò.å. óòâåðæäåíèå à) ñïðàâåäëèâî. Îáîñíîâàíèå óòâåðæäåíèÿ á) ïðîâîäèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. 2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ ÷àñòíîé çàäà÷è èç ðåøåíèÿ âîçìó-
ùåííîé ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ áóäåò äàëåå äàâàòü òîëüêî ðåøåíèÿ
÷àñòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü D∗(θ) 6= ∅ äëÿ θ ∈ [0, 1]. Âûáåðåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë {θk} ↘ 0, θk ∈ (0, 1), à òàêæå âûáåðåì xk ∈ D∗(θk). Òîãäà äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

f1(x
k) = f ∗1 . (6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ,

(1− θk)f1(x
k) + θkf2(x

k) ≤ (1− θk)f1(x
∗) + θkf2(x

∗)

äëÿ x∗ ∈ D∗(0). Êðîìå òîãî, èç (5) èìååì f1(x
∗) ≤ f1(x

k). Îòñþäà ñëåäóåò

f ∗1 = f1(x
∗) ≤ f1(x

k) ≤ f1(x
∗) + [f2(x

∗)− f2(x
k)]θk/(1− θk)

≤ f ∗1 + [f2(x
∗)− f ∗2 ]θk/(1− θk).

Ïðè k →∞ ïîëó÷èì (6). 2

Îòñþäà òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà D äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå çíà÷åíèå èíäåêñà k (èëè äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà÷åíèå θk) áóäåò äà-
âàòü òî÷êó xk ∈ D∗(0). Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ε′ > 0, ÷òî
f1(x) ≥ f ∗1 + ε′ äëÿ ëþáîãî x ∈ D∗(θ)\D∗(0) ïðè θ ∈ (0, 1]. Åñëè θk äîñòàòî÷íî
ìàëî, òî f1(x

k) < f ∗1 + ε′, çíà÷èò, xk ∈ D∗(0). Òàêîå æå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ
íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ êëàññîâ çàäà÷, íàïðèìåð, êîãäà ìíîæåñòâî D ìíîãîãðàí-
íîå, à ôóíêöèè f1 è f2 ëèíåéíûå. Òîãäà ìíîæåñòâî D ìîæíî çàìåíèòü âíà÷àëå
ìíîæåñòâîì åãî óãëîâûõ òî÷åê, ÷èñëî êîòîðûõ êîíå÷íî, à çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì θk ïîëó÷èì óãëîâóþ òî÷êó xk èç D∗(0). Âîçâðàùàÿñü ê ïîëíîìó ìíîæåñòâó
D, îïðåäåëÿåì, ÷òî òà æå òî÷êà xk áóäåò íàõîäèòüñÿ â D∗(0). Óñëîâèÿ ïîëó÷åíèÿ
òî÷êè èç D∗(0) ñ ïîìîùüþ òî÷åê èç D∗(θ) ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ
óñòàíîâëåíû ìíîãèìè àâòîðàìè; ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 5].

Äëÿ òî÷êè x ∈ D îáîçíà÷èì ÷åðåç

h(x) = f1(x)− f2(x)

íàèáîëüøèé ðàçáðîñ çíà÷åíèé ôóíêöèè µ(x, α) â ýòîé òî÷êå. Óìåíüøåíèå âåëè-
÷èíû h(x) ìîæåò ñëóæèòü óäîáíûì ñïîñîáîì îòáîðà ðåøåíèé ïðè áîëüøîì ÷èñëå
âàðèàíòîâ, íàïðèìåð, ñðåäè Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûõ òî÷åê. Ïðåäûäóùèå ñâîéñòâà
ïîçâîëÿþò óêàçàòü íàèëó÷øèå è íàèõóäøèå òî÷êè ïî ýòîìó çíà÷åíèþ. Äëÿ ÷èñëà
ε ≥ 0 îáîçíà÷èì

D1(ε) = {z ∈ D | f1(z) ≤ f ∗1 + ε} ,

à òàêæå ïóñòü D∗
1(ε) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

min
x∈D1(ε)

→ f2(x).

Òåîðåìà 3 Ïóñòü D∗(θ) 6= ∅ äëÿ θ ∈ [0, 1].

à) Åñëè x′ ∈ D∗(0) è x′′ ∈ D∗(1), òî

h(x′) ≤ h(x̃), ∀x̃ ∈ D∗(θ), θ ∈ (0, 1]

è
h(x′′) ≥ h(x̃), ∀x̃ ∈ D∗(θ), θ ∈ [0, 1);
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á) åñëè x′ ∈ D∗(0) è x′′ ∈ D∗(1), òî

h(x′) ≤ h(x̃) ≤ h(x′′)

äëÿ ëþáîé Ïàðåòî-ìèíèìàëüíîé òî÷êè x̃ ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå à) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Ïóñòü èìååòñÿ òî÷êà
x̃ ∈ D∗

P , òàêàÿ ÷òî
h(x′) > h(x̃).

Ïîñêîëüêó x′ ∈ D∗(0), òî ïî îïðåäåëåíèþ

f1(x
′) ≤ f1(x̃).

Îòñþäà ñëåäóåò
f2(x

′) < f2(x̃) + f1(x
′)− f1(x̃) ≤ f2(x̃),

ò.å. f(x′) ≺ f(x̃). Àíàëîãè÷íî, ïóñòü èìååòñÿ òî÷êà x̃ ∈ D∗
P , òàêàÿ ÷òî

h(x′′) < h(x̃).

Ïîñêîëüêó x′′ ∈ D∗(1), òî ïî îïðåäåëåíèþ

f2(x
′′) ≤ f2(x̃).

Îòñþäà ñëåäóåò
f1(x

′′) < f1(x̃) + f2(x
′′)− f2(x̃) ≤ f1(x̃),

ò.å. f(x′) ≺ f(x̃). Óòâåðæäåíèå á) ñïðàâåäëèâî. 2

Îòìåòèì, ÷òî íå âñå òî÷êè èç D∗(0) è D∗(1) ÿâëÿþòñÿ Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûìè.
Ïîñêîëüêó D∗

1(0) åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîé èëè ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, òî òî÷êè èç D∗

1(0) Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûå. Òàêîâûìè æå
áóäóò ðåøåíèÿ çàäà÷è

min
x∈D∗(1)

→ f1(x).

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèé çàäà÷è (1) öåëåñîîáðàçíî áðàòü òî÷êè, áëèçêèå ê
ìíîæåñòâó D∗(0). Óñòàíîâèì ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå ñâîéñòâî çàäà÷è (3).

Ëåììà 1 Ïóñòü f1(x̄) = f ∗1 + ε äëÿ x̄ ∈ D∗(θ) è θ ∈ (0, 1]. Òîãäà x̄ ∈ D∗
1(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì ε ≥ 0 è

(1− θ)f1(x̄) + θf2(x̄) ≤ (1− θ)f1(x) + θf2(x) ∀x ∈ D.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî x ∈ D1(ε) ïîëó÷àåì

θf2(x̄) ≤ θf2(x) + (1− θ)[f1(x)− f1(x̄)] ≤ θf2(x),
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ò.å. x̄ ∈ D∗
1(θ). 2

Â áîëåå îáùåì âèäå òàêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ñêàëÿðíûõ çàäà÷, èñïîëüçóþùèõñÿ â âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè, ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ
â [6, Section 4.3]. Òåïåðü ìîæíî óñòàíîâèòü ñâîéñòâî òî÷åê èç D∗(0), ïîëó÷åííûõ
ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå θ > 0.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü x̄ ∈ D∗(0) è x̄ ∈ D∗(θ′) äëÿ íåêîòîðîãî θ′ ∈ (0, 1]. Òîãäà
x̄ ∈ D∗

1(0) è x̄ ∈ D∗(θ) äëÿ âñåõ θ ∈ [0, θ′].

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1 ïðè ε = 0. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåì
èç ñëåäñòâèÿ 2, ï. à).

Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êó èç D∗
1(0) ìîæíî íàéòè â ïðåäåëå ïðè {θk} ↘ 0, ýòî

ñâîéñòâî èçâåñòíî êàê ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ. Äëÿ ïîëíî-
òû êàðòèíû ïðèâåäåì îäèí âàðèàíò çäåñü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ : E → R íàçûâàåòñÿ êîýðöèòèâíîé íà ìíîæåñòâå
X ⊆ E, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ⊂ X, ãäå ‖xk‖ → ∞, âûïîë-
íÿåòñÿ ϕ(xk) → +∞. Ôóíêöèÿ ϕ : E → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó íà
ìíîæåñòâå X ⊆ E, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} → x̄ ∈ X, xk ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ ϕ(x̄) ≤ lim inf

k→∞
ϕ(xk).

Òåîðåìà 5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî D çàìêíóòî è íåïóñòî, ôóíê-
öèè f1 è f2 ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà ìíîæåñòâå D, ôóíêöèÿ f1 êîýðöèòèâíà íà
ìíîæåñòâå D. Âûáåðåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {θk} ↘ 0, θk ∈ (0, 1),
à òàêæå âûáåðåì xk ∈ D∗(θk). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} êîððåêòíî îïðå-
äåëåíà, èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè, è âñå îíè íàõîäÿòñÿ â ìíîæåñòâå D∗

1(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f1 êîýðöèòèâíà íà ìíîæåñòâå D, òî òà-
êîâà æå è ôóíêöèÿ f2. Ïîýòîìó D∗(θ) 6= ∅ äëÿ θ ∈ [0, 1], ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}
êîððåêòíî îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà, çíà÷èò, îíà èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè. Èç òåî-
ðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6). Ïîýòîìó âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} íàõîäÿòñÿ â ìíîæåñòâå D∗(0). Ïî îïðåäåëåíèþ,

(1− θk)f1(x
k) + θkf2(x

k) ≤ (1− θk)f1(x
∗) + θkf2(x

∗) ≤ (1− θk)f1(x
k) + θkf2(x

∗)

äëÿ x∗ ∈ D∗(0). Îòñþäà ñëåäóåò

f2(x
k) ≤ f2(x

∗).

Åñëè x′ � ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ {xk}, òî

f2(x
′) ≤ f2(x

∗) ∀x∗ ∈ D∗(0),

ò.å. x′ ∈ D∗
1(0). 2
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3 Ìåòîä è åãî ïðèëîæåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè
(1) çàìåíÿåòñÿ íà çàäà÷ó âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè (2) ñ äâóìÿ êðèòåðèÿìè. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ âíà÷àëå âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà f ∗1 , ò.å. òî÷êà èç D∗(0). Äàëåå, â êà÷å-
ñòâå ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü òî÷êó èç ìíîæåñòâà D∗

1(ε), ãäå ε > 0 � ïîäõî-
äÿùåå çíà÷åíèå óñòóïêè ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî òðåáó-
åìóþ òî÷êó ìîæíî íàéòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ïðè
óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî èçáåæàòü òðóä-
íîñòè íàçíà÷åíèÿ âåñà è ïðè ýòîì ïîëó÷èòü Ïàðåòî-îïòèìàëüíóþ òî÷êó. ßñíî,
÷òî íà ðåàëèçàöèþ ýòîãî ìåòîäà áóäåò âëèÿòü ó÷åò îñîáåííîñòåé êîíêðåòíîé çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ê ïðîñòåéøèì
ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì íà ãðàôàõ.

Îáû÷íî ãðàô çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí V , êîòîðîå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ êîíå÷-
íûì, ìíîæåñòâîì äóã è îòîáðàæåíèåì A, ñòàâÿùèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðå âåðøèí i
è j ýëåìåíò a ∈ A. Åñëè çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ i è j íåïóñòî, òî îïðåäåëåíà
äóãà (i, j), äëÿ êîòîðîé âåðøèíà i ÿâëÿåòñÿ èñõîäÿùåé (íà÷àëüíîé), à j � âõîäÿ-
ùåé (êîíå÷íîé). Åñëè çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ i è j ïóñòî, òî âåðøèíû i è j íå
ñâÿçàíû äóãîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã

a1, a2, ..., ak−1,

ãäå al = (il, il+1) èëè (il+1, il) è ëþáûå äâå ñîñåäíèå äóãè èìåþò ñìåæíóþ âåðøèíó,
íàçûâàåòñÿ öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû i1 è ik, åñëè i1 /∈ a2 è ik /∈ ak−2. Ãðàô íà-
çûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü öåïüþ. Öèêëîì
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, ó êîòîðîé íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäà-
þò. Ïóòåì íàçûâàåòñÿ öåïü, êîòîðóþ ìîæíî ïðîéòè îò íà÷àëüíîé äî êîíå÷íîé
âåðøèíû â íàïðàâëåíèè äóã. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåð-
øèíû ìîæíî ñîåäèíèòü öåïüþ. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì ïî ïóòÿì, åñëè ëþáûå
äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô áåç
öèêëîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ èõ ýëåìåíòàì ïðèïè-
ñûâàþò çíà÷åíèÿ, íàçûâàåìûå âåñàìè. Ïóñòü êàæäîé äóãå ãðàôà a = (i, j) ∈ A
ïðèïèñàí âåñ (äëèíà) ca = cij. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü õîðîøî èçâåñòíûå çàäà-
÷è î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì äåðåâå ãðàôà è î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì ïóòè
äëÿ çàäàííîé ïàðû âåðøèí; ñì., íàïðèìåð, [7]. Â òàêîé çàäà÷å âàðèàíò x ìîæíî
çàäàòü êàê ìàòðèöó çíà÷åíèé áóëåâñêèõ ïåðåìåííûõ

xij =

{
1, åñëè âàðèàíò âêëþ÷àåò äóãó (i, j),
0, èíà÷å,

òîãäà D îïðåäåëÿåò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî âñåõ âàðèàíòîâ çàäà÷è, à çíà÷åíèå öå-
ëåâîé ôóíêöèè

µ(x) =
∑

(i,j)∈A
cijxij.
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Ïóñòü âåñà äóã çàäàíû íåòî÷íî, äëÿ êàæäîé äóãè ãðàôà a = (i, j) ∈ A èçâåñòåí
îòðåçîê [c′ij, c

′′
ij] âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåñà, c′ij ≤ c′′ij. Òîãäà

f1(x) =
∑

(i,j)∈A
c′′ijxij

è
f2(x) =

∑

(i,j)∈A
c′ijxij,

à òàêæå
ϕ(x, θ) = (1− θ)f1(x) + θf2(x) =

∑

(i,j)∈A
[(1− θ)c′′ij + θc′ij]xij.

Ïðèìåð 1 (Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì äåðåâå ãðàôà) Â ýòîé
çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ãðàôà, ïðè÷åì îíî äîëæ-
íî èìåòü ìèíèìàëüíûé ñóììàðíûé âåñ äóã ñðåäè âñåõ òàêèõ ñâÿçûâàþùèõ äåðå-
âüåâ. Åñëè ãðàô ñâÿçíûé, òî (êðàò÷àéøåå) ñâÿçûâàþùåå äåðåâî ñóùåñòâóåò. Ðå-
øåíèå çàäà÷è ïðè åäèíñòâåííûõ âåñàõ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ î÷åíü ïðîñòîãî àëãî-
ðèòìà Ïðèìà-Êðàñêàëà.

Àëãîðèòì 1. Âûáèðàåì ëþáóþ âåðøèíó i0 ∈ V , ïîëàãàåì V ′ = {i0}, D′ = ∅,
f = 0. Íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè ðàññìàòðèâàåì âñå äóãè, ó êîòîðûõ îäíà âåðøèíà
íàõîäèòñÿ â V ′, è ñðåäè íèõ âûáèðàåì äóãó ñ íàèìåíüøèì âåñîì. Ïóñòü ýòî äóãà
a = (i, j), i ∈ V ′ è j /∈ V ′. Òîãäà ïîëàãàåì V ′ = V ′ ⋃{j}, D′ = D′ ⋃{a}, f = f + cij.
Ïîñòðîåíèå äåðåâà çàâåðøàåòñÿ, êîãäà V ′ = V , òîãäà åãî äóãè íàõîäÿòñÿ â D′, à
äëèíà äàíà ÷èñëîì f .

Äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1) èëè (2) ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì âíà÷àëå ïðè-
ìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 1 ñ cij = cij(0) è âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà f ∗1 , ò.å. òî÷êà (ñâÿçû-
âàþùåå äåðåâî) èç D∗(0). Çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

cij(θ) = (1− θ)c′′ij + θc′ij.

Çàòåì âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå óñòóïêè ε > 0 ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ è
ïðîâîäèòñÿ ïîäáîð ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ θ ∈ [0, 1], ò.å. ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 1 ñ
cij = cij(θ), âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà (ñâÿçûâàþùåå äåðåâî) x(θ) èç D∗(θ) è âåëè÷èíà

f1(x(θ)) =
∑

(i,j)∈A
c′′ijxij(θ).

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîá ìîæíî íàéòè òî÷êó òàêóþ, ÷òî

f1(x(θ)) ≤ f ∗1 + ε.

Ñîãëàñíî ëåììå 1, òîãäà ïîëó÷àåì x(θ) ∈ D∗
1(ε). Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ñîñòîèò â

ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ θ, ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ óêàçàííîå âûøå íåðà-
âåíñòâî. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïðîâåñòè áîëåå òî÷íóþ íàñòðîéêó. Îòìåòèì,
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÷òî êîëè÷åñòâî ñâÿçûâàþùèõ äåðåâüåâ êîíå÷íî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå
2 òîãäà äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà÷åíèå θ áóäåò äàâàòü òî÷êó èç D∗(0), à çíà÷èò, èç
D∗

1(0).
Ïðè ðåàëèçàöèè äëÿ êàæäîé äóãè a = (i, j) ∈ A è òåêóùåãî çíà÷åíèÿ θ óäîáíî

çàïîìèíàòü îòðåçîê çíà÷åíèé [θ′, θ′′], ïðè êîòîðûõ âûáîð ýòîé äóãè íå ìåíÿåòñÿ.
Ýòî ïîçâîëèò óòî÷íèòü ïðîáíûå çíà÷åíèÿ θ è ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåð 2 (Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì ïóòè â ãðàôå) Â ýòîé
çàäà÷å äëÿ çàäàííîãî ãðàôà è ïàðû åãî âåðøèí i0 è j0 òðåáóåòñÿ íàéòè ïóòü ñ
ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì äóã èç i0 â j0. Åñëè ãðàô ñâÿçíûé ïî ïóòÿì è íå
ñîäåðæèò êîíòóðîâ ñ ñóììàðíûì îòðèöàòåëüíûì âåñîì äóã, òî êðàò÷àéøèé ñâÿ-
çûâàþùèé ïóòü ñóùåñòâóåò. Èçâåñòíû äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû íà-
õîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãðàôîâ. Íà èõ îñíîâå ïî óêà-
çàííîìó ìåòîäó ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåëåííûìè âåñàìè.
Î÷åíü ïðîñòîé àëãîðèòì ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè åäèíñòâåííûõ âåñàõ äëÿ ãðàôîâ,
â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò êîíòóðû. Äëÿ òàêèõ ãðàôîâ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé äóãè (i, j) âñåãäà i < j, ò.å. â òàêèõ ãðàôàõ âñåãäà
ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü âåðøèíû, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿëîñü. Áîëåå òîãî,
âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàõîäèòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû 1 äî âåðøèíû
n, ò.å. i0 = 1, j0 = n. Â ñàìîì äåëå, åñëè i0 > 1, òî ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîò-
ðåíèÿ âñå âåðøèíû ñ íîìåðàìè, ìåíüøèìè ÷åì i0 è ñâÿçàííûå ñ íèìè äóãè, à â
ñëó÷àå j0 < n àíàëîãè÷íî èñêëþ÷àþòñÿ âåðøèíû ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè ÷åì j0 è
ñâÿçàííûå ñ íèìè äóãè, ïîñêîëüêó êðàò÷àéøèé ïóòü èç i0 â j0 íå áóäåò ïðîõîäèòü
÷åðåç ýòó ÷àñòü ãðàôà. Èòàê, ïóñòü â ãðàôå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíåíû.

Àëãîðèòì 2.Ïîëàãàåì F (1) = 0 è ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî j = 2, 3, . . . , n
âû÷èñëÿåì

F (j) = min
i<j

{F (i) + cij} .

Òîãäà äëèíà ïóòè ðàâíà F (n).
Äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1) èëè (2) ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì âíà÷àëå ïðè-

ìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 1 ñ cij = cij(0) è âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà f ∗1 , ò.å. òî÷êà (êðàò-
÷àéøèé ïóòü) èç D∗(0). Çàòåì âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå óñòóïêè ε > 0
ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ è ïðîâîäèòñÿ ïîäáîð ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ θ ∈ [0, 1], ò.å.
ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 1 ñ cij = cij(θ), âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà (êðàò÷àéøèé ïóòü) x(θ)
èç D∗(θ) è âåëè÷èíà

f1(x(θ)) =
∑

(i,j)∈A
c′′ijxij(θ).

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîá ìîæíî íàéòè òî÷êó òàêóþ, ÷òî

f1(x(θ)) ≤ f ∗1 + ε.

Ñîãëàñíî ëåììå 1, òîãäà ïîëó÷àåì x(θ) ∈ D∗
1(ε). Â ïðèíöèïå ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò

ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Òàêæå ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ θ,
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ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ óêàçàííîå íåðàâåíñòâî è ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîâîäèòü áîëåå
òî÷íóþ íàñòðîéêó. Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñâÿçûâàþùèõ ïóòåé òàêæå êîíå÷íî.
Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå 2 òîãäà äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà÷åíèå θ òàêæå áóäåò
äàâàòü òî÷êó èç D∗(0), à çíà÷èò, èç D∗

1(0). Ïðè ðåàëèçàöèè äëÿ êàæäîé äóãè a =
(i, j) ∈ A è òåêóùåãî çíà÷åíèÿ θ òàêæå ìîæíî çàïîìèíàòü îòðåçîê çíà÷åíèé [θ′, θ′′],
ïðè êîòîðûõ âûáîð ýòîé äóãè â ïóòè íå ìåíÿåòñÿ, ÷òî ïîçâîëèò óòî÷íèòü ïðîáíûå
çíà÷åíèÿ θ è ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé.

Â èìåþùåéñÿ ëèòåðàòóðå ïî âåêòîðíûì çàäà÷àì î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì
äåðåâå ãðàôà è î êðàò÷àéøåì ñâÿçûâàþùåì ïóòè îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
âûáîðó Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ âàðèàíòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ìîæåò ýêñïîíåíöèàëüíî
çàâèñåòü îò ðàçìåðíîñòè; ñì., íàïðèìåð, [8]. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè
íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî èäåàëüíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå êðèòåðèåâ çäåñü ìîæåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ, íî ÿâíî íàçíà÷èòü
âåñà êðèòåðèåâ èç-çà èõ íåðàâíîïðàâèÿ áóäåò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Â äàí-
íîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ó÷åòîì ñïå-
öèôèêè ðåøàåìîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, êîìáèíàöèÿ ìåòîäà óñòóïîê è ëèíåéíîé
ñâåðòêè ïîçâîëÿåò îáîéòè ìíîãèå òðóäíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ âåêòîðíûì êðèòåðè-
åì.
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