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Äëÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î áûñòðåéøåì ïåðåìåùåíèè ìåæäó çàäàííûìè âåð-
øèíàìè ãðàôà ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè çàäåðæåê ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí
ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Äåéêñòðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ, çàäà÷à î áûñòðåéøåì ïå-
ðåìåùåíèè, ïåðåìåííûå çàäåðæêè äóã, àëãîðèòì òèïà Äåéêñòðû.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí V , êîòîðîå áóäåò ñ÷èòàòü-
ñÿ êîíå÷íûì, ìíîæåñòâîì äóã A è îòîáðàæåíèåì, ñòàâÿùèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðå
âåðøèí i è j ýëåìåíò a ∈ A. Åñëè çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ i è j íåïóñòî, òî
îïðåäåëåíà äóãà a = (i, j), äëÿ êîòîðîé âåðøèíà i ÿâëÿåòñÿ èñõîäÿùåé (íà÷àëü-
íîé), à j � âõîäÿùåé (êîíå÷íîé). Åñëè çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ i è j ïóñòî, òî
âåðøèíû i è j íå ñâÿçàíû äóãîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã

a1, a2, . . . , ak−1,

ãäå al = (il, il+1) èëè (il+1, il) è ëþáûå äâå ñîñåäíèå äóãè èìåþò ñìåæíóþ âåðøèíó,
íàçûâàåòñÿ öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû i1 è ik, åñëè i1 /∈ a2 è ik /∈ ak−2. Ãðàô íà-
çûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü öåïüþ. Öèêëîì
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, ó êîòîðîé íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò.
Ïóòåì íàçûâàåòñÿ öåïü, êîòîðóþ ìîæíî ïðîéòè îò íà÷àëüíîé äî êîíå÷íîé âåð-
øèíû â íàïðàâëåíèè äóã. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû
ìîæíî ñîåäèíèòü öåïüþ. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì ïî ïóòÿì, åñëè ëþáûå äâå åãî
âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì.
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Ñ ãðàôàìè ñâÿçàíî ìíîæåñòâî ïðèêëàäíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Îäíîé èç
íàèáîëåå èçâåñòíûõ è ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ñâÿçû-
âàþùåì ïóòè â ãðàôå. Ïóñòü êàæäîé äóãå ãðàôà a = (i, j) ∈ A ïðèïèñàí âåñ
(äëèíà) ca = cij. Çàäà÷à áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî ãðàôà è ïàðû
åãî âåðøèí v è w íàéòè ïóòü ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì äóã èç v â w. Âåñà
äóã ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë. Åñëè âåñ äóãè a ∈ A � ýòî
âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ äóãè (çàäåðæêà), òî ïîëó÷àåì çàäà÷ó î áûñòðåéøåì ïåðåìå-
ùåíèè ìåæäó çàäàííûìè âåðøèíàìè ãðàôà. Íàèáîëåå èçó÷åííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
î êðàò÷àéøåì ïóòè ñ ïîñòîÿííûìè âåñàìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î áûñòðåéøåì ïåðåìåùåíèè ìåæäó çà-
äàííûìè âåðøèíàìè ãðàôà ñ ïåðåìåííûìè çàäåðæêàìè äóã. Êàæäîé äóãå ãðàôà
a = (i, j) ∈ A ïðèïèñûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ tij(di) � âðåìÿ ïðîõîæäå-
íèÿ äóãè a, åñëè äâèæåíèå èç âåðøèíû i íà÷àòî â ìîìåíò âðåìåíè di. Òðåáóåòñÿ
äëÿ çàäàííîé ïàðû âåðøèí v è w è íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè d′0 íàéòè ïóòü ñ
ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì ïåðåìåùåíèåì ïî äóãàì èç v â w. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî d′0 = 0.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è çàâèñèò îò ïðèìåíÿåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî äîïóñòèòü èëè ðàçðåøèòü ïðîñòîè â äâèæåíèè â
âåðøèíàõ, ïðè÷åì çàäà÷à áåç ïðîñòîåâ ãîðàçäî ñëîæíåå. Ìîæíî ââåñòè äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ çàäåðæêè. Â ÷àñòíîñòè, â [1] ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü
ïðè óñëîâèè ìîíîòîííîñòè ìîìåíòà ïðèáûòèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìîìåíòó íà÷àëà
äâèæåíèÿ, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò íåâûãîäíîñòü ïðîñòîåâ â âåðøèíàõ. Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî tij(di) < +∞ äëÿ âñåõ äóã (i, j) ∈ A è âñåõ ìîìåíòîâ
di ≥ 0. Òàì æå â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ïðîñòîé àëãîðèòì Äåéêñ-
òðû. Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèè çàäåðæêè ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî
ïðîèçâîëüíûìè, íå îáëàäàòü ñâîéñòâàìè ìîíîòîííîñòè. Òîãäà àëãîðèòì Äåéêñòðû
íåïðèìåíèì ïðè òðåáîâàíèè îòñóòñòâèÿ ïðîñòîåâ, ÷òî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé
ïðèìåð.

Ïðèìåð 1 Ãðàô ñîäåðæèò ÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå ñâÿçàíû ïÿòüþ äóãàìè, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ïóñòü v = v1 è w = v4, tv1,v2 ≡ 2, tv1,v3 ≡ 5, tv2,v3 ≡ 2, tv2,v4 ≡ 7,

tv3,v4(dv3) =

{
4, åñëè 4 ≤ dv3 < 5,
2, åñëè 5 ≤ dv3 ≤ 6.

Òîãäà ïóòü (v1 → v2 → v3 → v4) äàåò 8, ïðè÷åì ïîäïóòü (v1 → v2 → v3) � áûñò-
ðåéøèé, ïóòü (v1 → v2 → v4) äàåò 9, íî ïóòü p = (v1 → v3 → v4) äàåò 7. Ýòî
áûñòðåéøèé ïóòü, õîòÿ åãî ÷àñòü (v1 → v3) íå íàèëó÷øàÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè çàäåðæêè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íå òîëüêî
ñ ðàçëè÷íûìè ðåæèìàìè ðàáîòû äóã ïî âðåìåíè, íî è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷-
íûõ ñðåäñòâ ïåðåìåùåíèÿ ïî äóãàì. Çàäà÷à î áûñòðåéøåì ïåðåìåùåíèè â ãðàôå
ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíèòåëüíî tij(di) = +∞ äëÿ

2



½¼

¾»
v1

½¼

¾»
v3

½¼

¾»
v2

½¼

¾»
v4

©©©©©©©©©*
6

HHHHHHHHHj

HHHHHHHHHj

©©©©©©©©©*

p : (5) p : (7)

(2) (9)

(4) (8)

Ðèñ. 1: Íàèëó÷øèé ïóòü ñîäåðæèò íåâûãîäíûé ïîäïóòü

íåêîòîðûõ äóã (i, j) ∈ A è íåêîòîðûõ ìîìåíòîâ di. Ôàêòè÷åñêè äóãà (i, j) äëÿ
òàêèõ ïåðèîäîâ âðåìåíè çàêðûòà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ. Òîãäà ìîæíî ôîðìàëüíî âñå
äóãè (i, j) âêëþ÷èòü â ìíîæåñòâî A, à ðåàëüíóþ òîïîëîãèþ ãðàôà îïðåäåëÿòü äëÿ
êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïî îòêðûòûì äóãàì. Ãðàô íàçîâåì ñâÿçíûì ïî ïåðåìå-
ùåíèÿì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí v, w ∈ V ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí

i1, i2, . . . , il,

ãäå i1 = v, il = w, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè

d1, d2, . . . , dl,

òàêèå ÷òî d1 ≥ 0, ds ≥ ds−1 + tis−1,is(ds−1), s = 2, l, dl < +∞.
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2 Àëãîðèòì è åãî îáîñíîâàíèå

Äëÿ çàäà÷è î áûñòðåéøåì ïåðåìåùåíèè ìåæäó çàäàííûìè âåðøèíàìè v è w
ãðàôà ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîñòîåâ â äâèæåíèè â âåðøèíàõ îïèøåì ìîäèôèöèðîâàí-
íûé àëãîðèòì Äåéêñòðû. Ãðàô ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâÿçíûì ïî ïåðåìåùåíèÿì, ôóíê-
öèè çàäåðæåê ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè è ïîëóíåïðå-
ðûâíûìè ñíèçó ôóíêöèÿìè, òîãäà di + tij(di) → +∞, åñëè di → +∞.

Àëãîðèòì. Âíà÷àëå ïîëàãàåì V ′ = ∅, V ′′ = V , H ′ = ∅, t′v = 0, t′j = +∞ äëÿ
j ∈ V ′′\{v}.

Íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè âûáèðàåì ýëåìåíò k èç V ′′, òàêîé ÷òî

t′k = min
j∈V ′′

t′j,

ïîëàãàåì V ′ = V ′ ⋃{k}, V ′′ = V ′′\{k}. Åñëè V ′ 6= {k}, òî òàêæå ïîëàãàåì H ′ =
H ′ ⋃{(i(k), k)}. Åñëè k = w, òî îñòàíîâ. Äàëåå äëÿ êàæäîé âåðøèíû s ∈ V ′′,
(k, s) ∈ A âû÷èñëÿåì

d′ks = arg min{dk + tks(dk) | dk ≥ t′k},

ïîëàãàåì t′′s = d′ks + tks(d
′
ks). Åñëè t′′s < t′s, òî ïîëàãàåì t′s = t′′s , i(s) = k.

Â ýòîì àëãîðèòìå âåëè÷èíà t′i îïðåäåëÿåò òåêóùåå íàèìåíüøåå âðåìÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ èç âåðøèíû v â i, V ′ îïðåäåëÿåò òåêóùåå ìíîæåñòâî âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ
òî÷íîå íàèìåíüøåå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëåíî, V ′′ îïðåäåëÿåò òåêóùåå îñòà-
þùååñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí, H ′ îïðåäåëÿåò äåðåâî äóã ñ íàèìåíüøèì âðåìåíåì
ïåðåìåùåíèÿ. Åñëè â àëãîðèòìå âûïîëíÿòü îñòàíîâ ïî óñëîâèþ V ′′ = ∅ âìåñòî
óñëîâèÿ k = w, òî àëãîðèòì íàéäåò áûñòðåéøèå ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó âåðøèíîé v
è âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà.

Òåîðåìà. Àëãîðèòì äëÿ ëþáîãî i èç V ′ îïðåäåëÿåò òî÷íîå íàèìåíüøåå âðåìÿ
ïåðåìåùåíèÿ t′i ìåæäó âåðøèíîé v è âåðøèíîé i, â òî æå âðåìÿ H ′ îïðåäåëÿåò äëÿ
íèõ äóãè ñ íàèìåíüøèì âðåìåíåì ïåðåìåùåíèÿ.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ áóäåò äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè èíäåêñà k íà
ëþáîé èòåðàöèè âåëè÷èíà t′k îïðåäåëÿåò òî÷íîå íàèìåíüøåå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ
ìåæäó âåðøèíîé v è âåðøèíîé k.

Âíà÷àëå ïðè k = v ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó t′v = 0, t′j = +∞ äëÿ j ∈ V ′′\{v}.
Ñëåäóþùèì áóäåò âûáðàí èíäåêñ k, òàêîé ÷òî (v, k) ∈ A è

t′k = d′vk + tvk(d
′
vk) ≤ t′j = d′vj + tvj(d

′
vj), ∀(v, j) ∈ A.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíäåêñ k íà ýòîé èòåðàöèè îïðåäåëÿåò âåðøèíó è òî÷íîå íàèìåíü-
øåå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ t′k ìåæäó âåðøèíîé v è âåðøèíîé k, ïîñêîëüêó îñòàëüíûå
âåëè÷èíû íå ìîãóò áûòü ìåíüøå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðàöèé è ïîëó÷åííûõ òåêóùèõ
ìíîæåñòâ V ′ è V ′′ äëÿ ëþáîãî i èç V ′ âåëè÷èíà t′i îïðåäåëÿåò òî÷íîå íàèìåíü-
øåå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó âåðøèíîé v è âåðøèíîé i. Ïóñòü âûáðàí èíäåêñ
k = ip ∈ V ′′ íà èòåðàöèè, íî âåëè÷èíà t′k íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âðåìåíåì ïåðå-
ìåùåíèÿ ìåæäó âåðøèíîé v è âåðøèíîé k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âåðøèí

i1, i2, . . . , ip,

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè

d′′i1 , d
′′
i2
, . . . , d′′ip ,

òàêèå ÷òî i1 = v, d′′i1 ≥ 0, d′′is ≥ d′′is−1
+ tis−1,is(d

′′
is−1

), s = 2, p, à òàêæå d′′ip < t′k. Òîãäà
ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè

t̃i1 , t̃i2 , . . . , t̃ip ,

òàê ÷òîáû t̃i1 = 0,

t̃is = min{dis−1 + tis−1,is(dis−1) | dis−1 ≥ t̃is−1}, s = 2, p.

Îòñþäà ñëåäóåò t̃is ≤ d′′is , s = 1, p, ïîýòîìó t̃ip < t′ip . Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà t̃is
îïðåäåëÿåò íàèìåíüøåå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó âåðøèíîé v è âåðøèíîé is äëÿ
âûáðàííîãî ïóòè, êîòîðûé ëó÷øå ïîëó÷åííîãî â àëãîðèòìå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íàéäåòñÿ ïàðà âåðøèí il−1 ∈ V ′, il /∈ V ′, ïîñêîëüêó
v = i1 ∈ V ′, k = ip /∈ V ′, âîçìîæíî, ÷òî l = p. Ïóñòü l � íàèìåíüøèé íîìåð
âåðøèíû â ïóòè ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ïî ïîñòðîåíèþ ïóòè èìååì t̃il ≤ t̃it < t′ip ,
íî il /∈ V ′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, t′il−1

≤ t̃il−1
, òîãäà t′il ≤ t̃il

äëÿ èòåðàöèè, ãäå áûë âûáðàí èíäåêñ k = il−1. Äåéñòâèòåëüíî, èíäåêñ il−1 ïî
àëãîðèòìó äîëæåí áûë ïîïàñòü â V ′ ðàíüøå òåêóùåé èòåðàöèè, òîãäà æå áûëî
âû÷èñëåíî çíà÷åíèå t′il � òåêóùåå íàèìåíüøåå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ èç âåðøèíû v
â il. Ïîñêîëüêó â õîäå èòåðàöèé çíà÷åíèå t′il íå ìîãëî óâåëè÷èòüñÿ, òî íà òåêóùåé
èòåðàöèè èìååì t′il ≤ t̃il < t′ip , íî il /∈ V ′. Îäíàêî ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò
ïðàâèëó âûáîðà èíäåêñà k íà èòåðàöèè.

3 Îáñóæäåíèå

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à î áûñòðåéøåì ïåðå-
ìåùåíèè â ãðàôå ìîæåò è íå èìåòü ðåøåíèÿ, åñëè ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
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ïî ïåðåìåùåíèÿì. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îòñëåäèòü ýòó ñèòóàöèþ.
Îíà ìîæåò âîçíèêíóòü, êîãäà tij(di) = +∞ äëÿ íåêîòîðûõ ìîìåíòîâ di, è äóãà
(i, j) çàêðûòà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ äëÿ êàêèõ-òî ïåðèîäîâ âðåìåíè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ
äîñòàòî÷íî òèïè÷íà äëÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé è ñåòåé ñâÿçè. Òðå-
áîâàíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèé çàäåðæåê òîãäà âëå÷åò çàìêíóòîñòü
ïîäìíîæåñòâà ïîëóîñè, ãäå äóãà îòêðûòà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ. Ýòî ìîæåò áûòü, íà-
ïðèìåð, öèêëè÷åñêèé íàáîð îòðåçêîâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ çàêðûòûìè ïåðèîäàìè âðåìåíè äóã ïðåäñòàâëÿåò èíòå-
ðåñ è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ âåñîâ îòêðûòûõ äóã (âðåìåí ïåðåìåùåíèÿ), ò.å. êîãäà
tij(di) ≡ lij äëÿ îòêðûòûõ ïåðèîäîâ âðåìåíè äóãè. Åñëè æå lij = 0, òî ýòî ïðîñòî
çàäà÷à î íàèìåíüøåì âðåìåíè îæèäàíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ìåæäó âåðøèíàìè v è
w. Â îáùåì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î áûñòðåéøåì
ïåðåìåùåíèè ìîæíî, íàïðèìåð, êîãäà äëÿ ëþáîé äóãè (i, j) ∈ A è ëþáîãî ìîìåíòà
di ≥ 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî d̃i > di, òàêîå ÷òî tij(d̃i) < +∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâåííûå êîëåáàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà äîñòàòî÷íî
òèïè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé è ñåòåé ñâÿçè. Ïîýòîìó ïîñòàíîâêà
çàäà÷è î áûñòðåéøåì ïåðåìåùåíèè ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè çàäåðæêè ãîðàç-
äî ëó÷øå áóäåò ïîäõîäèòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíîé ñåòè. Áîëåå
òîãî, òàêàÿ ïîñòàíîâêà óäîáíà äàæå ïðè ñòàöèîíàðíîì ïîâåäåíèè òðàíñïîðòíîãî
ïîòîêà, êîãäà ïåðåìåùåíèå ïî äóãå ìîæåò ïðîèñõîäèòü â íåñêîëüêî âûáðàííûõ
äèñêðåòíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïî ðàñïèñàíèþ. Åñëè âñå òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà
íà äóãå îäíîòèïíû, òî â ôóíêöèþ çàäåðæêè ìîæíî âêëþ÷èòü è âðåìÿ îæèäàíèÿ
ðåéñà.

Ïðèìåð 2 Ïóñòü â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, 4] ïî äóãå (i, j) âûïîëíÿþòñÿ äâà ðåé-
ñà ïî 1 ÷àñó: â 1 ÷àñ è â 4 ÷àñà. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ çàäåðæêè

tij(di) =

{
(1− di) + 1, åñëè 0 ≤ di ≤ 1,
(4− di) + 1, åñëè 1 < di ≤ 4.

Çäåñü äâèæåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âûáîðîì ðåéñà.

Êðîìå òîãî, ïî îäíîé äóãå â ðàçíîå âðåìÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ðåéñû ðàçíû-
ìè òðàíñïîðòíûìè ñðåäñòâàìè, ñ ðàçíûì âðåìåíåì ðåéñà. Òîãäà óäîáíåå îòìåòèòü
âñå äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè íà÷àëà ðåéñîâ ñ óêàçàíèåì ðåàëüíîãî âðåìå-
íè çàäåðæêè, à çàòåì ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
çàäåðæêè äëÿ ýòîé äóãè.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òàêæå äðóãèå ôàêòîðû ïðè âûáîðå ìàðø-
ðóòà ïåðåìåùåíèÿ, íàïðèìåð, ñòîèìîñòü è íàäåæíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óñòàíîâêå
îãðàíè÷åíèé ñâåðõó íà ñòîèìîñòü è ñíèçó íà íàäåæíîñòü ïðè ïåðåìåùåíèè ïî äóãå
ñëåäóåò èñêëþ÷èòü íå óäîâëåòâîðÿþùèå èì òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà è ñêîððåêòè-
ðîâàòü ôóíêöèþ çàäåðæêè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îöåíèâàòü ïî ñòîèìîñòè
è íàäåæíîñòè ñàìè äóãè â öåëîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øå-
ãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü ÷óòü õóäøèå ïî âðåìåíè, íî çàòî ëó÷øèå ïî äðóãèì
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êðèòåðèÿì ìàðøðóòû, ñäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ êîððåêòèðîâêó àëãîðèòìà. Â ñè-
ëó íåáîëüøîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïî ÷èñëó èòåðàöèé îí ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è
ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîäèôèêàöèè ìàðøðóòà ïåðåìåùåíèÿ èç-çà èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ
ãðàôà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Ðåøåíèå çàäà÷è âûáîðà øàãà ïî âðåìåíè d′ks çàâèñèò îò ñâîéñòâ ôóíêöèè
tks. Åñëè ýòè ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû, òî ìîæíî ïðîâåðÿòü êîðíè óðàâíåíèÿ
t′ks(dk) = −1 ïðè dk > t′k, à òàêæå dk = t′k. Òðåáîâàíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó
ôóíêöèé çàäåðæåê ìîæíî ñíÿòü, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàäà÷à âûáîðà ÷èñëà d′ks íà
êàæäîé èòåðàöèè èìåëà ðåøåíèå.
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