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Аннотация

Термин «вращение» используется для обозначения различных явлений

и его смысл выбирается в зависимости от контекста, заданного областью

науки, в которой он применен в данном конкретном случае. Показано,

что во всем разнообразии своих проявлений вращение может быть как

локальным, так и глобальным. Локальные вращения могут формировать

неголономные поля локальных систем отсчета и в этом качестве они инте-

ресны с точки зрения понятия гравимагнитного заряда. Показана также

взаимосвязь между такими полями и понятием векторного потенциала как

выражением такого неголономного поля локальных вращающихся систем.

В качестве источников векторного и ко-векторного потенциалов рассмот-

рены вращающиеся электрический заряд масса, а также гипотетические

магнитный и гравимагнитный заряды, называемые также монополями. Ре-

шение одной из задач движения частиц в них, а именно – поле магнитного

монополя, полученное в XIX в., приведено, из трех остальных решаются

только три, их решения приведены.

1 Введение

Òåðìèí ¾âðàùåíèå¿ èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ â çàâèñèìî-
ñòè îò êîíòåêñòà. Òàê, â ãåîìåòðèè îí îáû÷íî îçíà÷àåò ïîâîðîò íà îïðå-
äåëåííûé óãîë â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè. Â ìåõàíèêå � îí îçíà÷àåò
ñîáñòâåííî âðàùåíèå êàêîãî-ëèáî îáúåêòà ñîáû÷íî ñ îïðåäåëåííîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ. Â ôèçèêå îí ÷àñòî ñâÿçàí ñ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà
è ïðîÿâëÿåòñÿ â äèíàìèêå, ïîýòîìó àññîöèèðóåòñÿ ñ ïîëåì, ãåíåðèðóþùåì
êàêèå-òî ñèëû. Ýòî ïîñëåäíåå çíà÷åíèå îñîáåííî âàæíî â àñòðîôèçèêå, îñî-
áåííî åñëè ó÷èòûâåòñÿ ýôôåêò óâëå÷åíèÿ ñèñòåì îòñ÷åòà ãðàâèòàöèîííûì
ïîëåì âðàùàþùåéñÿ ìàòåðèè, ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå îíî äåéñòâèòåëüíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèëîâîå ïîëå. Òàêèì îáðàçîì, â
ãåîìåòðèè âðàùåíèå íèêàêîãî ïîëÿ íå ïðåäñòàâëÿåò, â ìåõàíèêå � âñâÿçè
ñ íèì ìîæíî äëÿ óïðîùåíèÿ ó÷åòà âðàùåíèÿ ââîäèòü íåêîòîðîå âñïîìî-
ãàòåëüíîå ïîëå, à â ôèçèêå îíî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äåéñòâèòåëüíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå îïðåäåëåííîå ñèëîâîå ïîëå, âûðàæàþùåå ãåîìåòðèþ

1



ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Òàóáà-
ÍÓÒ è Êåððà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî â ýòîì êîí-
òåêñòå. Íåîáõîäèìîñòü â òàêîì ðàññìîòðåíèè âîçíèêàåò âñâÿçè ñ íàøèìè
íîâûìè ïîäõîäàìè ê çàäà÷àì òåîðèè ãðàâèòàöèè è àñòðîôèçèêè. Îäíàêî,
íà÷íåì ñ ïðîñòåéøèõ ïîíÿòèé.

Ñîãëàñíî ñàìûì åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, âðàùåíèå çàäàíî îñüþ
è óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îñü âðàùåíèÿ � ýòî ïðÿìàÿ, òî÷êè êîòîðîé äàííîå
âðàùåíèå îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè, êðîìå íèõ èíâàðèàíòíûìè îòíîñè-
òåëüíî äåííîãî âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíûå åé. Òàêèì
îáðàçîì, âðàùåíèå � ýòî äâèæåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ãëîáàëüíîå.
Âîçìîæíî, ôîðìóëèðóÿ ñâîé ïðèíöèï, Ý. Ìàõ ïðåäñòàâëÿë ñåáå èìåííî
òàêîå âðàùåíèå. Îäíàêî, åñëè, ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, èíåðöèàëüíîñòü
èëè íåèíåðöèàëüíîñòü äàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âðàùåíèåì óäàëåí-
íûõ ìàññ, òî â ýòîì ñìûñëå èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü âðàùåíèå ãàëàêòèêè
êàê ñðåäîòî÷èå òàêèõ óäàëåííûõ ìàññ. Ïîñêîëüêó åå âðàùåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíî, íåÿñíî, êàêóþ èìåííî óãëîâóþ ñêîðîñòü äëÿ êàêîé-ëèáî ñâîåé
òî÷êè îíî çàäàåò. Êàêîé áû îíà íè áûëà, îíà ÿâíî íå îäíà è òà æå íà
âñåì ãàëàêòè÷åñêîì äèñêå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ìàëûõ ó÷àñòêîâ
äèñêà ìîæíî ââåñòè òîëüêî ëîêàëüíûå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû, êîòîðûå â
òî æå âðåìÿ âðàùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Òàê ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ëîêàëüíîé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû.

Ïîêà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïðåäñòàâëÿëîñü ôèçèêàì ñêàëÿðíûì, êàê â
òåîðèè Ã. Íîðäñòðåìà [1], íèêàêîé ñâÿçè ìåæäó íèì è ïîíÿòèåì ëîêàëüíîé
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà óñìîòðåòü áûëî íåâîçìîæíî. Îäíàêî ïîñëå
òîãî, êàê À. Ýéíøòåéí ïîêàçàë, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü âûðàæåíî îäíèì
ñêàëÿðîì è ñîñòàâèë ñâîé óðàâíåíèå [2], òàêàÿ ñâÿçü ïîÿâèëàñü â ôîðìå
ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ãðâèòàöèîíîãî àíàëîãà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Åãî ïîäòâåðäèëè É. Ëåíçå è Õ. Òèððèíã, ïîñòðîèâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ïîëÿ ëîêàëèçîâàííîé âðàùàþùåéñÿ ìàññû [3].
Îêàçàëîñü, ÷òî åå âðàùåíèå âíîñèò ýôôåêò, ïîõîæèé íà ïîÿâëåíèå òàêîãî
àíàëîãà. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ òàêîãî æå èñòî÷íèêà áûëî íàéäåíî çíà÷è-
òåëüíî ïîçæå è îíî çäåñü îáñóæäàòüñÿ íå áóäåò, ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðå÷ü èäåò ïðåæäå âñåãî î íåðåëÿòèâèñòñêîé ãðàâèòàöèè. Äî òîãî,
êàê ýòî ðåøåíèå áûëî íàéäåíî, òåìà ïîëó÷èëà âàæíîå ðàçâèòèå â ðàìêàõ
îáû÷íûõ êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîðîæäåíèå ïîëÿ äâèæåíèåì ìàññ ñàìî ïî ñåáå
åùå íå äåëàåò åãî àíàëîãîì ìàãíèòíîãî, êîòîðîå ïîðîæäåíî äâèæåíèåì çà-
ðÿäîâ. Ïîëå, ïîÿâèâøååñÿ â ðåøåíèè Ëåíçå-Òèððèíãà ÿâíî îòëè÷àåòñÿ îò
ìàãíèòíîãî ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî äåéñòâóåò íà ïîêîÿùóþñÿ ÷àñòèöó, âîâëå-
êàÿ åå âî âðàùåíèå, â êîòîðîì ó÷àñòâóåè åãî èñòî÷íèê, òîãäà êàê ìàãíòíîå
íà ïîêîÿùèéñÿ çàðÿä íå äåéñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ãðàâèìàãíèòíîå ïîëå
ïðåæäå âñåãî âîâëåêàåò ÷àñòèöó âî âðàùåíèå è òîëüêî âî âòîðóþ î÷åðåäü
ïîðîæäàåò ñèëó Êîðèîëèñà, ïîõîæóþ íà ìàãíèòíóþ. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,

2



îçíà÷àåò, ÷òî îíî çàäàåòñÿ íå êî-âåêòîðíûì, êàê ìàãíèòíîå, à âåêòîðíûì
ïîòåíöèàëîì. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè áåç íåãî ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé íà-
õîäèòñÿ òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé ïîñòîÿííû, áûëà áû èíåðöèàëüíîé, â
åå ïðèñóòñòâèè çàêîíû ìåõàíèêè â íå òàêîâû, êàê åñëè áû îíà äâèãàëàñü ñ
â íåêîòîðîì ïîëå ñêîðîñòåé �⃗� , ñîîòâåòñòâóþùåì íåêîòîðîé âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ñîáñòâåííî ýòî ïîëå è åñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë êîòîðûì
çàäàíî ãðàâèìàãíèòíîå ïîëå.

2 Об используемом математическом аппарате

Àáñîëþòíîìó áîëüøèíñòâó ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ èçâåñòåí òîëüêî îäèí
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îïåðèðóþùèé ïîíÿòèåì âåêòîðà è ïîäîáíûìè
åìó, ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûé àíàëèç, â êîòîðîì íèêàêîãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó âåê-
òîðîì è êî-âåêòîðîì íå ïðîâîäèòñÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ â òàêîì
ðàçëè÷åíèè íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè íåò, ïîñêîëüêó â äåéñòâèòåëüíîñòè, â
íåì íè òîò íè äðóãîé íè ôèãóðèðóåò, âìåñòî íèõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî èõ
êîìïîíåíòû. Âñå îïåðàöèè íàä íèìè è âîáùåì ñëó÷àå íàä òåíçîðàìè, ïðî-
âîäÿòñÿ òîëüêî â êîìïîíåíòíîé ôîðìå è îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåí-
çîðîì. Äîñòîèíñòâà òåíçîðíîãî àíàëèçà âñåãäà äåìîíñòðèðóþòñÿ â äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ åãî íåäîñòàòêè íå âèäíû; â êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ îí ïðàêòè÷åñêè íåïðèãîäåí, ò.ê. îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà
òàêèå, êàê ðîòîð, ïðèíèìàþò áåçíàäåæíî ñëîæíûé âèä è èç-çà ýòîãî âåêòî-
ðû ïðèõîäèòñÿ ïîäìåíÿòü ñêàëÿðàìè, ïðîñòî îòîæäåñòâëÿÿ èõ êîìïîíåíòû
ñî ñêàëÿðàìè. Òàê, óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè

∇×∇× �⃗� = 𝐽

ïîäìåíÿåòñÿ îøèáî÷íûì
∆𝐴𝑖 = 𝐽 𝑖,

â êîòîðîì êîìïîíåíòû è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè òîêà ïðèâÿçà-
íû ê ãëîáàëüíîìó ïîëÿ ðåïåðîâ, çàäàííîìó êàêîé-ëèáî äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò, äàæå åñëè ñàìî ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ, ñêàæåì, â ñôåðè-
÷åñêèõ [4]. Îøèáî÷íîå óðàâíåíèå âëå÷åò îøèáî÷íûå ñëåäñòâèÿ, òàêèå, êàê
ïðåæäå âñåãî, ¾çàêîí Áèî-Ñàâàðà-Ëàïëàñà¿, ê êîòîðîìó íè îäèí èç íèõ
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ íå èìååò [5]. Îøèáî÷íîñòü ýòîãî ¾çàêîíà¿ íå ðàçîá-
ëà÷åíà äî ñèõ ïîð òîëüêî ïîòîìó, ÷òî èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ýòîò ¾çàêîí¿,
åùå íèêîìó íå óäàëîñü âçÿòü, õîòÿ ðàçîáëà÷èòü åå ìîæíî áûëî è áåç ýòîãî.

Òàêîå ãðóáîå èñêàæåíèå äåéñòâèòåëüíîñòè � äàíü ãîñïîäñòâó òåíçîðíîãî
âåêòîðíîãî è àíàëèçà è, âîçìîæíî, íåñïîñîáíîñòüþ áîëüøèíñòâà ôèçèêîâ-
òåîðåòèêîâ ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå, òîãäà êàê òåíçîð-
íûé àíàëèç, íå òðåáóÿ íèêàêîé ñïîñîáíîñòè ÷òî-ëèáî ñåáå ïðåäñòàâëÿòü,
äàåò èì åäèíñòâåííóþ âîçìîæíîñòü ó÷àñòâîâàòü â äåëå. Âåðíóòüñÿ ê äåé-
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ñòâèòåëüíîñòè ìîæíî òîëüêî îäíèì ïóòåì � îòêàçàòüñÿ îò òåíçîðíîãî àíà-
ëèçà â ïîëüçó äðóãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò
èìåííî ýòà ñïîñîáíîñòü, è ïîíÿòèå îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà. Â ðàìêàõ
ýòîé êîíñòðóêöèè íå îòëè÷àòü âåêòîð îò êî-âåêòîðà óæå íåâîçìîæíî è
åäèíñòâåííîé ôîðìîé âûðàæåíèÿ è òåõ è äðóãèõ îêàçûâàåòñÿ âíåøíåå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, êîòîðîå è èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ íàøèõ ðàáîòàõ.
Îíî æå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîäåðæèò îïåðàöèè, çíàêîìûå âñåì èç âåê-
òîðíîãî àíàëèçà ëèáî â âèäå áåçêîîðäèíàòíûõ îáîçíà÷åíèé, ëèáî òîëüêî â
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ýòîò òðèâèàëüíûé ñëó÷àé.
Òàêèì îáðàçîì, èñ÷èñëåíèå âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ïðèìåíåí-
íîå ê ïîëÿì îðòîãîíàëüíûõ ðåïåðîâ, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì àïïàðàòîì, ïðèãîäíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â òåîðèè ïîëÿ.

Õîòÿ âíÿòíûõ èçëîæåíèé ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ â ëèòåðàòóðå íåò, èçëàãàòü
åãî â ñòàòüå ÷èñòî èññëåäîâàòåëüñêîãî ñîäåðæàíèÿ òîæå íåóìåñòíî, õîòÿ
êàêèå-òî îòäåëüíûå ïîÿñíåíèÿ áóäóò äàíû. Ïîýòîìó åå ñîäåðæàíèå íåñêîëü-
êî âûïàäàåò èç ïðèâû÷íîãî êîíòåêñòà ïóáëèêàöèé ïî òåîðèè ïîëÿ è èç-çà
ýòîãî íåÿñíî, êîìó îíî àäðåñîâàíà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âñå íå òàê îäíî-
çíà÷íî, èëè, êàê ãîâîðèëè â ïðîøëîì, ¾÷èòàòåëü íå äîëæåí ñìóùàòüñÿ òåì,
÷òî ó íåãî íå õâàòàåò ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòü
ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿. Åñëè ¾÷åëîâå÷åñêèé ðàçóì ñïîñîáåí ïîíÿòü
òî, ÷åãî íå ìîæåò ñåáå ïðåäñòàâèòü¿, òî óæ òåì áîëåå îí ñìîæåò ïîñòðèòü
äëÿ ñåáÿ ó÷åíèå, âèäÿ, êàê îíî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ýòîò ïóòü ê åãî
îñâîåíèþ ïðèõîäèòñÿ ïðåäëàãàòü åùå è ïîòîìó, ÷òî îòñóòñòâèå âíÿòíûõ
èçëîæåíèé ýòîãî èçëîæèòü åãî â âèäå òåêñòà ïðåäìåòà � ñîâñåì íåïðîñòîå
äåëî ââèäó åãî ÷èñòî ñïåêóëÿòèâíîé ïðèðîäû è â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí îñòà-
åòñÿ îñíîâíûì. Íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ïðèâåäåíû íèæå.

Âåêòîðû è êî-âåêòîðû ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì, ò.å. êàñà-
òåëüíîìó è êî-êàñàòåëüíîìó, â êîòîðûõ ââîäÿòñÿ â êàæäîì � ñâîé ðåïåð.
Ïóñòü {𝑥𝑖} �êàêàÿ-ëèáî ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ëîêàëü-
íûå åñòåñòâåííûå ðåïåðû çàäàþòñÿ êàê âåêòîðíûé {d𝑥𝑖} è êî-âåêòîðíûé
{𝜕𝑖}, ãäå d𝑥𝑖 � ýòî ãðàäèåíò êîîðäèíàòû 𝑥𝑖, à 𝜕𝑖 � ýòî îïåðàòîð äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïî íåé. Òàêèì îáðàçîì ëîêàëüíî âåêòîð � ýòî íàïðàâëåí-
íûé îòðåçîê, à êî-âåêòîð � ýòî â îáùåì ñëó÷àå ãðàäèåíò êàêîé-ëèáî ôóíê-
öèè, óìíîæåííûé íà êàêóþ-ëèáî äðóãóþ ôóíêöèþ. Â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ
îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨, ⟩. Òàê, â êàñàòåëüíîì è êîêàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâàõ îíè çàäàþò êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà äàííîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò:

⟨d𝑥𝑖, d𝑥𝑗⟩ = 𝑔𝑖𝑗, ⟨𝜕𝑖, 𝜕𝑗⟩ = 𝑔𝑖𝑗.

Êàæäûé êî-âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà êî-êàñàåòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå è íàîáîðîò, êàæäûé êî-âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèî-
íàëîì íà êàñàòåëüíîì. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé êî-âåêòîð
èçìåðÿåò âåêòîðû. Ðåçóëüòàò ýòîãî èçìåðåíèÿ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì äàí-
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íîãî êî-âåêòîðà íà äàííîì âåêòîðå. Òàê, çíà÷åíèå êî-âåêòîðà d𝑥𝑖 íà âåêòîðå
𝜕𝑖 � ýòî 𝛿-ñèìâîë Êðîíåêåðà

d𝑥𝑖(𝜕𝑗) ≡ 𝛿𝑖𝑗,

õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå íè îðòîãîíàëüíîñòü íè íîðìèðîâàííîñòü áàçèñîâ íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïðèìåð, çíà÷åíèå êî-âåêòîðà 𝛼 = 𝐴𝑖d𝑥𝑖 íà âåêòîðå �⃗� =
𝑣𝑖𝜕𝑖 ýòî ïðîñòî 𝛼(�⃗� ) = 𝐴𝑖𝑉

𝑖.

3 Теорема Якоби

Íèæå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î äâèæåíèè ÷àñòèöû â âåêòîðíûõ ïîòåíöèà-
ëàõ, áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ òåîðåìà ßêîáè. Íèæå îíà ïðèâåäåíà, âåðîÿòíî, â
ñâîåé îðèãèíàëüíîé òðàêòîâêå, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â ñîâðåìåííîé ëèòåðà-
òóðå, íî, íà íàø âçãëÿä, áîëåå íàãëÿäíîé. Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
â ÿâíîì âèäå òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî èçâåñòíîìó ïîëíîìó
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ íåå. Óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû ñî-
ñòîÿò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü äàíà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ 𝑛 ñòåïåíåé
ñâîáîäû è ïóñòü äëÿ íåå îïðåäåëåíî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

1

2𝑚
⟨d𝑆, d𝑆⟩+ 𝑉 (𝑥) = 𝐸. (1)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò 𝑛 − 1
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ 𝑐𝑎. Îíî ïðåäñòàâëåíî â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 𝑛, êîîðäèíàòàìè 𝑥𝑖 â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû ñèñòåìû. Ìåòðèêà â çàäàííîé èìè ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíà
ôîðìîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Êàæäûé ôèêñèðîâàííûé íàáîð èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ {𝑐𝑎} çàäàåò â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðóþ êîí-
ãðóýíöèþ òðàåêòîðèé èëè äèíàìè÷åñêèé ïîòîê.

Òåîðåìà óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü 𝑆(𝑥𝑖, 𝑐𝑎) � ýòî ïîëíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé 𝜕𝑆
𝜕𝑐𝑎

= const îáëàäàåò ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâîì. ×åðåç êàæäóþ åå òî÷êó ïðîõîäèò â òî÷íîñòè îäíà òðà-
åêòîðèÿ ïîòîêà, è êàæäàÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ëåæèò íà ýòîé ïîâåðõíîñòè
öåëèêîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (1) ïî êàêîé-ëèáî èç ïîñòîÿííûõ 𝑐𝑎, ïîëó÷à-

åì òîæäåñòâî ⟨d 𝜕𝑆
𝜕𝑐𝑎

, d𝑆⟩ ≡ 0, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî êî-âåêòîð d𝑆 âñþäó

îðòîãîíàëåí ëþáîé èç ïîâåðõíîñòåé

𝜕𝑆

𝜕𝑐𝑎
= const. (2)

Ïîñêîëüêó ýòîò êî-âåêòîð êîëëèíåàðåí ñêîðîñòè ÷àñòèöû, îí âñþäó êàñà-
òåëåí òàêîé ïîâåðõíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, èìåþùåé
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òàêóþ ñêîðîñòü, ïîëíîñòüþ ëåæèò íà äàííîé ïîâåðõíîñòè. Äàëåå, ïåðå-
ñå÷åíèå äâóõ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé, çàäàííîå ñèñòåìîé èç äâóõ óðàâíåíèé
𝜕𝑆
𝜕𝑐𝑎

= const, 𝜕𝑆
𝜕𝑐𝑏

= const, òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, íî èìååò áîëåå
íèçêóþ ðàçìåðíîñòü, òî÷íåå, èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 𝑛 − 1
è 𝑛− 2. Òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò ïåðåñå÷åíèÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà òà-
êèõ ïîâåðõíîñòåé. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïåðåñå÷åíèå âñåõ 𝑛− 1 ïîâåðõíîñòåé
ýòîãî âèäå èìååò ðàçìåðíîñòü 𝑛, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî îäíîé èç òðàåêòî-
ðèé ñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ êàê
ðåøåíèå ñèñòåìû 𝑛 − 1 óðàâíåíèé (2). Ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè 𝑐𝑎,
ïîÿâëÿþùèìèñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ïîëíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ÿâëÿþò-
ñÿ ïîñòîÿííûå ðàçäåëåíèÿ, îíè æå ôèãóðèðóþò êàê èíòåãðàëû äâèæåíèÿ
ñèñòåìû.

4 Векторный и ко-векторный потенциалы

Âåêòîðíûé è êî-âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ðàçëè÷àþòñÿ ïðåæäå âñåãî òåì
æå, ÷åì âîîáùå ðàçëè÷àþòñÿ âåêòîðû è êî-âåêòîðû, â ÷àñòíîñòè, òåì æå,
÷åì ñêîðîñòü è èìïóëüñ. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ðàçíèöà ìåæäó íèìè
íèêàê íå ïðîÿëÿåòñÿ, è ââîäèòü èõ êàê äâà ðàçíûõ ïîíÿòèÿ îñîáîé íåîáõî-
äèìîñòè íå áûëî, îäíàêî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ïðîÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî îíè èìåþò ðàçíóþ ïðèðîäó. Íèæå èçëàãàþòñÿ ëàãðàíæåâî è
ãàìèëüòîíîâî ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â îáîèõ ïîòåíöè-
àëàõ. Íåñìîòðÿ íà ñîâïàäåíèå òåðìèíîâ, èñòèííûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë
íå èäåíòè÷åí �âåêòîðíîìó� ïîòåíöèàëó, çàäàþùåìó ìàãíèòíîå ïîëå. Äåëî
â òîì, ÷òî 𝑚�⃗� , ãäå �⃗� � ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà, � ýòî
äåéñòâèòåëüíî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, à ïðèìåíåíèå ýòîãî òåðìèíà â ýëåê-
òðîäèíàìèêå � ýòî òðàäèöèÿ, íå îòðàæàþùàÿ ñìûñëà ýòîãî ïîíÿòèÿ. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, îáúåêò, íàçûâàåìûé âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì â ýëåêòðî-
äèíàìèêå ÿâëÿåòñÿ íå âåêòîðíûì, à êî-âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì.

Ïóñòü �⃗� � ýòî ñêîðîñòü âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïîêîÿùåé-
ñÿ, à �⃗� ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîêîÿùåéñÿ, òî åå æå ñêîðîñòü âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå ðàâíà �⃗� ′ = �⃗� − �⃗� . Ñëåäîâàòåëüíî, �⃗� = �⃗� ′ + �⃗� è ýòà ñêî-
ðîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ îáû÷íûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ëàãðàí-
æèàí ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îáû÷íûõ âûðàæåíèÿõ ðàâåí

𝐿 =
𝑚�⃗� 2

2
− Φ ==

𝑚(�⃗� ′ + �⃗� )2

2
− Φ.

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå è åñòü ëàãðàíæèàí òîé æå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå:

𝐿 =
𝑚�⃗� ′2

2
+𝑚�⃗� · �⃗� ′ −

(︃
Φ− 𝑚�⃗� 2

2

)︃
. (3)
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Îíî ñîäåðæèò âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå öåíòðîáåæíîìó −𝑚�⃗� 2

2 è âåê-
òîðíîìó 𝑚�⃗� ïîòåíöèàëàì.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå, ò.å. ñ ëàãðàí-
æèàíîì (3). Çäåñü è äàëåå øòðèõ çà íåíóæíîñòüþ îïóñêàåòñÿ. Îáîáùåííûé
èìïóëüñ ÷àñòèöû èìååò êîìïîíåíòû 𝑃𝑖 = 𝑚𝑔𝑖𝑗(𝑣

𝑗 − 𝑉 𝑗), òàê ÷òî îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êî-âåêòîð

Π = 𝑚𝑔𝑖𝑗(𝑣
𝑗 − 𝑉 𝑗)d𝑥𝑖.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ýòîò èìïóëüñ ñîîòâåòñòâóåò ïîêîÿùåéñÿ ñèñòåìå, ïîýòîìó
ëàãðàíæèàí (3) ÷èñëåííî ðàâåí

𝐿 =
⟨Π,Π⟩
2𝑚

,

îäíàêî îí ÷èñëåííî íå ðàâåí ãàìèëüòîíèàíó, êàê ýòî áûëî áû âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå. Çäåñü ãàìèëüòîíèàí íåîáõîäèìî ñòðîèòü êàíîíè÷åñêè, ò.å.
ïî ôîðìóëå

𝐻 = Π(�⃗�)− 𝐿 =
⟨Π,Π⟩)

𝑚
+Π(�⃗� )− 𝐿 =

⟨Π,Π⟩)
2𝑚

+Π(�⃗� ).

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðèíè-
ìàåò âèä

1

2𝑚
⟨d𝑆, d𝑆⟩ − d𝑆(�⃗� ) = 𝐸. (4)

Â çàäà÷å î äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïîÿâëÿåòñÿ ïîòåíöàë âèäà
𝐴𝑖𝑣

𝑖, ÷òî ÿâíî âûðàæàåò çíà÷åíèå êî-âåêòîðà 𝛼 = 𝐴𝑖d𝑥𝑖 íà âåêòîðå �⃗�,
îáîçíà÷àåìîå êàê 𝛼(�⃗�). Ëàãðàíæèàí ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â êî-âåêòîðíîì
ïîòåíöèàëå 𝛼 ðàâåí

𝐿 =
𝑚�⃗� 2

2
− 𝛼(�⃗�). (5)

Ðàçíèöà ìåæäó ëàãðàíæèàíàìè (3) (5) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé èç íèõ
ñîäåðæèò öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë, ðàâíûé 𝑚�⃗� 2/2, à âòîðîé íå ñîäåðæèò
àíàëîãè÷íîãî ÷ëåíà 𝛼2. Ñîîòâåòñòâóþùèé îáîáùåííûé èìïóëüñ èìååò êîì-
ïîíåíòû

𝑃𝑖 =
𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖
= 𝑚𝑔𝑖𝑗𝑣

𝑗 − 𝐴𝑖,

òàê ÷òî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âûðàæàþòñÿ ÷àñòèöû ÷åðåç íèõ êàê

𝑣𝑗 =
1

𝑚
𝑔𝑖𝑗(𝑃𝑖 + 𝐴𝑖).

Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

𝐿 =
1

2𝑚
⟨Π,Π⟩ − 𝛼(�⃗�).
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Çàìåòèì, ÷òî

Π(�⃗�) =
1

𝑚
⟨Π,Π⟩ − 𝛼(�⃗�),

ïîýòîìó ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû èìååò âèä

𝐻 = Π(�⃗�)− 𝐿 =
1

2𝑚
⟨Π,Π⟩.

Êî-âåêòîð èìïóëüñà Π ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàìêíóòóþ 1-ôîðìó, ïðè÷åì
åãî íåçàìêíóòàÿ ÷àñòü åñòü ñàì êî-âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ïîýòîìó åãî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê

Π = d𝑆 + 𝛼,

è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè 𝑆 ðàâíû

𝜕𝑖𝑆 = 𝑔𝑖𝑗𝑣
𝑗.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â êî-
âåêòîðíîì ïîòåíöèàëå 𝛼 èìååò âèä

1

2𝑚
⟨d𝑆 + 𝛼, d𝑆 + 𝛼⟩ = 𝐸. (6)

Îíî ÿâíî îòëè÷àåñòÿ îò óðàâíåíèÿ (4) è èìååò äðóãèå ðåøåíèÿ. Âîçìîæ-
íîñòè ïîëó÷åíèÿ ïîëíûõ ðåøåíèé ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íû, â ÷àñò-
íîñòè, óðàâíåíèå (6) ðåøàåòñÿ òîëüêî â òðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

5 Задача Пуанкаре

Èäåÿ ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ ìîãëà ïîÿâèòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå, ïî äâóì
ïðè÷èíàì. Îäíîé èç íèõ ìîãëî áûòü îáû÷íîå ëþáîïûòñòâî, ïîðîæäàþùåå
âîïðîñ, ÷òî áûëî áû, åñëè áû îí ñóùåñòâîâàë. Äðóãîé � îòêðûòèå ôîðì-
èíâàðèàíòíîñòè îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèé äêàëüîñòè �⃗� → �⃗�, �⃗� → −�⃗� è äàæå îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ
äóàëüíûõ âðàùåíèé (�⃗� + 𝚤�⃗�) → 𝑒𝚤𝜙(�⃗� + 𝚤�⃗�). Âìåñòå îíè ñîñòàâëÿþò äî-
ñòàòî÷íîå îáîñíîâàíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëåäñòâèé ïðåäïîëîæåíèÿ î åãî
ñóùåñòâîâàíèè, îäíàêî ýòà èäåÿ èíòåðåñíû è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîòîê ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè
÷åðåç ëþáîå ñå÷åíèå êîíóñà ñ âåðøèíîé â òî÷êå, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí ìî-
íîïîëü, èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ñ äðóãîé � îíî æå ïîÿâëÿåòñÿ êàê
èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò À. Ïóàíêàðå â çàäà÷å î äâèæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî
çàðÿäà â åãî ïîëå. Âìåñòå ýòè äâà ôàêòà îçíà÷àþò, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà
ïîëíîñòüþ ëåæèò íà òàêîì êîíóñå, è, åñëè íèêàêèå äðóãèå ñèëû íà íåãî íå
äåéñòâóþò, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà íåì. Õîòÿ ýòà èäåÿ íå ïîëó-
÷èëà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ, îíà ðàñïðîñòðàíèëàñü íà òåîðèþ
ãðàâèòàöèè, ãäå åå ïîÿâëåíèå ïîâëåêëî ñåðüåçíûå ïîñëåäñòâèÿ.
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Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, êî-âåêòîðíûé ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî ìàãíèò-
íîãî ìîíîïîëÿ âåëè÷èíîé 𝑝, ïîìåùåííîãî â íà÷àëî ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
{𝑟, 𝜃, 𝜙}, èìååò âèä

𝛼 = −𝑝(cos 𝜃 + 𝑘)d𝜙.

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ 𝑘 ïðîèçâîëüíà. Åå ðîëü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ðåãóëèðóåò
ðàñïîëîæåíèå îñîáåííîñòåé ýòîãî ïîòåíöèàëà. Òàê, ïðè 𝑘 = 0 îñîáåííîñòü
îäíà è ðàñïîëîæåíà íà ïîëóîñè 𝜃 = 0, ïðè 𝑘 = 1 îíà íàõîäèòñÿ íà ïðîòè-
âîïîëîæíîé ïîëóîñè 𝜃 = 𝜋, è ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè ýòîé ïîñòîÿííîé
îñîáåííîñòåé äâå, îíè ðàñïîëîæåíû íà îáåèõ ïîëóîñÿõ è â îáùåì ñëó÷àå
ðàçëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó ïîòåíöèàë 𝛼 óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

𝛼 = 𝑝(cos 𝜃 ± 1)d𝜙. (7)

Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ

�⃗� = ∇× �⃗� (8)

â èñïîëüçóåìîì ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå èìååò âèä

𝜂 = d𝛼, *𝜂 ≡ 𝐻𝑖d𝑥
𝑖.

Óðàâíåíèÿ ìàãíèòîñòàòèêè äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ ∇ · �⃗� = 0 è ∇ × �⃗� = 0
çäåñü ïðèíèìàþò âèä ñîîòâåòñòâåííî d𝜂 = 0 è d*𝜂 = 0. Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèÿì (7) è (8) 2-ôîðìà íàïðÿæåííîñòè ðàâíà

𝜂 = 𝑝 sin 𝜃 d𝜙,

åå ñîïðÿæåíèå
*𝜂 =

d𝑟
𝑟2

.

Îáå ôîðìû î÷åâèäíî òî÷íûå, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
ñâîáîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî ïîëå î÷åâèäíî îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèåé, îäíàêî, èç-çà íàëè÷èÿ îñîáåííîñòè îíî íå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññû 𝑚 è íåñóùåé ýëåêòðè÷å-
ñêèé çàðÿä 𝑞 𝑝 â ïîëå ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ, çàäàííîãî âûðàæåíèåì (7).
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (6) äëÿ ýòîé ÷àñòèöû èìååò âèä

1

2𝑚

[︃(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑟

)︂2

+
1

𝑟2

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜃

)︂2
1

𝑟2 sin2 𝜃

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜙
− 𝑞𝑝(cos 𝜃 + 1)

)︂2
]︃
= 𝐸.

Îíî ðàçäåëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

𝑆 = 𝑅(𝑟) + Θ(𝜃) + 𝑙𝜙.
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Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â óðàâíåíèå ïðèâîäèò åãî ê âèäó :

𝑅′2 +
1

𝑟2

{︂
Θ′2 +

1

sin2 𝜃
[𝑙 − 𝑞𝑝(cos 𝜃 ± 1)]2

}︂
= 2𝑚𝐸,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ � ýòî ïîñòîÿííàÿ.
Îáîçíà÷èâ åå êàê 𝐿2, ïîëó÷àåì:

𝑅′2 = 2𝑚𝐸 − 𝐿2/𝑟2 (9)

Θ′2 = 𝐿2 − [𝑙 − 𝑞𝑝(cos 𝜃 ± 1)]2

sin2 𝜃
.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ñòðîêà â óðàâíåíèÿõ (9) ïðåîáðàçóåòñÿ â

Θ′2 sin2 𝜃 = [𝐿2 − (𝑙 ∓ 𝑞𝑝)2] + 2(𝑙 ∓ 𝑞𝑝)𝑞𝑝 cos 𝜃 − (𝐿2 + 𝑞2𝑝2) cos2 𝜃.

Çäåñü íåîïðåäåëåííîñòü çíàêà óñòðàíÿåòñÿ âûáîðîì ïîëóïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðîì ïðîèñõîäèò äâèæåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñîáåííîñòü ïîòåíöè-
àëà íå ïîÿâëÿëàñü, ñêàæåì, åñëè âçÿòü çíàê �+�, òî ñëåäóåò âûáðàòü ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò, åñëè ïîñòîÿííûå 𝐿 è 𝑙 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

[(𝑙 + 𝑞𝑝)2 − 𝐿2](𝐿2 + 𝑞2𝑝2) = 𝑞2𝑝2(𝑙 + 𝑞𝑝)2.

Èç íåãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(𝑙 + 𝑞𝑝)2 = 𝐿2 + 𝑞2𝑝2.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

Θ′2 sin2 𝜃 = −[𝑞𝑝− (𝑙 + 𝑞𝑝) cos 𝜃)2.

Òåïåðü, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, åäèíñòâåí-
íûì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì 𝜃 ÿâëÿåòñÿ

𝜃 = arccos
𝑞𝑝

𝑙 + 𝑞𝑝
, (10)

ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ ïîëíîñòüþ ëåæèò íà êîíóñå ïîñòîÿííîãî 𝜃, çà-
äàííîãî ýòèì ðàâåíñòâîì. Ìàãíèòíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, ñòðî-
ãî îðòîãîíàëüíà ê êîíóñó è, ò.ê. íèêàêèå äðóãèå ñèëû íà íåå íå äåéñòâóþò,
åå òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîäåçè÷åñêóþ íà ýòîì êîíóñå. Îíà ëåãêî
ñòðîèòñÿ è åå ÿâíîå âûðàæåíèå èìååò âèä

𝑟 =
1

𝜆 sin(𝜙 sin 𝜃0)
(11)

ãäå 𝜃0 � çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî-óãëà, êîòîðûì çàäàí êîíóñ, -𝜆 � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ ðàçìåðíîñòè äëèíû.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé ìàãíèòíîãî çàðÿäà 𝑝 è
èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì À. Ïóàíêàðå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàë
îò 1-ôîðìû Π ïî ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé 𝐶, îõâàòûâàþùåé êîíóñ. Î÷å-
âèäíî, ãðàäèåíò d𝑆 â íåãî âêëàäà íå äàåò, ïîýòîìó îí ðàâåí èíòåãðàëó îò
1-ôîðìû 𝛼 ïî òîé æå êðèâîé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå, îí ðàâåí èíòå-
ãðàëó îò 2-ôîðìû d𝛼 ïî ëþáîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé êðèâîé,
ñêàæåì, ïî êóñêó ñôåðû 𝑟 = const, ò.å. â â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, â òî÷-
íîñòè ïîòîêó ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè �⃗�, ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü. Â ñèëó
ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîëÿ ýòîò ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé
òåëåñíîãî óãëà êîíóñà, íà êîòîðîì ëåæèò êðèâàÿ 𝐶, òî÷íåå, òåëåñíîìó êî-
íóñó, óìíîæåííîìó íà âåëè÷èíó ìàãíèòíîãî çàðÿäà 𝑝, ðàñïîëîæåííîãî â
åãî âåðøèíå. Ïîñêîëüêó äèíàìè÷åñêèé ïîòîê, çàäàííûé êî-âåêòîðîì èì-
ïóëüñà Π, ïåðåíîñèò ýòó êðèâóþ òîëüêî ïî êîíóñó, èíòåãðàë îò êî-âåêòîðà
Π íà íåé íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò.
Ýòîò èíâàðèàíò ðàâåí âåëè÷èíå ìàãíèòíîãî çàðÿäà íà òåëåñíûé óãîë êî-
íóñà, íà êîòîðîì ëåæèò òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû. Ïðåæäå, ÷àì ïåðåõîäèòü ê
ðàññìîòðåíèþ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è î äâèæåíèè îáû÷íîé òî÷å÷íîé ìàññû
â ïîëå òî÷å÷íîãî ãðàâèìàãíèòíîãî çàðÿäà, áûëî áû æåëàòåëüíî ïîäðîáíåå
ðàññìîòðåòü ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî âðàùåíèÿ, îäíàêî ìû îòëîæèì ðàññìîò-
ðåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ, ïîòîìó ÷òî ýòî òåìà äîâîëüíî îáùèðíà è ñëîæíà, òàê
÷òî åå îáñóæäåíèå ñèëüíî óâåäåò ïîâåñòâîâàíèå â ñòîðîíó îò ðåøåíèÿ êîí-
êðåòíîé çàäà÷è. Ïîíÿòèå ëîêàëüíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà áóäåò
ðàññìîòðåíî â ðàçäåëå �Çàêëþ÷åíèå�.

6 Движение в поле массивного гравимагнит-

ного диполя

Â ðàìêàõ îáû÷íîãî âåêòîðíîãî àíàëèçà êî-âåêòîðíûé ïîòåíöèàë 𝛼 óäî-
âëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

d*d𝛼 = 0, (12)

èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âåêòîðîì �⃗�, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ

∇×∇× �⃗� = 0.

Ïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë �⃗� óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó æå óðàâíåíèþ,
ò.å.

∇×∇× �⃗� = 0,

íàõîäèì, ÷òî âåêòîð �⃗� èìååò òîò æå âèä, ÷òî è âåêòîð �⃗�, íî â íåì ñëå-
äóåò çàìåíèòü âðàùàþùèéñÿ çàðÿä íà òî÷íî òàêæå âðàùàþùóþñÿ ìàññó,
èëè, òî÷íåå, ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò íà ãðàâèìàãíèòíûé. Ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (12), îïèñûâàþùåå êî-âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî äèïîëÿ
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ñ ìîìåíòîì 𝜇 ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìà

𝛼 = 𝜇
sin2 𝜃

𝑟
d𝜙,

ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð èìååò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó

�⃗� =
𝜇

𝑟3
𝜕𝜙,

ïîýòîìó, çàìåíèâ ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò íà ãðàâèìàãíèòíûé, îáî-
çíà÷åííûé êàê 𝛾, ïîëó÷àåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ãðàâèìàãíèòíîãî ïîëÿ
âðàùàþøåéñÿ ìàññû â âèäå

�⃗� =
𝛾

𝑟3
𝜕𝜙. (13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññû 𝑚 â ýòîì âåêòîðíîì ïî-
òåíöèàëå. Ñèñòåìà îòñ÷åòà, ïðèâÿçàííàÿ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò {𝑟, 𝜃, 𝜙}, êî-
òîðàÿ áûëà áû â îòñóòñòâèå ýòîãî âåêòîðíîãî ïîòåãöèàëà, íåïîäâèæíîé, â
åãî ïðèñóòñòâèè íåèíåðöèàëüíà è íåïîäâèæíà òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè. Ãëî-
áàëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà â êîòîðîé ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü
ëàãðàíæèàí, â åãî ïðèñóòñòâèè íå ñóùåñòâóåò, íî â íåì íåò íåîáõîäèìîñòè,
ïîñêîëüêó ÿâíûé âèä óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â èìåþùåéñÿ íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå èçâåñòåí. Äåéñòâèòåëüíî, íåèíåðöèàëüíîñòü ñèñòåìû çà-
äàíà èìåííî âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì, à ðàç òàê, ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä
4), â êîòîðîì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë çàäàí ôîðìóëîé (13). Òàêèì îáðàçîì,
óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ýòîé ÷àñòèöû èìååò âèä

1

2𝑚

[︃(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑟

)︂2

+
1

𝑟2

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜃

)︂2

+
1

𝑟2 sin2 𝜃

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜙

)︂2

− 2𝛾

𝑟3
𝜕𝑆

𝜕𝜙

]︃
= 𝐸.

Â áîëåå ïîëíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ãðàâèòàöèîí-
íîì è ãðàâèìàãíèòíîì ïîëÿõ, ïîýòîìó èíòåðåñíåå ðàññìîòðåòü åå, äîáàâèâ
ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ìàññû, âðàùåíèå êîòîðîé óæå ó÷òåíî. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

1

2𝑚

[︃(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑟

)︂2

+
1

𝑟2

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜃

)︂2

+
1

𝑟2 sin2 𝜃

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜙

)︂2

− 2𝛾

𝑟3
𝜕𝑆

𝜕𝜙

]︃
− 𝑀𝑚

𝑟
= 𝐸. (14)

Ýòî óðàâíåíèå ðàçäåëÿåòñÿ, êàê îáû÷íî äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâè-
ìîé êàê

𝑆(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝑅(𝑟) + Θ(𝜃) + 𝑙𝜙. (15)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê îáûêíîâåííûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé åäèíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ

𝑅′ 2 = 2𝑚𝐸 +
2𝑚2𝑀

𝑟
− 𝐿2

𝑟2
− 2𝛾𝑙

𝑟3
, Θ′ 2 = 𝐿2 − 𝑙2

sin2 𝜃
,
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ãäå � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî àíàëîãè÷íîå
óðàâíåíèå äëÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ
(6), íå ðàçäåëÿåòñÿ. Èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè
𝑆:

𝑆(𝑟, 𝜃, 𝜙) = ±
∫︁

d𝑟

√︂
2𝑚𝐸 +

2𝑀𝑚2

𝑟
− 𝐿2

𝑟2
− 𝑙𝛾

𝑟3
±
∫︁

d𝜃

√︂
𝐿2 − 𝑙2

sin2 𝜃
+ 𝑙𝜙.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑆 êîëëèíåàðåí ñêîðîñòè ÷àñòèöû â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, êàêîâîé êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîêî-
ÿùàÿñÿ ñèñòåìà ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, â êîòîðîé îíà ïîñòðîåíà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, òåîðåìà ßêîáè â íåé âûïîëíÿåòñÿ êàê îáû÷íî è ïðåäñòàâëåíèå
èñêîìûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèöû ïîëó÷àþòñÿ â âèäå

𝜙− 𝜙0 = ∓2𝛾

∫︁
d𝑟

𝑟3
√︂

2𝑚𝐸 + 2𝑀𝑚2

𝑟 − 𝐿2

𝑟2
− 2𝑙𝛾

𝑟3

∓ 𝑙

∫︁
d𝜃√︂

𝐿2 − 𝑙2

sin2 𝜃

;

±
∫︁

d𝑟

𝑟2
√︂

2𝑚𝐸 + 2𝑀𝑚2

𝑟 − 𝐿2

𝑟2
− 2𝑙𝛾

𝑟3

+

∫︁
d𝜃√︂

𝐿2 − 𝑙2

sin2 𝜃

,

ãäå 𝜑0 è íèæíèå èëè âåðõíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàäàòü êàê
êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè òðàåêòîðèè, à çíàêè ââûáèðàþòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ åå íà÷àëüíîûì íàïðàâëåíèåì. Ýòè ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò òðà-
åêòîðèþ â ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ è ôóíêöèÿõ.
Îíè ñîñòàâëÿþò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå â ïðèíöèïå äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîëó÷èòü ÿâíîå, íî ýòî � îòäåëüíàÿ ðàáîòà. Ïîñòðîåíèå èç íèõ
ñòàíäàðòíûõ âûðàæåíèé îäíèõ êîîðäèíàò ÷åðåç äðóãèå, ñêàæåì, 𝑟è 𝜃 êàê
ôóíêöèé êîîðäèíàòû 𝜙, ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, êî-
òîðîå çäåñü ïðîâîäèòüñÿ íå áóäåò. Íà ýòîì íàøå ðàññìîòðåíèå äâèæåíèÿ
÷àñòèöû â ïîëå âðàùàþùåéñÿ ìàññû çàâåðøàåòñÿ è ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäó-
þùåé çàäà÷è.

7 Движение в поле массивного гравимагнит-

ного монополя

Ïîñêîëüêó ìàãíèòíîå è ãðàâèìàãíèòíîå ïîëÿ èìåþò ðàçíóþ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðèðîäó, ðåøåíèÿ çàäà÷ î äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîëÿõ ìàãíèòíîãî è
ãðàâèìàãíèòíîãî ìîíîïîëåé íå ñîâïàäàþò. Îäíà èç ýòèõ çàäà÷ áûëà ðåøåíà
âûøå, íèæå áóäåò ðåøàòüñÿ äðóãàÿ. Ïðåæäå âñåãî, ðàçëè÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

13



Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ íèõ � ýòî ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ (6) è (4). Åùå
îäíî âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ çàäà÷àìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî,
êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, â âåêòîðíîì ïîòåíöèàëå �⃗� âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà
ßêîáè, è îíà áóäåò ïðèìåíåíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèöû. Êðîìå
âñåãî ýòîãî, áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî èñòî÷íèê ïîëÿ ìàññèâåí, ïîýòîìó â
çàäà÷ó áóäåò âêëþ÷åí åãî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë 𝑀/𝑟.

ßâíûé âèä âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ãðàâèìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ ñòðîèò-
ñÿ àíàëîãè÷íî ÿâíîìó âèäó ìåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà äèïîëÿ. Â íåêîòîðîé
ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò îí çàäàåòñÿ åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòîé

𝑉 𝜙 =
1

𝑟2 sin𝜃
𝑉𝜙,

èìååò òîò æå âèä, ÷òî 𝐴𝜙, â êîòîðîì âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ 𝑝
çàìåíåíà íà âåëè÷èíó ãðàâèìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ 𝑛, ò.å.

𝑉 𝜙 =
𝑛(cos 𝜃 ± 1)

𝑟2 sin2 𝜃
.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (4) äàåò ñëåäóþùèé âèä óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

1

2𝑚

[︃(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑟

)︂2

+
1

𝑟2

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜃

)︂2

+
1

𝑟2 sin2 𝜃

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜙

)︂2

− 2𝑛(cos 𝜃 ± 1)

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕𝑆

𝜕𝜙

]︃
−𝑀𝑚

𝑟
= 𝐸.

(16)
Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåì èñêîìóþ ôóíêöèþ, â âèäå
(15).Â ðåçóëüòàòå îíî ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé åäèíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

𝑅′ 2 = 2𝑚𝐸 +
2𝑚2𝑀

𝑟
− 𝐿2

𝑟2
, Θ′ 2 = 𝐿2 − 𝑙2

sin2 𝜃
− 2𝑛𝑙(cos 𝜃 ± 1)

sin2 𝜃
, (17)

ãäå � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé çàìåíû ± → ∓, 𝜃 → 𝜋 − 𝜃 è 𝑙 → −𝑙
èëè 𝜙 → −𝜙. Ïîýòîìó íåîïðåäåëåííîñòü çíàêà â íåì óñòðàíÿåòñÿ âûáîðîì
ñèñòåìû êîîðäèíàòè åãî ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
âûáåðåì çíàê �+� è ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå:

Θ′ 2 sin2 𝜃 = (𝐿2 − 𝑙2 − 2𝑛𝑙)− 2𝑛𝑙 cos 𝜃 − 𝐿2 cos2 𝜃. (18)

Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé 𝜃 ëåæàò ìåæäó íóëÿìè ïîëèíîìà â ïðà-
âîé ÷àñòè. Ïðåäïîëîæèì, ïðè íåêîòîðîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò ýòè
íóëè ñîâïàëè. Òîãäà îíè çàäàþò åäèíñòâåííîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ýòîé
êîîðäèíàòû 𝜃0, èíûìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ïîäíîñòüþ ëåæèò íà
êîíóñå 𝜃 = 𝜃0. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (18), íàõîäèì:

𝐿 cos 𝜃 = 𝑛𝑙 ±
√︂
𝐿2 − 𝑙2 − 2𝑛𝑙 +

𝑛2𝑙2

𝐿2
,
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ñëåäîâàòåëüíî, íóëè ýòîãî ïîëèíîìà ñîâïàäàþò, åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæå-
íèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíî íóëþ. Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðà-
çóåòñÿ êàê

𝐿2 − 𝑙2 − 2𝑛𝑙 +
𝑛2𝑙2

𝐿2
=

(︂
𝐿− 𝑛𝑙

𝐿

)︂2

− 𝑙2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

𝐿− 𝑛𝑙

𝐿
= ±𝑙.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷àåòñÿ äâà âûðàæåíèÿ:

𝑙 =
𝐿2

𝑛± 𝐿
.

Îíè ïîêàçûâàþò, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ òðàåêòîðèÿ
ïîëíîñòüþ ëåæèò íà êîíóñå ïîñòîÿííîãî 𝜃

𝜃 = 𝜃0, 𝑐𝑜𝑠𝜃0 =
𝑛𝑙

𝐿
. (19)

Ïîñêîëüêó àñèìïòîòè÷åñêè |𝐿| ≥ |𝑙|, ñìûñë èìååò òîëüêî îäíî èç íèõ, à
èìåííî,

𝑙 =
𝐿2

𝑛+ 𝐿
. (20)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò âûáðàíà òàê, ÷òî ýòîò èíòåãðàë
äâèæåíèÿ çàäàí ôîðìóëîé (20), òî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ïîëíîñòüþ ëåæèò
íà êîíóñå (19).

Ýòî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ 𝜃, è, âåðíóâøèñü ê óðàâíåíèÿì
(17) çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

𝑆(𝑟, 𝜙) =

∫︁
d𝑟

√︂
2𝑚𝐸 +

2𝑚2𝑀

𝑟
− 𝐿2

𝑟2
+

𝐿2𝜙

𝑛+ 𝐿
.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ßêîáè, íàõîäèì âûðàæåíèå òðàåêòîðèé â ÿâíîì
âèäå:

2𝑛+ 𝐿

𝑛+ 𝐿
(𝜙− 𝜙0) = ∓𝐿

∫︁
d𝑟

𝑟2
√︂
2𝑚𝐸 + 2𝑚2𝑀

𝑟 − 𝐿2

𝑟2

,

ãäå 𝜙0 è íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ � ýòî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàò 𝜙 è 𝑟 ñîîòâåòñòâåííî. Èíòåãðèðîâàíèå è ýëåìåíòàíðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äàþò âûðàæåíèå òðàåêòîðèè â ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû 𝑟 åñòåñòâåííî âûáðàòü ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíê-
öèè 𝑅′ â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà (17), ðàâíûé

𝑟0 =
𝐿

𝑚2𝑀
𝐿 +

√︂
𝑚4𝑀 2

𝐿2 + 2𝑚𝐸

,
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à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû 𝜙 ìîæíî íå çàäàâàòü ââèäó îñåâîé ñèì-
ìåòðèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ÿâíîå âûðàæåíèå òðàåêòîðèè â âèäå 𝑟 =
𝑟(𝜙):

𝑟 =
𝐿

𝑚2𝑀 +
√
2𝑚𝐸𝐿2 +𝑚4𝑀 2 sin 2𝑛+ 𝐿

𝑛+ 𝐿 𝜙
. (21)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå ñëåäóåò ïîíèìàòü áóêâàëüíî, ò.å. êàê åñëè íåïî-
äâèæíûé ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð îáëàäàåò è ìàññîé è ãðàâèìàãíèòíûì çà-
ðÿäîì, à ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ â åãî ïîëå èìååò òîëüêî ìàññó. Åñëè íàîáî-
ðîò, öåíòðàëüíîå òåëî îáëàäàåò òîëüêî ìàññîé, à ÷àñòèöà � è òåì è äðóãèì,
òî ðåøåíèå îêàæåòñÿ òî÷íî òàêèì æå. Åñëè æå ãðàâèìàãíèòíûå çàðÿäû
ïðèòÿãèâàþòñÿ ïîäîáíî ìàññàì, òî â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå áóäåò òåì æå,
òîëüêî âõîäÿùèå â íåãî ïîñòîÿííûå áóäóò âûðàæåíû èíà÷å. Ê ýòîé æå
çàäà÷å ñâîäèòñÿ è îáùàÿ çàäà÷à äâóõ òåë, îáëàäàþùèõ è ìàññàìè è ãðàâè-
ìàãíèòíûìè çàðÿäàìè, ò.å. â íåé äâèæåíèå öåíòðà ìàññ èñêëþ÷àåòñÿ êàê
îáû÷íî è òðàåêòîðèè îáîèõ òåë ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (21).

Òðàåêòîðèè çàäàâàåìûå ýòèì îáùèì ðåøåíèåì, ïîëíîñòüþ ëåæàò íà
êîíóñå, ñîñòàâëÿÿ äâà îñíîâíûõ òèïà, îòíîñÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ôè-
íèòíîìó è èíôèíèòíîìó äâèæåíèþ. Òàêæå, êàê è â çàäà÷å Êåïëåðà, åñëè
𝐸 < 0, òî êîîðäèíàòà 𝑟 ïðèíèìàåò òîëüêî îãðàíè÷åííûå çíà÷åíèÿ, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, îíà äîñòèãàåò áåñêîíå÷íîñòè. Îðáèòà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ
íåïëîñêàÿ, íî ïîõîæà íà ýëëèïòè÷åñêóþ, ïðè ýòîì åå ïåðèãåé ðàâíîìåðíî
ñìåùàåòñÿ. Èíòåðåñíî áûëî áû ñðàâíèòü ñâîéñòâà ýòîõ òðàåêòîðèé ñî ñâîé-
ñòâàìè îðáèòû Ëóíû [6]. Ýòî ïîçâîëèëî áû îöåíèòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ãðàâèìàãíèòíûõ çàðÿäîâ îáîèõ òåë.

Èíôèíèòíîå äâèæåíèå èíòåðåñíî âî ìíîãèõ àñïåêòàõ. Ñ ÷èñòî òåîðå-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíî ñðàâíèòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ïîëÿõ ìàã-
íèòíîãî è ãðàâèìàãíèòíîãî ìîíîïîëåé. Èñêëþ÷èâ äëÿ ýòîãî íüþòîíîâñêîå
ïðèòÿæåíèå, ò.å. ïîëîæèâ 𝑀 = 0, ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ âèäà

𝑟 =
𝐿

√
2𝑚𝐸 sin 2𝑛+ 𝐿

𝑛+ 𝐿 𝜙
.

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà êîíóñå (11) òåì,

÷òî êîýôôèöèåíò 2𝑛+ 𝐿
𝑛+ 𝐿 íå ðàâåí sin 𝜃0 èç ôîðìóëû (19). Ïîñòðîåííàÿ

òàêèì îáðàçîì òðàåêòîðèÿ òàêæå ïîëíîñòüþ ëåæèò íà êîíóñå, íî, â îòëè-
÷èå îò òðàåêòîðèè çàðÿäà â ïîëå ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ, îíà íå ÿâëÿåòñÿ
ãåîäåçè÷åñêîé íà íåì.

8 Заключение

Ïðåäñòàâëåíèå î ãðàâèìàãíèòíîì ïîëå ïîÿâèëîñü, âåðîÿòíî, ñðàçó ïîñëå
òîãî, êàê À. Ýéíøòåéí ïîêàçàë, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå è åãî èñòî÷íèê
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íå ìîãóò áûòü ñêàëÿðàìè ïëîòíîñòè ìàòåðèè è êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, êàê ïîëàãàëîñü â òåîðèè Ã. Íîðäñòðåìà, è ÷òî, òàêèì îáðàçîì,
äâèæåíèå ìàòåðèè òàêæå âëèÿåò íà ñâîéñòâà ïîëÿ. Òàêîå âëèÿíèå áûëî
óæå èçâåñòíî íà ïðèìåðå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî äâèæåíèåì çà-
ðÿäîâ, è ýòîò ïðèìåð óêàçûâàë íà ñóùåñòâîâàíèå ãðàâèòàöèîííîãî àíàëî-
ãà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñî ñâîåé ñòîðîíû, Ý. Ìàõ óêàçàë, èñõîäÿ èç îáùèõ
ñîîáðàæåíèé, êàêîå âëèÿíèå íà çàêîíû èíåðöèè ìîæåò îêàçûâàòü âðàùå-
íèå óäàëåííûõ ìàññ, õîòÿ â åãî ðàññóæäåíèÿõ âðàùåíèå áûëî ãëîáàëüíûì.
Ñëåäóþùèé øàã ñäåëàëè É. Ëåíçå è Õ. Òèððèíã, ïîñòðîèâ ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ïîëÿ âðàùåþùåéñÿ ìàññû, â êîòîðîì
îáíàðóæèëñÿ ýôôåêò óâëå÷åíèÿ ñèñòåì òñ÷åòà. Ñìûñë èõ îòêðûòèÿ ñî-
ñòîÿë â òîì, ÷òî ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïîêîÿùåéñêÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, íå
ñâÿçàíà íèêàêàÿ ãëîáàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà. Ýòî îçíà÷àëî, ÷òî ïîíÿòèå
ãëîáàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà âîîáùå óòðàòèëî ñìûñë è ïîÿâèëàñü ïîòðåá-
íîñòü â ïîíÿòèè ëîêàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ýôôåêò óâëå÷åíèÿ ñèñòåì îòñ÷åòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðåøåíèå Ëåíçå-
Òèððèíãà ïîëó÷åíî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ {𝑡, 𝑟, 𝜃𝜙}, â êîòîðûõ èñòî÷-
íèê ïîëÿ ëîêàëèçîâàí â íà÷àëå êîîðäèíàò 𝑟 = 0, è, ïî óñëîâèþ çàäà÷è,
ýòà ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò ïîêîÿùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà íà áåñêîíå÷íîñòè
𝑟 = ∞. Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà, ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû êîòîðîé
ôèêñèðîâàíû, íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî óäàëåííîé ïåðèôåðèè. Îäíàêî,
ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîäåðæèò êîìïîíåíòó 𝑔𝑡𝜙, êîòîðàÿ íà íåðå-
ëÿòèâèñòñêîì óðîâíå âûñòóïàåò êàê âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïîëþ ñêîðîñòåé (13). Ïîñêîëüêó ýòî ïîëå ñêîðîñòåé ÿâíî íå ñîîò-
âåòñòâóåò òâåðäîòåëüíîìó âðàùåíèþ ïðîñòðàíñòâà, ñ íèì íåâîçìîæíî ñâÿ-
çàòü êàêóþ-ëèáî ãëîáàëüíóþ âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ââåäåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàåò â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðóþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, çàäàííîé ýòèì ïîëåì. Åå âðàùåíèå çàäàåò çàêîíû
èíåðöèè â íåé, õîòÿ ñàìà ýòà òî÷êà âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ íåïî-
äâèæíà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé óäàëåííîé ïåðèôåðèè. Áîëåå òîãî, ïî
ýòîé ïðè÷èíå ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, áóäó÷è íåïîäâèæíûìè äðóã îò-
íîñèòåëüíî äðóãà, ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíûõ çàêîíîâ èíåðöèè íàõîäÿòñÿ â
ðàçíûõ ëîêàëüíûõ âðàùàþùèõñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåìû ïîêàçàëî, ÷òî ïîíÿòèå ëîêàëüíîé âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà åùå ãëóáæå. Åùå äî òîãî, êàê Ð.Ï. Êåðð ïîñòðîèë
ñâîå ðåøåíèå, ïðèáëèæåíèåì ê êîòîðîìó áûëî ðåøåíèå Ëåíçå-Òèððèíãà,
À. Òàóá íàøåë äðóãîå ðåøåíèå, â êîòîðîì èñòî÷íèê ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëÿ íå âðàùàåòñÿ, íî îáëàäàåò ãðàâèìàãíèòíûì çàðÿäîì. Â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Òàóáà òàêæå èñïîëüçîâàëèñü ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, çàäàþùèå
àáñîëþòíî íåïîäâèæíóþ óäàëåííóþ ïåðèôåðèþ è ôàêòè÷åñêóþ íåïîäâèæ-
íîñòü êàæäîé òî÷êè, ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû êîòîðîé ôèêñèðîâàíû.
Ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè êàæäîé òàêîé òî÷êè åãî ðåøåíèå çàäàåò çàêîíû
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èíåðöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîé ëîêàëüíîé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà, ïðè÷åì â äâóõ òî÷êàõ, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, ýòè
ñèñòåìû ðàçëè÷íû. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ Ëåíçå-Òèððèíãà ýòî ïîëå îáëàäàåò
ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ïîýòîìó â ðàçíûõ òî÷êàõ ðàçëè÷àþòñÿ íå òîëüêî
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñèñòåì, íî è íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèé. Òàê ïîëå ëîêàëü-
íûõ âðàùàþùèõñÿ ñèñòåì îòñ÷åòà îêîí÷àòåëüíî ñòàëî íåãîëîíîìíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå ñíà÷àëà âðàùåíèÿ, à çàòåì � ïîíÿòèÿ ãðàâè-
ìàãíèòíîãî çàðÿäà â òåîðèþ ãðàâèòàöèè, çàäàëî åé òàêîå ðàçâèòèå, êîòîðîå
ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ïîíÿòèÿ íåãîëîíîìíîãî ïîëÿ ëîêàëüíûõ âðàùàþùèõ-
ñÿ ñèñòåì îòñ÷åòà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èäåÿ ãðàâèìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé ýòî ïîëå ñòàíîâèò-
ñÿ íåãîëîíîìíûì, ò.ê. âðàùåíèå ìàòåðèè ñîõðàíÿåò ãëîáàëüíîå íàïðàâëå-
íèå âðàùåíèÿ. ò.å. òàêèì, ïðè êîòîðîì íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ëîêàëüíûõ
ñèñòåì ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñóùåñòâîâàíèè ãðà-
âèìàãíèòíîãî çàðÿäà äîñòàòî÷íî èññëåäîâàíèÿ çàêîíîâ èíåðöèè â ðàçíûõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà íà ïðåäìåò íåãîëîíîìíîñòè, õîòÿ ýòî � íå åäèíñòâåí-
íàÿ âîçìîæíîñòü åå ïðîâåðèòü. Äðóãèå âîçìîæíîñòè äàþò èññëåäîâàíèÿ
äâèæåíèÿ Ëóíû, èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ è ìíîãîãî äðóãîãî.

Åùå îäíî óíèêàëüíîå ñâîéñòâî ãðàâèìàãíèòíîãî çàðÿäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì íàðóøèòåëåì ïðîñòðàíñòâåííîé
÷åòíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî âñå çàêîíû êëàññè÷åñêîé ôèçèêè èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, èëè, èíûìè ñëîâàìè, êëàññè÷åñêèé
ìèð èäåíòè÷åí ñâîåìó çåðêàëüíîìó îòðàæåíè. Íàðóøåíèå ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ÷åòíîñòè â ïðèñóòñòâèè ãðàâèìàãíèòíîãî çàðÿäà ïðîÿâëÿåòñÿ óæå â
ìåõàíèêå, ò.ê. ïðîáíîé ÷àñòèòöû òðàåêòîðèÿ íà êîíóñå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííóþ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñïèðàëü, è ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå
òðàåêòîðèè åå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ìîæíî òîëüêî èçìåíèâ çíàêà ãðàâè-
ìàãíèòíîãî çàðÿäà. Áîëåå ñëîæíûå ïðîÿâëåíèÿ íàðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ÷åòíîñòè íàáëþäàþòñÿ â äâèæåíèè çåìíîé àòìîñôåðû, êàê â áîëüøèõ,
òàê è â ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Íàïðèìåð, â òîì, ÷òî â ñåâåðíîì è þæíîì ïîëó-
øàðèÿõ îíà äâèæåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ò.å., â ñåâåðíîì
ñ çàïàäà íà âîñòîê, à â þæíîì � ñ âîñòîêà íà çàïàä. Â áîëåå ìåëêèõ � â
òîì, ÷òî âñå öèêëîíû è òîðíàäî òîæå çàêðó÷åíû â îäíó ñòîðîíó. Âñå ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íà Çåìëå è âáëèçè íåå ïðèðîäà íå èäåíòè÷íà
ñâîåìó çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ è òåì ñàìûì íà òî, ÷òî èçâåñòíàÿ íàóêå
ìàòåðèÿ îáëàäàåò ãðàâèìàãíèòíûì çàðÿäîì.
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