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Аннотация

Рассмотрен вопрос о возможности нарушения пространственной чет-

ности как свойства пространства-времени. Показано, что это нарушение

достигается нетривиальным объединением алгебр Ли временных сдвигов

и пространственных вращений. Геометрия стационарного сферически сим-

метричного пространства-времени построена в общем виде. Нарушение

пространственной четности в пространстве-времени построенного таким

образом, продемонстрировано на свойствах геодезических потоков, а имен-

но, показано, что зеркальное отражение такого потока не является геоде-

зическим потоком. Построение, представленное в настоящей работе, по-

казывает путь, на котором, по нашему мнению, была построена метрика

Тауба-НУТ.

1 Введение

Âñå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, îòêðûòûå äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà, îáëàäàþò
îäíèì îáùèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåìûì ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòüþ. Îíî
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå çàêîíû è ñëåäîâàòåëüíî, ôèçè÷åñêèé ìèð
èäåíòè÷íû ñâîåìó çåðêëüíîìó îòðàæåíèþ. Ýòî ñâîéñòâî ôèçè÷åñêîãî ìèðà
êàçàëîñü âïîëíå î÷åâèäíûì äî òåõ ïîð, ïîêà íàðóøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé
÷åòíîñòè íå áûëî îáíàðóæåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ
𝛽-ðàñïàäà íåéòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè. Ïîñêîëüêó ßíã
×æåíü-Íèí, Ëè Öçóí Äàî è Âó Öçÿíü Ñþíü, ïðîâîäèëè ýòî èññëåäîâàíèå,
ïðÿìî ïîñòàâèâ ñâîåé öåëüþ îáíàóæèòü íàðóøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åò-
íîñòè, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷åòíîñòü ìîæåò áûòü
íàðóøåíà, ïîÿâèëîñü ðàíüøå è èìååò ÷èñòî òåîðåòè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå.
Îíî äåéñòâèòåëüíî ïðèñóòñòâóåò â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, êîòî-
ðîå ïîëó÷èë À. Òàóá [5]. Îäíàêî èäåÿ íàðóøåíèÿ ÷åòíîñòè ó íåãî òîæå
áûëà åùå äî òîãî, êàê îí ïîëó÷èë ñâîå ðåøåíèå.

Íàèáîëåå åñòåñòâåíííûì ïðîèñõîæäåíèåì ýòîé èäåè íàì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ïðåäïîëîæåíèå ó ñóùåñòâîâàíèè ãðàâèìàãíèòíîãî çàðÿäà. Ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå âûãëÿäèò åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ìîòèâîì ïîèñêà èìåííî
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òàêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà. Íî ïîñêîëüêó îíî áûëî ïîñòðîåíî,
óæå èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòüþ ìîæåò îáëàäàòü èëè
íå îáëàäàòü ñàìî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñî ñâîèì çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì. Ìåòðèêà òàêîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áóäåò íàéäåíà â ÿâíîì âèäå. Íàðóøåíèå ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ÷åòíîñòè â òàêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðè-
ìåðå ñâîéñòâ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî ýòî íà-
ðóøåíèå èìååò ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, à åãî ïðîÿâëåíèå â ñëàáîì
âçàèìîäåéñòâèè íîñèò âòîðè÷íûé õàðàêòåð.

2 Симметрии и четность пространства-времени

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñòàöèîíàðíîå ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ îáëàäàåò òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè âåêòîðàìè Êèëëèíãà,
îáðàçóþùèì àëãåáðó Ëè ãðóïïû âðàùåíèé, è îäíèì âðåìåíè-ïîäîáíûì,
ãåíåðèðóùèì âðåìåííûå ñäâèãè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåì ìîæíî ââåñòè
ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà 𝑡, òàêîâà, ÷òî âñå ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑡 = const èäåíòè÷íû, à îñòàëüíûå îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî 𝑡 = const îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé,
â íåì ìîæíî ââåñòè ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû {𝑟, 𝜃, 𝜙}. Âìåñòå îíè ñîñòàâ-
ëÿþò ñèñòåìó {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙}.

Â îáû÷íîì, ò.å. ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà âðåìåíè-ïîäîáíûé âåêòîð
Êèëëèíãà îðòîãîíàëåí âñåì ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì, îíè âûðàæåíû êàê

𝑃 =
𝜕

𝜕𝑡
, �⃗�1 = sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ cot 𝜃 cos𝜙

𝜕

𝜕𝜙
, (1)

�⃗�2 = cos𝜙
𝜕

𝜕𝜃
− cot 𝜃 sin𝜙

𝜕

𝜕𝜙
, �⃗�3 =

𝜕

𝜕𝜙
,

çäåñü è äàëåå âåêòîðû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ îïåðàòîðàìè äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ [2]. Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âíåñòè â ýòó àëåáðó Ëè íàðóøå-
íèå ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè, ò.å. íàéòè òàêîå îáîáùåíèå ýòîé àëãåáðû,
â êîòîðîì îíè íåîðòîãîíàëüíû, íî ïîä÷èíÿþòñÿ òåì æå êîììóòàöèîííûì
ñîîòíîøåíèÿì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé àëãåáðû ðàññìîòðèì ÷åòâåðêó âåê-
òîðîâ

𝑃 =
𝜕

𝜕𝑡
, �⃗�1 = sin𝜙
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𝜕𝜃
+ cot 𝜃 cos𝜙

𝜕

𝜕𝜙
+ 𝑎(𝜃, 𝜙)

𝜕

𝜕𝑡
,

�⃗�2 = cos𝜙
𝜕

𝜕𝜃
− cot 𝜃 sin𝜙

𝜕

𝜕𝜙
+ 𝑏(𝜃, 𝜙)

𝜕

𝜕𝑡
, �⃗�3 =

𝜕

𝜕𝜙

è ïîòðåáóåì, ÷òîáû âñå îíè óäîâëåòâîðÿëè îáû÷íûì êîììóòàöèîííûì ñîîò-
íîøåíèÿì [�⃗�𝑖, �⃗�𝑗] = 𝜖𝑖𝑗

𝑘, [𝑃0, �⃗�𝑖] = 0 è óðàâíåíèþ Êèëëèíãà [3] 𝑘𝑏;𝑎+ 𝑘𝑎;𝑏 =
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0, ãäå 𝑘𝑎;𝑏 îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ êîìïîíåíòû âåêòîðà �⃗�.
Îäíàêî ðåøàòü óðàâíåíèå Êèëëèíãà íå ïðèäåòñÿ, ïîñêîëüêó äî òåõ ïîð, ïî-
êà ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íå óñòàíîâëåíà, åãî ïðîñòî íåâîçìîæíî
ñîñòàâèòü. Ïîýòîìó áóäåò ðåøàòüñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: ñíà÷àëà èç êîììó-
òàòîðîâ áóäåò óñòàíîâëåí ÿâíûé âèä ýòèõ âåêòîðîâ, ïîòîì áóäåò íàéäåíà
îðòîíîðìèðîâàííàÿ òåòðàäà, â êîòîðîé îíè óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíå-
íèþ.

Î÷åâèäíî, âåêòîð 𝑃 êîììóòèðóåò ñî âñåìè �⃗�𝑖, òàê ÷òî îñòàåòñÿ íàéòè
êîììóòàòîðû ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

[�⃗�1, �⃗�2] = sin𝜙
𝜕

𝜕𝜃
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𝜕

𝜕𝑡

]︂
+
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−
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𝜕
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𝜕𝜙
+ 𝑎(𝜃, 𝜙)

𝜕

𝜕𝑡

]︂
+

+cot 𝜃 sin𝜙
𝜕

𝜕𝜙

[︂
sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
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𝜕

𝜕𝜙
+ 𝑎(𝜃, 𝜙)

𝜕

𝜕𝑡

]︂
=

= �⃗�3 +

[︃(︂
𝜕𝑏

𝜕𝜃
sin𝜙− 𝜕𝑎

𝜕𝜃
cos𝜙

)︂
+

(︂
𝜕𝑏

𝜕𝜙
+

𝜕𝑎

𝜕𝜙

)︂
cot 𝜃

]︃
𝜕

𝜕𝑡
.

Äâà äðóãèõ êîììóòàòîðà âû÷èñëÿþòñÿ îäèíàêîâî, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü îäíî èç íèõ:

[�⃗�2, �⃗�3] = − 𝜕

𝜕𝜙

(︂
cos𝜙

𝜕𝜃

𝜕−
cot 𝜃 sin𝜙

𝜕

𝜕𝜙
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑡

)︂
=

sin𝜙
𝜕

𝜕𝜃
+ cot 𝜃 cos𝜙

𝜕

𝜕𝜙
− 𝜕𝑏

𝜕𝜙
=

= �⃗�1 −
(︂
𝑎(𝜃, 𝜙) +

𝜕𝑏

𝜕𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝑡
.

Îíè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì:

sin𝜙
𝜕𝑏

𝜕𝜃
− cos𝜙

𝜕𝑎

𝜕𝜃
+ cot 𝜃(cos𝜙

𝜕𝑏

𝜕𝜙
+ sin𝜙

𝜕𝑎

𝜕𝜙
) = 0,

𝜕𝑏

𝜕𝜙
= −𝑎,

𝜕𝑎

𝜕𝜙
= 𝑏.

Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøàþòñÿ:

𝑎 =
2𝑙 cos𝜙

sin 𝜃
, 𝑏 = −2𝑙 sin𝜙

sin 𝜃
, 𝑙 = const
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è èõ ðåøåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ:

𝑃 =
𝜕

𝜕𝑡
, �⃗�1 = sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜙

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
, (2)

�⃗�2 = cos𝜙
𝜕

𝜕𝜃
− sin𝜙

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
, �⃗�3 =

𝜕

𝜕𝜙
.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ, â êîòîðîì ýòè âåêòîðû ãåíåðèðóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè, ò.å.
îáðàòíàÿ çàäà÷à íà óðàâíåíèå Êèëëèíãà.

3 Обратная задача на уравнение Киллинга

Â îòëè÷èå îò ïðÿìîé çàäà÷è, ïîñòàíîâêà êîòîðîé î÷åâèäíà, îáðàòíàÿ
äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè, õîòÿ åå ðåøåíèåì â êîíå÷íîì ñ÷åòå ÿâëÿ-
åòñÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îáû÷íî òàêàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ ðèìàíî-
âîé ìåòðèêîé, îäíàêî ýòà ïîñòàíîâêà íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âîçìîæíîé.
Åå ïðîùå ðåøèòü, ïîñòàâèâ öåëüþ ïîñòðîèòü âåêòîðíûé áàçèñ, ñîõðàíÿþ-
ùèéññÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ãåíåðèðóåìûõ âåêòîðàìè Êèëëèíãà, êîòîðûé
çàòåì ìîæíî îáúÿâèòü îðòîíîðìèðîâàííûì. Íèæå çàäà÷à áóäåò ðåøåíà â
ýòîì ïîäõîäå.

Ïóñòü ÷åòâåðêà âåêòîðîâ {�⃗�𝑎} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, ò.å.
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíû êîìïîíåíòàì ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà Ìèíêîâñêîãî:

⟨�⃗�𝑎, �⃗�𝑏⟩ = 𝜂𝑎𝑏. (3)

Ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà �⃗�𝑎, ãåíåðèðóåìîå âåêòîðîì Êèëëèíãà �⃗�, çà-
äàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ëè âåêòîðà �⃗�𝑎 ïî �⃗�, îáîçíà÷àåìîé L�⃗��⃗�𝑎,. Ïîñêîëüêó
äèôôåðåíöèðîâàíèå Ëè ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëó Ëåéáíèöà, ìàëîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3) èìååò âèä

L�⃗�⟨�⃗�𝑎, �⃗�𝑏⟩ = ⟨L�⃗��⃗�𝑎, �⃗�𝑏⟩+ ⟨L�⃗��⃗�𝑏, �⃗�⟩.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû �⃗�𝑎 è èõ ïðîèçâîäíûå
Ëè ïî âåêòîðó �⃗� óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì, ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ
Êèëëèíãà

⟨L�⃗��⃗�𝑎, �⃗�𝑏⟩+ ⟨L�⃗��⃗�𝑏, �⃗�𝑎⟩ = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ Ëè ëþáîãî èç íèõ îðòîãîíàëüíà åìó ñàìîìó. Â
äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó îíè îðòîãîíàëüíû, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäûé
èç íèõ áûë îðòîãîíàëåí ýòèì ïðîèçâîäíûì. Íèæå ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ
ïðîñòî óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïðîèç-
âîäíàÿ Ëè îäíîãî âåêòîðà ïî äðóãîìó � ýòî â òî÷íîñòè êîììóòàòîð ýòèõ
âåêòîðîâ. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå Êèëëèíãà â âèäå

⟨[⃗𝑘, �⃗�𝑎], �⃗�𝑏⟩+ ⟨[⃗𝑘, �⃗�𝑏], �⃗�𝑎⟩ = 0, (4)

ãäå �⃗� îçíà÷àåò ëþáîé èç âåêòîðîâ (2). Íàèáîëåå âåðîÿòíî, ÷òî ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è ïðåäøåñòâîâàëî ïîñòðîåèþ ìåòðèêè Òàóáà-ÍÓÒ è ñëåäîâàòåëü-
íî, îíî ïðèíàäëåæèò À. Òàóáó. Íèæå ìû âîñïîëüçóåìñÿ åãî ðåøåíèåì êàê
ïîäñêàçêîé, ò.å. ïîñòðîèì ÷åòâåðêó âåêòîðîâ, àíàëîãè÷íóþ îðòîíîðìèðî-
âàííîìó ðåïåðó â åãî ðåøåíèè:

�⃗�0 =
1

Φ(𝑟)

𝜕

𝜕𝑡
, �⃗�1 =

1

𝑓(𝑟)

𝜕

𝜕𝑟
(5)

�⃗�2 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
, �⃗�3 =

(︂
−2𝑙 cot 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝑡
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)︂
è äîêàæåì, ÷òî âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð 𝑃 êîììóòèðóåò ñî âñåìè âåêòîðàìè ðåïåðà, à âåêî-
ðû �⃗�0 è �⃗�1 êîììóòèðóþò ñî âñåìè ÷åòûðüìÿ âåêòîðàìè Êèëëèíãà, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò äâà äðó-
ãèõ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âåêòîð �⃗�2. Åãî êîììóòàòîðû ñ âåêòîðàìè Êèë-
ëèíãà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, ðàâíû

[�⃗�2, �⃗�1] = �⃗�2 ∘ �⃗�1 =
cos𝜙

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
,

[�⃗�2, �⃗�2] = �⃗�2 ∘ �⃗�2 = −sin𝜙

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
.

Îáà âåêòîðà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îáîèõ ðàâåíñòâ îðòîãîíàëüíû âåêòîðó �⃗�2,
ñëåäîâàòåëüíî, îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè. Òåïåðü òî÷íî
òàêæå ðàññìîòðèì âåêòîð �⃗�3. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì êîììóòàòîð âåêòîðîâ
�⃗�3 è �⃗�1, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå [�⃗�3, �⃗�1] = �⃗�3 ∘ �⃗�1 − �⃗�1 ∘ �⃗�3, ãäå âåêòîðû
ïîíèìàþòñÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îá ýòîì ïîäðîáíåå ñêàçàíî
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â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Òåïåðü åãî ìîæíî ïîñòðîèòü ïî ÷àñòÿì.

�⃗�3 ∘ �⃗�1 =

=

(︂
−2𝑙 cot 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝑡
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)︂
∘

[︃
sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜙

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂]︃
=

= − 1

𝑟 sin 𝜃

[︃
cos𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ sin𝜙

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂]︃
=

= −sin𝜙

𝑠𝑖𝑛𝜃
�⃗�2 − cot 𝜃 sin𝜙

(︂
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

𝑟 sin 𝜃 cos 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
=

= − cot𝜙 · �⃗�2 − cot 𝜃 sin𝜙

(︂
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
=

= − cot𝜙 · �⃗�2 − cot 𝜃 sin𝜙 · �⃗�3 +
2𝑙[cos2 𝜃 − 1]

𝑟 sin 𝜃
�⃗�0 =

= − cot𝜙 · �⃗�2 − cot 𝜃 sin𝜙 · �⃗�3 +
2𝑙 sin 𝜃

𝑟
�⃗�0;

�⃗�1 ∘ �⃗�3 =

=

[︃
sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜙

(︂
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
+

2𝑙

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂]︃
∘
(︂
−2𝑙 cot 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝑡
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)︂
=

= sin𝜙
𝜕

𝜕𝜃

(︂
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
− 2𝑙 cot 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝑡

)︂
=

= − cot 𝜃 sin𝜙

(︂
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
− 2𝑙

𝑟 sin 𝜃 cos 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
=

= − cot 𝜃 sin𝜙

(︂
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
− 2𝑙 cos 𝜃

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡

)︂
= − cot 𝜃 sin𝜙 · �⃗�3

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæíèÿ, ïîëó÷àåì èñêîìûé êîììóòàòîð â âè-
äå

[�⃗�3, �⃗�1] = �⃗�3 ∘ �⃗�1 − �⃗�1 ∘ �⃗�3 =

− cot𝜙 · �⃗�2 − cot 𝜃 sin𝜙 · �⃗�3 +
2𝑙 sin 𝜃

𝑟
�⃗�0 + cot 𝜃 sin𝜙 · �⃗�3 =

=
2𝑙 sin 𝜃

𝑟
�⃗�0 − cot𝜙 · �⃗�2.

Çäåñü âåêòîð â ïðàâîé ÷àñòè îðòîãîíàëåí âåêòîðó �⃗�3 ïî îïðåäåëåíèþ âåêòî-
ðîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà, è òàêèì îáðàçîì, îí òàêæå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ îðòîãîíàëüîñòè. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî åìó óäîâëåòâîðÿþò
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âñå ÷åòûðå âåêòîðà (5), ñëåäîâàòåëüíî, ýòîé ÷åòâåðêîé âåêòîðîâ, êàê îð-
òîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì, ìîæíî çàäàòü ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè êîòîðîãî ãåíåðèðóþòñÿ âåêòîðàìè (2). Äëÿ íà-
øèõ öåëåé óäîáíåå ðàñïîëàãàòü íå êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, à
îðòîíîðìèðîâàííîé òåòðàäîé, äóàëüíîé ê ýòîìó ðåïåðó. îíà èìååò âèä

𝜈0 = Φ(𝑟)(d𝑡+ 2𝑙 cos 𝜃d𝜙), 𝜈1 = 𝑓(𝑟)d𝑟, (6)

𝜈2 = 𝑟d𝜃, 𝜈3 = 𝑟 sin 𝜃d𝜙.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòîì ïðîñòðàíñòâå-âåìåíè ÷åòíîñòü äåéñòâèòåëüíî
íàðóøåíà.

4 Времени-подобные геодезические потоки

Íàðóøåíèå ÷åòíîñòè â êàêîì-ëèáî ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðîÿâëÿåòñÿ â
ñâîéñòâàõ ãåîäåçè÷åñêèõ â íåì. Ýòî âûðàæàåòñÿ â ñâîéñòâàõ ãåîäåçè÷åñêèõ
ïîòîêîâ â íåì, à èìåííî, â òîì, ÷òî îíè íå èäåíòè÷íû ñâîèì çåðåêàëüíûì
îòðàæåíèÿì. Èíûìè ñëîâàìè, êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ çåðêàëüíûì îòðàæåíè-
åì ãåîäåçè÷åñêîé, íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Â íàñòÿùåì ðàçäåëå ïîêàçà-
íî, ÷òî ýòî ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ îðòîíîðìèðî-
âàííûìè âçàèìíî-äóàëüíûìè âåêòîðíûì (5) è êî-âåêòîðíûì (6) áàçèñàìè.
Äëÿ ýòîãî â íåì áóäóò ïîñòðîåíû ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè ïóòåì ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

Ïàðà âçàèìíî äóàëüíûõ âåêòîðíîãî è êî-âåêòîðíîãî áàçèñîâ îáëàäà-
åò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êîìïîíåíòàìè ãðàäèåíòà êàêîé-ëèáî ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè 𝑓 ïî êî-âåêòîðíîìó áàçèñó (6 ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèÿ íà íåå âåêòî-
ðîâ (5 êàê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ �⃗�𝑎 ∘ 𝑓 . Äóàëüíûìè äðóã äðóãó
ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íå îðòîíîðìèðîâàííûå â îáùåì ñëó÷àå íàòóðàëü-
íûå âåêòîðíûé {𝜕𝑖} è êî-âåêòîðíûé {d𝑥1} áàçèñû, â êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî
âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

d𝑓 = (𝜕𝑖 ∘ 𝑓)d𝑥𝑖.
Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êâàäðàò ãðàäèåíòà ôóíêöèè ðàâåí

⟨d𝑓, d𝑓⟩ = (�⃗�0𝑓)
2 − (�⃗�1𝑓)

2 − (�⃗�2𝑓)
2 − (�⃗�3𝑓)

2.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ âðåìåíèïîäîáíûõ ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èìååò âèä

1

Φ2(𝑟)

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑡

)︂2

− 1

𝑓 2(𝑟)

(︃
𝜕𝑆

𝜕𝑟

2
)︃

−

− 1

𝑟2

[︃(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜃

)︂2

+

(︂
1

sin 𝜃

𝜕𝑆

𝜕𝜙
− 2𝑙 cot 𝜃

𝜕𝑆

𝜕𝑡

)︂2
]︃
= 1.
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Êàê îáû÷íî, ýòî óðàâíåíèå ðàçäåëÿåòñÿ, åñëè ïðåäñòàâèòü èñêîìóþ ôóíê-
öèþ ó â âèäå ñóììû ôóíêöèé åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé:

𝑆 = 𝐸𝑡+ 𝑘𝜙+𝑅(𝑟) + Θ(𝜃).

Â ðåçóëüòàòå ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ðàçäåëåíèÿ îíî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ

𝑅′ = ±𝑓(𝑟)

√︃
𝐸2

Φ2(𝑟)
− 1− 𝐿2

𝑟2

Θ′(𝜃) = ±
√︂
𝐿2 − (𝑘 − 2𝑙𝐸 cos 𝜃)2)

sin2 𝜃
,

ãäå 𝐸, 𝐿, è 𝑘 � ïîñòîÿííûå ðàçäåëåíèÿ.
Â äàííîì ïîäõîäå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè çàäàíû îïðåäåëåííûìè çíà÷å-

íèÿìè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ 𝐸, 𝐿, è 𝑘 êàê ïîëÿ ãðàäèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè d𝑆. Ñàìè ðåøåíèÿ èíòåðåñíû
òåì, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ßêîáè, ìîæíî ñòðîèòü êîí-
êðåòíûå ãåîäåçè÷åñêèå. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ïîëÿ ãðàäèåíòîâ ýòèõ
ðåøåíèé:

d𝑆 ≡ 𝜋 = 𝑝𝑖d𝑥
𝑖.

Îíî ñîâïàäàåò ñ ïîëåì ñêîðîñòåé ïîòîêà 𝑣𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝑝𝑖:

𝑝𝑡 = 𝐸, 𝑝𝑟 = 𝑅′ = ±𝑓(𝑟)

√︃
𝐸2

Φ2(𝑟)
− 1− 𝐿2

𝑟2

𝑝𝜃 = Θ′(𝜃) = ±
√︂

𝐿2 − (𝑘 − 2𝑙𝐸 cos 𝜃)2)

sin2 𝜃
, 𝑝𝜙 = 𝑘.

Íàñ èíòåðåñóþò ñâîéñòâà ýòèõ ïîëåé.

5 Нарушение четности

Ïîñêîëüêó ñìûñë èìåþò òîëüêî ñòðîãî äåéñòâèòåëüíûå âåêòîðû ñêîðî-
ñòåé, êàæäûé òàêîé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê çàäàí òîëüêî òàì, ãäå âñå âõîäÿ-
ùèå ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Ñàìè ýòè ïîòîêè óñòðîåíû
òàê, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ãåîäåçè÷åñêîé ê ãðàíèöå åå êîìïîíåíòà, îðòî-
ãîíàëüíàÿ ê ýòîé ãðàíèöå ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ è íà íåé ìåíÿåò çíàê, òàê
÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ, êîñíóâøèñü ýòîé ãðàíèöû, îòõîäèò îò íåå îáðàòíî â îá-
ëàñòü ñòðîãîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Ýòèì îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûå çîíû, â êîòîðûõ çàäàíû ýòè ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè. Òàêèìè ãðà-
íèöàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè 𝑟 = const è 𝜃 = const, çàäàí-
íûå íóëÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé

Φ(𝑟)− 𝐸 sin 𝜃

sin2 𝜃 − 4𝑙2𝐸2 cos2 𝜃
= 0 (7)
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è
𝐿2 sin2 𝜃 − (𝑘 − 2𝑙𝐸 cos 𝜃)2 = 0. (8)

Òàê, â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò 𝑟 = 0,
òîëüêî åñëè𝐿. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ íà ÷èñòî ðàäèàëüíûõ ëèíèÿõ, íà
êîòîðûõ 𝐿 = 𝑘 = 0. Íî, îêàçûâàåòñÿ, íå òîëüêî íà íèõ, òàì ïðîõîäÿò òàêæå
ãåîäåçè÷åñêèå, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 𝐿 = 0 è 𝑘 − 2𝑙𝐸 cos 𝜃.
Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå òî, ÷òî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå òàêîé ãåîäåçè-
÷åñêîé, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ îáðàùåíèåì çíàêà 𝜙-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè 𝑘,
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íå ïðîõîäèò, à ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè 𝑟,
óäîâëåòâîðÿþùåì óðàâíåíèþ (7, â ÷åì âûðàæàåòñÿ íàðóøåíèå ÷åòíîñòè
â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Â îáùåì ñëó÷àå çåðêàëüíîå îò-
ðàæåíèå, çàäàííîå îáðàùåíèåì çíàêà ýòîé êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè ìåíÿåò
ãðàíèöû íîñèòåëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà,

cos 𝜃 =
𝑘𝑙𝐸 ±

√︀
𝑘2𝑙2𝐸2 − 𝐿2(𝐿2 − 𝑘2)(1 + 4𝑘2𝐸2

(1 + 4𝑘2𝐸2
.

Òàêèì îðàçîì, âðåìåíèïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ
òîãî, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷åòíîñòü â íåì íàðóøåíà.

6 Заключение

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëåíèå íàðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè
óïîìèíàëîñü òîëüêî êàê ñâîéñòâî ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áåç óêàçàíèÿ íà
òî, ÷òî ýòî ÿâëåíèå èìååò ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó è ïîýòîìó åãî
ïðîèñõîæäåíèå ñëåäóåò èñêàòü â ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ åäèíñòâåííûé ïî íàøåìó ìíåíèþ âîçìîæíûé
ïóòü, íà êîòîðîì áûëà îòêðûòà ìåòðèêà Òàóáà-ÍÓÒ[5]. Îí ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðåæäå âñåãî áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ãðàâè-
ìàãíèòíîãî çàðÿäà, ïðèíàäëåæàùåå, ñêîðåå âñåãî, Ñ. ×àíäðàñåêõàðó, êîòî-
ðûé îêàçàë âëèÿíèå íà ßíã ×æåíü-Íèíà è Ëè Öçóí Äàî. Ïîçæå îíè ïðè-
âëåêëè ýêñïåðèìåíòàòîðà Âó Öçÿíü Ñþíü, êîòîðîé óäàëîñü ïîäòâåðäèòü
ñóùåñòâîâàíèå ÿâëåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî íàðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíî-
ñòè ñòàëî óïîìèíàòüñÿ òîëüêî âñâÿçè ñî ñëàáûì âçàèìîäåéñòâèåì, êàê åñëè
áû îíî íå èìåëî íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Òåì íå ìåíåå, èäåÿ íàðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè ïðîíèêëà â
îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè, ãäå åå ðàçðàáîòêîé çàíÿëñÿ À. Òàóá. Â êî-
íå÷íîì ñ÷åòå îí ïîñòðîèë ñâîå çíàìåíèòîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà,
îäíàêî íà ïóòè ê íåìó îí ðåøèë äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå èìå-
þò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå. Âî-ïåðâûõ, îí íàøåë íåòðèâèàëüíîå îáú-
åäèíåíèå àëãåáð Ëè ãðóïï âðåìåííûõ ñäâèãîâ è âðàùåíèÿ [4], à âî-âòîðûõ �
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ñìîã ïîñòàâèòü è ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó íà óðàâíåíèå Êèëëèíãà. Ýòè äâà
âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòà ïîçâîëèëè åìó ïîñòðîèòü îáùèé âèä ìåòðèêè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ íàðóøåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòüþ. Â íà-
øåé ðàáîòå âìåñòî ìåòðèêè ïîñòðîåíû ïîëÿ âçèìíî-äóàëüíûõ îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ âåêòîðíîãî è êî-âåêòîðíîãî ðåïåðîâ. Ïîñêîëüêó îíè â ðàâíîé ñòå-
ïåíè ïðèãîäíû êàê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
òàê è äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà íèõ,
ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, íàðóøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïåðâè÷íî, à â ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ � âòîðè÷íî.

Список литературы

[1] Öçÿí-äàî Ëè. Ñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ è íåñîõðàíåíèå ÷åòíîñòè. ÓÔÍ,
1958 ã. ññ. 89-97

[2] È.Ê. Êîçëîâ, Ä.À. Ôåäîñååâ. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è òåíçîð-
íûé àíàëèç â çàäà÷àõ � Èçä-âî ÌÃÓ, 2022,

[3] Êîáàÿñè Ø., Íîìèäçó Ê. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè � Ì.:
Íàóêà, 1981.

[4] Taub, A. H. (1951). "Empty space-times admitting a three parameter group
of motions". Ann. Math. The Annals of Mathematics. 53 (3): 472�490.

[5] Êðàìåð Ä., Øòåôàíè X., Ìàê-Êàëëóì Ì., Õåðëüò Ý. Òî÷íûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà � Ì.: Ýíåðãîèçäàò, 1982. 416 ñ.

10


