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Аннотация

Пространство-время, обладающее указанными свойствами представля-

ется аналитически системой сферических координат и полем ортонорми-

рованных тетрад определенного вида. Явный вид этого поля содержит две

неопределенные функции радиальной координаты. Вакуум, обладающий

теми же свойствами, – это такое пространство-время, но имеющее равный

нулю тензор Риччи. Этот тензор находится из структурных уравнений Э.

Картана и приравнивание его к нулю приводит к системе из трех обык-

новенных дифференциальных уравнений для двух искомых функций. Эта

система совместима и ее решение эквивалентно решению Тауба-НУТ.

1 Введение

Íàðóøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè, èçâåñòíîå èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî
𝛽-ðàñïàäó, ÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ñâîéñòâîì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è
íàáëþäàåòñÿ â ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ. Òàê, â êëàññå ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëåíà â íàøåé ðàáîòå [1], îíî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî çåðêàëüíîå îò-
ðàæåíèå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì. Èç-
âåñòíî, ÷òî ðåøåíèå Òàóáà-ÍÓÒ ([2]) îïèñûâàåò ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé
ñòàöèîíàðíûì âàêóóì, ñîäåðæàùèé ÷åðíóþ äûðó ñ îïðåäåëåííîé ìàññîé
è ãðàâèìàãíèòíûì çàðÿäîì è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç
ïðåäïîëîæåíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ âûâîä ýòîãî
ðåøåíèÿ íà îñíîâå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îðòî-
íîðìèðîâàííîé òåòðàäû è èñ÷èñëåíèÿ âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Ãåîìåòðèÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ íàðóøåí-
íîé ÷åòíîñòüþ çàäàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîé òåòðàäîé âèäà

𝜈0 = Φ(𝑠)(d𝑡+ 2𝑙 cos 𝜃d𝜙), 𝜈1 =
d𝑠

Φ(𝑠)
, (1)

𝜈2 = 𝑟(𝑠)d𝜃, 𝜈3 = 𝑟(𝑠) sin 𝜃d𝜙,
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[1]. Ðåøåíèå Òàóáà-ÍÓÒ, âûâîäèòñÿ îáû÷íûì ïóòåì, ñîñòîÿùèì â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì âû÷èñëåíèè ôîðì ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû, èç êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ
êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è, êîòîðûå çàòåì ïðèðàâíèâàþòñÿ ê íóëþ. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè 𝜔𝑎

𝑏 è 2-ôîðìû êðèâèçàíû Ω𝑎
𝑏 áóäóò ïðè-

ìåíåíû ïåðâîå
d𝜈𝑎 + 𝜔𝑏

𝑎 ∧ 𝜈𝑏 = 0 (2)

è âòîðîå
d𝜔𝑎

𝑏 + 𝜔𝑐
𝑏 ∧ 𝜔𝑎

𝑐 + Ω𝑎
𝑏 = 0 (3)

ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ Ý. Êàðòàíà. Ïîäðîáíîñòè ýòèõ âû÷èñëåíèé ïðè-
âåäåíû â ðàçäåëå Ïðèëîæåíèÿ. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è îñòàâëÿ-
åò åäèíñòâåííóþ íåçâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíàÿ
êîîðäèíàòà, ïîýòîìó âàêóóìíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ñðàçó ñâîäèòñÿ ê
íåêîòîðîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ òåòðàäû (1), êîòîðûå çàòåì èíòåãðèðóþòñÿ.

2 Построение вакуумного решения

Â âàêóóìå òåíçîð Ðè÷÷è ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ âàêóóì-
íîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå 𝑅𝑎𝑏 = 0. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå
÷àñòè ðàâåíñòâ (8) èç ïðèëîæåíèÿ 4.3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

1

2
𝜓′′ +

𝑟′

𝑟
𝜓′ +

2𝑙2𝜓

𝑟4
= 0,

1

2
𝜓′′ +

𝑟′

𝑟
𝜓′ + 2

𝑟′′

𝑟
𝜓 = 0,

𝑟′

𝑟
𝜓′ +

𝑟′ 2

𝑟2
𝜓 − 1

𝑟2
− 2𝑙2𝜓

𝑟4
+
𝑟′′𝜓

𝑟
= 0.

Ðàçíîñòü ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 𝑟′′ = 𝑙2

𝑟3
è ëåãêî ðåøà-

åòñÿ. Ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå èìååò âèä

𝑟 =
√︀
𝑠2 + 𝑙2. (4)

Ñèñòåìà ñîêðàùàåòÿ äî äâóõ óðàâíåíèé, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîæíî âçÿòü
ïåðâîå è ïîñëåäíåå, êîòîðûå òàêæå òðàíñôîðìèðóþòñÿ ïîëó÷åííûì ðå-
çóëüòàòîì. Â ïåðâîì ïåðåìåííàÿ 𝑟 ïðîñòî çàìåíÿåòñÿ åå âûðàæåíèå (4),
à ïîñëåäíåå óìíîæàåòñÿ íà 𝑟2 è ïðèíèìàåò âèä

𝑟𝑟′𝜓 +

(︃
𝑟′ 2 + 𝑟𝑟′ − 2𝑙2

𝑟2

)︃
− 1 = 0.
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Äàëåå, â íåì èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå:

𝑟𝑟′ = 𝑠, 𝑟′ 2 + 𝑟𝑟′′ = 1.

âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå

1− 2𝑙2

𝑠2 + 𝑙2
=
𝑠2 − 𝑙2

𝑠2 + 𝑙2
.

Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ èñêîìûõ ôóíêöèé
òðàíñôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìó èõ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ îäíîé èñêîìîé

𝜓′′ +
2𝑠

𝑠2 + 𝑙2
𝜓′ +

4𝑙2𝜓

[𝑠2 + 𝑙2]2
= 0

𝑠𝜓′ +
𝑠2 − 𝑙2

𝑠2 + 𝑙2
𝜓 − 1 = 0.

Ïîñêîëüêó ïîëó÷èëîñü äâà óðàâíåíèÿ íà îäíó èñêîìóþ ôóíêöèþ, íåîáõî-
äèìî óñòàíîâèòü èõ ñîâìåñòèìîñòü. Ýòî èõ ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ïåðâîå èõ íèõ ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåöèðîâàíèåì âòîðîãî è äåëåíèåì åãî íà
𝑠. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ðåøèòü âòîðîå óðàâ-
íåíèå:

𝑠𝜓′ +
𝑠2 − 𝑙2

𝑠2 + 𝑙2
𝜓 = 1.

Îíî ðåøàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé 𝜓 =
𝑦

𝑠2 + 𝑙2
, ïðèâîäÿùåé åãî ê âèäó

𝑦′𝑠− 𝑦 = 𝑠2 + 𝑙2

è äàëåå � ê

𝑠2
(︂
𝑦

𝑠

)︂′
= 𝑠2 + 𝑙2.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

𝜓 =
𝑠2 − 2𝑚𝑠− 𝑙2

𝑠2 + 𝑙2
.

Ïîäñòàâèâ îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå â âûðàæåíèå äëÿ òåòðàäû (1), ïîëó÷àåì
åå â ÿâíîì âèäå:

𝜈0 =

√︃
𝑠2 − 2𝑚𝑠− 𝑙2

𝑠2 + 𝑙2
(d𝑡+ 2𝑙 cos 𝜃),

𝜈1 =

√︃
𝑠2 + 𝑙2

𝑠2 − 2𝑚𝑠− 𝑙2
d𝑠,

𝜈2 =
√︀
𝑠2 + 𝑙2 d𝜃, 𝜈3 =

√︀
𝑠2 + 𝑙2 sin 𝜃d𝜙.

Îíà ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè Òàóáà-ÍÓÒ, ãåîìåòðèþ êîòîðîãî
ìîæíî âûðàçèòü êàê ìåòðèêîé, òàê è îðòîíîðìèðîâàííîé òåòðàäîé.
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3 Заключение

Ãðàâèìàãíèòíûé çàðÿä ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì åñòåñòâåííûì íàðóøè-
òåëåì ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè è, ïîñêîëüêó ýòî íàðóøåíèå íàáëþäà-
åòñÿ â ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëüíî ñóùå-
ñòâóþùóþ ñóáñòàíöèþ. Â ðÿäó õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûìè êîòîðûìè ìîæåò
îáëàäàòü àñòðîôèçè÷åñêèé îáúåêò, òàêèõ, êàê ìàññà, óãëîâîé, ýëåêòðè÷å-
ñêèé è ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíòû, îí çàíèìàåò îäíî èç ïåðâûõ ìåñò.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ýòà ñóáñòàíöèÿ ïðèñóùà íåéòðîíó, îíà ÿâëÿåòñÿ
âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé îáúåêòîâ, ñîäåðæàùèõ òÿæåëûå ýëåìåíòûè òåì
áîëåå, íåéòðîííûõ çâåçä. Âñå ýòî äåëàåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Ýéíøòåéíà äëÿ ïîëÿ ëîêàëèçîâàííîãî èñòî÷íèêà, îáëàäàþùåãî ìàññîé è
ãðàâìèìàãíèòíûì çàðÿäîì, àêòóàëüíîé çàäà÷åé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå ýòîé çàäà÷è ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïîëàãàåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, îíî õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ýòèìè äâóìÿ ñèììåòðèÿìè è íàðóøåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åò-
íîñòè. Ýòè ñèììåòðèè îïðåäåëÿþò âûáîð ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
{𝑡, 𝑠, 𝜃, 𝜙}, ãäå 𝑠 � ýòî ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, . Êàê ïîêàçàíî â íàøåé ðà-
áîòå [1], âñå òðè õàðàêòåðèñòèêè âûðàæàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé òåòðà-
äîé (1) è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Ýéíøòåéíà äëÿ íåå. Â òàêîì âèäå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ðåäóöèðóåòñÿ ê
ñèñòåìå èç òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ èñ-
êîìûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ ñîâìåñòèìà è ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Åå ðåøåíèå
ïîäñòàâëÿåòñÿ â ðàâåíñòâî (7), ÷òî â ðåçóëüòàòå äàåò ÿâíûé âèä òåòðàäû
(1). Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Òàóáà-ÍÓÒ.

4 Приложения

4.1 Вычисление 1-формы связности

Âûðàæåíèå íàòóðàëüíîãî êî-ðåïåðà ÷åðåç òåòðàäó (1) èìååò âèä

d𝑡 =
𝜈0

Φ
− 2𝑙 cot 𝜃

𝑟
𝜈3, d𝑠 = Φ(𝑠)𝜈1, (5)

d𝜃 =
𝜈2

𝑟
, d𝜙 =

𝜈3

𝑟 sin 𝜃
.

Îíî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå êî-âåêòîðîâ òåòðàäû ÷åðåç ýòè æå
âåêòîðû:

d𝜈0 = −Φ′ 𝜈0 ∧ 𝜈1 − 2𝑙Φ

𝑟2
𝜈2 ∧ 𝜈3, d𝜈1 = 0

d𝜈2 =
𝑟′Φ

𝑟
𝜈1 ∧ 𝜈2, d𝜈3 = −𝑟

′Φ

𝑟
𝜈3 ∧ 𝜈1 + cot 𝜃

𝑟
𝜈2 ∧ 𝜈3,
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íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷ñëåíèÿ 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñêî-
ìàÿ ôîðìà ñâÿçíîñòè ðàçëàãàåòñÿ ïî òåòðàäå (1)

𝜔𝑎
𝑏 = 𝛾𝑐𝑎

𝑏𝜈𝑐,

÷òî ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå (2) â ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè 𝛾𝑐𝑎

𝑏, êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ. Åå ðåøå-
íèå èìååò âèä

𝜔1
0 = Φ′𝜈0 = 𝜔0

1, 𝜔2
0 = −𝑙Φ

𝑟2
𝜈3 = 𝜔0

2, (6)

𝜔3
0 = 𝑙Φ

𝑟2
𝜈2 = 𝜔0

3, 𝜔1
3 =

𝑟′Φ

𝑟
𝜈3 = −𝜔3

1,

𝜔2
1 = −𝑟

′Φ
𝑟 𝜈2 = −𝜔1

2, 𝜔2
3 =

𝑙Φ

𝑟2
𝜈0 +

cot 𝜃

𝑟
𝜈3 = −𝜔3

2,

â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé.

4.2 Производные и произведения 1-форм (6)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-ôîðì (6) ñ ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâ (5) ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ. Â ïðèâåäåííûõ íèæå âû-
ðàæåíèÿõ ìíîãîòî÷èÿìè îáîçíà÷åíû ÷ëåíû, íå äàþùèå âêëàäà â òå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà Ðèìàíà, êîòîðîûå âïîñëåäñòâèè íå âîéäóò â òåíçîð Ðè÷÷è,
íàïðèìåð 𝑅0

1
23.

d𝜔0
1 = −(Φ′′Φ + Φ′ 2) 𝜈0 ∧ 𝜈1 + . . . ,

d𝜔0
2 = · · · − 𝑙Φcot 𝜃

𝑟3
𝜈2 ∧ 𝜈3

d𝜔0
3 = . . . , d𝜔1

2 =

[︃
Φ

(︂
𝑟′Φ

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′Φ

𝑟

)︂2
]︃
𝜈1 ∧ 𝜈2

d𝜔2
3 = · · · − 1

𝑟4
(2𝑙2Φ2 + 𝑟2) 𝜈2 ∧ 𝜈3

d𝜔3
1 =

[︃
Φ

(︂
𝑟′Φ

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′Φ

𝑟

)︂2
]︃
𝜈3 ∧ 𝜈1 − 𝑟′ cot 𝜃

𝑟2
𝜈2 ∧ 𝜈3.
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Âû÷èñëåíèå ïðèçâåäåíèé ýòèõ æå 1-ôîðì, âõîäÿùèõ â 2-ôîðìó êðèâèçíû,
íåñêîëüêî ïðîùå, ïîýòîìó íèæå ïðèâåäåì òîëüêî èõ ðåçóëüòàò:

𝜔𝑎
1 ∧ 𝜔0

𝑎 = . . .

𝜔𝑎
2 ∧ 𝜔0

𝑎 = −

(︃
𝑟′Φ′Φ

𝑟
+
𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
𝜈0 ∧ 𝜈2 + 𝑙Φcot 𝜃

𝑟3
𝜈2 ∧ 𝜈3

𝜔𝑎
3 ∧ 𝜔0

𝑎 = −

(︃
𝑟′Φ′Φ

𝑟
+
𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
𝜈0 ∧ 𝜈3,

𝜔𝑎
2 ∧ 𝜔1

𝑎 = . . .

𝜔𝑎
3 ∧ 𝜔2

𝑎 =

(︃
𝑟′ 2Φ2

𝑟2
− 𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
𝜈2 ∧ 𝜈3,

𝜔𝑎
1 ∧ 𝜔3

𝑎 =
𝑟′ cot 𝜃

𝑟2
𝜈2 ∧ 𝜈3 + . . . .

4.3 Кривизна пространства-времени

Ñîáèðàÿ èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïî ôîðìóëå (3) 2-ôîðìó êðèâèçíû,
íàõîäèì åå êîìïîíåíòû:

𝑅0
1
01 = (Φ′′Φ + Φ′ 2),

𝑅0
2
02 = 𝑅0

3
03 =

𝑟′ΦΦ′

𝑟
+
𝑙2Φ2

𝑟4
,

𝑅2
3
23 =

3𝑙2Φ2

𝑟4
− 𝑟′ 2Φ2

𝑟2
+

1

𝑟2
,

𝑅3
1
31 = 𝑅1

2
12 = −

[︃
Φ

(︂
𝑟′Φ

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′Φ

𝑟

)︂2
]︃
.

Äàëåå, èç íèõ � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è:

𝑅00 = ΦΦ′′ + Φ′ 2 + 2
𝑟′

𝑟
ΦΦ′ +

2𝑙2Φ2

𝑟4
= 0,

𝑅11 = −ΦΦ′′ − Φ′ 2 − 2Φ

(︃
𝑟′Φ

𝑟

)︃′

− 2𝑟′ 2Φ2

𝑟2
,

𝑅22 = 𝑅33 = −2𝑟′ΦΦ′

𝑟
− 𝑟′′Φ2

𝑟
− 𝑟′ 2Φ2

𝑟2
+

1

𝑟2
+

2𝑙2Φ2

𝑟4
.

Ýòè âûðàæåíèÿ è ëèíåàðèçóþòñÿ ïîäñòàíîâêîé

𝜓 = Φ2. (7)
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Äåéñòâèòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ýòîé ïîäñòàíîâêè îíè ïðèíèìàþò âèä

𝑅00 =
1

2
𝜓′′ +

𝑟′

𝑟
𝜓′ +

2𝑙2𝜓

𝑟4
, (8)

𝑅11 = −1

2
𝜓′′ − 𝑟′

𝑟
𝜓′ − 2

𝑟′′

𝑟
𝜓,

𝑅22 = 𝑅33 = −𝑟
′

𝑟
𝜓′ − 𝑟′ 2

𝑟2
𝜓 +

1

𝑟2
+

2𝑙2𝜓

𝑟4
− 𝑟′′𝜓

𝑟
,

1

2
𝑅 =

1

2
𝜓′′ +

2𝑟′

𝑟
𝜓′ +

(︃
2𝑟′′

𝑟
+
𝑟′ 2

𝑟2
− 𝑙2

𝑟4

)︃
𝜓 − 1

𝑟2
.
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