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Аннотация

Ïîëó÷åíî íîâîå òðåõïàðàìåíòè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ âàêóóìíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, îáëàäàþùèõ îñ-
íîâíûìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ñåìåéñòâà Êåððà-ÍÓÒ. Òàêæå, êàê ìåòðèêàõ
Êåððà-ÍÓÒ, â íåì ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè
è Êëåéíà-Ãîðäîíà è ñòðîèòñÿ èçîòðîïíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ òåòðàäà. Ýòî íî-
âîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé ïî÷òè ïîëíîñòü. îòëè÷íî îò ñåìåéñòâà Êåððà-ÍÓÒ,
èìåÿ ñ íèì îáùèì òîëüêî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå Òàóáà-ÍÓÒ.
Ýòî íîâîå ñåìåéñòâî ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç ïðîñòðàíñòâåííî-íå÷åòíûõ ðå-
øåíèé.

1 Введение

Âàæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ôèçè÷åñêèõ òåîðèé áåç êàêèõ-ëèáî îãîâîðîê, ñ÷èòàåòñÿ î÷åâèäíîé,
ò.ê. êàæäîå òàêîå ðåøåíèå çàäàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðåäñòàâëåíèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðèíÿòî ñ÷è-
òàòü ðèìàíîâó ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,çàäàííóþ ñâîèìè äåñÿòüþ
êîìïîíåíòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.
Áîëåå óäîáíûì, îñîáåííî â ñëó÷àå íåîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èçîòðîïíîé ãåî-
äåçè÷åñêîé èëè îðòîíîðìèðîâàííîé òåòðàäîé, èñïîëüçóåìîå â íàñòîÿùåé
ðàáîòå. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, äåñÿòü ôóíêöèé êîîðäèíàò, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, íàçûâàåìûå ìåòðè÷åñêèìè êîýô-
ôöèåíòàìè, ñîñòàâëÿþò ìåòðèêó, è, òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, îäíàêî, â ÎÒÎ áîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ òî÷-
êà çðåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü íå èõ,
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à ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ÷òî íàëàãàåò íà ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ
íåêèå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ.

Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ñàìè ïî ñåáå äàþò äîâîëüíî îòäàëåííîå
ïðåäñòàâëåíèå î ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðàÿ äëÿ ôèçèêîâ
âûðàæàåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, â çàêîíàõ äâèæåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö è ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ìîæíî çàäàòü òîëüêî òàêèìè ðåøåíèÿìè, â êîòîðûõ ðàçäåëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿ Ãàìëüòîíà-ßêîáè è Ìàêñâåëëà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îíî äî-
ïóñêàåò ïîñòðîåíèå ãëàâíûõ êîíãðóýíöèé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè öåëü ñîñòî-
èò íå â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êàêèå-òî äåñÿòü ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ ìåòðè-
÷åñêèìè êîýôôèöèåòíàìè, à ïðèãîäíóþ ê èñïîëüçîâàíèþ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, òî ñìûñë èìååò òîëüêî ïîñòðîåíèå ðåøåíèé, ðàçäåëÿþùèõ óðàâ-
íåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ìíîãîå äðóãîå. Òàêèå ðåøåíèÿ ìû íèæå íàçûâàåì
èíòåðïðåòèðóåìûìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, èçâåñòíîå êàê ðå-
øåíèå Êåððà-ÍÓÒ, ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå îáùèì â êëàññå ñòàöèîíàðíûõ îñå-
ñèììåòðè÷íûõ èíòåðïðåòèðóåìûõ âàêóóìíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéíøòåé-
íà. Ìíåíèå î åãî åäèíñòâåííîñòè áûëî âûñêàçàíî â íàøåé ðàáîòå [1], ÷òî
âîçìîæíî, îñòàíîâèëî ïîèñê íîâûõ ðåøåíèé òàêîãî ðîäà. Îäíàêî â íàøåé
æå ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü åùå îäèí êëàññ ïîäîáíûõ ðå-
øåíèé. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü.

2 Постановка задачи

Ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âñåãäà ïðåäøåñòâóþò ðàñ-
ñóæäåíèÿ, â õîäå êîòîðûõ ñìûñë ââîäèìûõ êîîðäèíàò è ïðåäïîëàãàåìûé
âèä ðåøåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îáëàäàåò äâóõ-
ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñèììåòðèè, ñîäåðæàùåé âðåìåííûå ñäâèãè è âðà-
ùåíèÿ â îäíîì ïðîñòðàíñòâåííîì íàïðàâëåíèè. Íàèáîëåå óäîáíûìè â òà-
êîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ äâå èç ÷åòûðåõ
êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðåîáðàçâàíèé ñèììåòðèè 𝑡 êàê ïàðà-
ìåòð âðåìåííûõ ñäâèãîâ è 𝜙 êàê óãîë âðàùåíèÿ. Çíà÷èò, â îáùåì ñëó÷àå
â ïðîñðàíñòâå-âðåìåíè ââîäèòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {𝑡, 𝑢, 𝑣, 𝜙}, â êîòîðîé
ñìûñë äâóõ îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò â îáùèõ ÷åðòàõ ÿñåí èç ñëåäóþùèõ ñî-
îáðàæåíèé.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå îïèñûâàåò ãðàâèòàöè-
îííîå ïîëå âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî îáúåêòà, ñëóæàùåãî èñòî÷íèêîì
ýòîãî ïîëÿ. Åñëè òàê, òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îíî ñôåðèçóåòñÿ è åãî
åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Â òàêîì ñëó÷àå ñè-
ñòåìà {𝑡, 𝑟, 𝑠, 𝜙} àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îáûíîé ñôåðè÷åñêîé, ò.å.,
ñêàæåì, êîîðäèíàòà 𝑟 ñòàíîâèòñÿ ðàäèàëüíîé, à êîîðäèíàòà 𝑠 � êàêîé-òî
ôóíêöèåé ïîëÿðíîãî óãëà. Îäíàêî âñå ýòî íè÷åãî íå ãîâîðèò îá àíàëèòè-
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÷åñêîé ôîðìå èñêîìûõ ôóíêöèé, â êîòîðûõ âûðàæåíà èñêîìàÿ ìåòðèêà. Â
ýòèõ óñëîâèÿõ âàæíûå äîïîëíèòåëüíûûå ñâåäåíèÿ ìîæíî èçâëå÷ü èç óñëî-
âèÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â íàøåé ðàáîòå [1], íàèáîëåå îáùàÿ ìåòðèêà òðåáó-
åìîãî âèäà â êîîðäèíàòàõ {𝑡, 𝑟, 𝑠, 𝜙} ïðåäñòàâëåíà ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäå-
íèÿìè íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ êîâåêòîðîâ êàê

⟨d𝑡, d𝑡⟩ = 𝐹 2𝑈−2 −𝐺2(𝑎𝑉 )−2

𝐹 +𝐺
, ⟨d𝑡, d𝜙⟩ = 𝑎

𝑈−2𝐹 + (𝑎𝑉 )−2𝐺

𝐹 +𝐺
, (1)

⟨d𝜙, d𝜙⟩ = 𝑎2𝑈−2 − 𝑉 −2

𝐹 +𝐺
, ⟨d𝑟, d𝑟⟩ = − 𝑈 2

𝐹 +𝐺
,

⟨d𝑠, d𝑠⟩ = − 𝑉 2

𝐹 +𝐺
,

ãäå ôóíêöèè 𝐹 è 𝑈𝑎 çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàòû 𝑟, à ôóíêöèè 𝐺 è 𝑉𝑎

� òîëüêî îò êîîðäèíàòû 𝑠. Ýòà ôîðìà ìåòðèêè äîïóñêàåò ïîñòðîåíèå èçî-
òðîïíîé ãåîäåçè÷åñêîé òåòðàäû è èç íåå � îðòîíîðìèðîâàííîé òåòðàäû

𝜈0 = 𝑈𝜎(d𝑡+ 𝑎−1𝐺d𝜙), 𝜈1 = (𝑈𝜎)−1d𝑟, 𝜎 = (𝐹 +𝐺)−1/2 (2)

𝜈2 = (𝑉 𝜎)−1d𝑠, 𝜈3 = 𝑉 𝜎(−𝑎d𝑡+ 𝐹d𝜙),

è çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âòîðîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé, íå ñîäåð-
æàùèõñÿ â ðåøåíèè Êåððà-ÍÓÒ.

3 Решение Тауба-НУТ и второе решение

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà Ðè÷÷è â ýòîé òåòðàäå è ïðèðàâíèâàíèå
èõ ê íóëþ, ïîêàçàëî, ÷òî ôóíêöèè 𝐹 è 𝐺 ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè âòîðîé
ñòåïåíè, à åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ àñèìïòîèè÷åñêè ïëîñêî, òî òî èõ ÿâíûé
âèä î÷åâèäåí:

𝐹 = 𝑟2 + 𝑎2, 𝐺 = 𝑎2(𝑠2 − 1).

Åñëè ïîëîæèòü

𝑈 2 = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑝, 𝑉 2 = −𝑠2 + 2𝑁𝑠+ 𝑞, 𝐹 = 𝑟2 + 𝑎2, 𝐺 = 𝑎2(𝑠2 − 1),

òî âñå îíè îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè 𝑝 = 𝑎2𝑞. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èìååò
âèä

𝑈 2 = 𝑟2−2𝑀𝑟+𝑘𝑎2, 𝑉 2 = −𝑠2+2𝑁𝑠+𝑘, 𝐹 = 𝑟2+𝑎2, 𝐺 = 𝑎2(𝑠2−1) (3)

ãäå çíàê 𝑘 íè÷åì íå çàäàí. Çíà÷åíèþ 𝑘 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå Òàóáà-
ÍÓÒ è â ðàñòîÿùåé ðàáîòå îíî ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò. Îòìåòèì òîëüêî,
÷òî ýòî ðåøåíèå ñîñòàâëÿåò åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâ ðåøåíèé
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Êåððà-ÍÓÒ è íîâîãî, ïðåäñòàâëåííîãî íèæå. Áóäåò ðàññìîòðåíî òîëüêî
çíà÷åíèå 𝑘 = −1, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò âòîðîå ðåøåíèå. Îíî çàäàåòñÿ
òåòðàäîé

𝜈0 =

√︃
𝑟2 − 2𝑀𝑟 − 𝑎2

𝑟2 + 𝑎2𝑠2
[d𝑡+ 𝑎(𝑠2 − 1)d𝜙], 𝜈1 =

√︃
𝑟2 + 𝑎2𝑠2

𝑟2 − 2𝑀𝑟 − 𝑎2
d𝑟, (4)

𝜈2 =

√︃
𝑟2 + 𝑎2𝑠2

−𝑠2 + 2𝑁𝑠− 1
d𝑠, 𝜈3 =

√︃
−𝑠2 + 2𝑁𝑠− 1

𝑟2 + 𝑎2𝑠2
[−𝑎d𝑡+ (𝑟2 + 𝑎2)d𝜙].

Ýòèìè âûðàæåíèÿìè çàäàíî ñòàöèîíàðíîå îñåñèììåòðè÷íîå âàêóóìíîå ðå-
øåíèå óðàíåíèÿ Ýéíøòåéíà, íå ñîäåðæàùååñÿ â ñåìåéñòâå ðåøåíèé Êåððà-
ÍÓÒ.

4 Заключение

Ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ âàêóóìíûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Ýéíøòåéíà, èçâåñòíûõ êàê ðåøåíèå Êåððà-ÍÓÒ, ñîäåðæèò êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ìåòðèêó ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â êîîðäèíàòàõ ñïëþñ-
íóòîãî ñôåðîèäà. Ïðè 𝑁 = 0 ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÷åòíî, ÷òî âûðàæàåòñÿ â
ñóùåñòâîâàíèè ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè, äåëÿùåé åãî íà äâà èäåíòè÷íûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ïðè 𝑁 ̸= 0 ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå÷åòíî è íå äîïóñêàåò
ïîäîáíîãî äåëåíèÿ, ïîñêîëüêó íå îáëàäàåò òàêîé ñèììåòðèåé. Åãî àñèì-
ìåòèÿ ïîëíîñòüþ èçìåíÿåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî íå÷åòíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñîñòîèò èç äâóõ âíåøíèõ îáëàñòåé,
ñîåäèíåííûõ êðîòîâîé íîðîé [?]. Ýòà êðîòîâàÿ íîðà íàõîäèòñÿ ïîä ãîðè-
çîíòîì ñîáûòèé è èìååò âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ âûòÿíóòîé ñôåðîïîäîáíîé
ïîâåðõíîñòè. Ýòà ïîâåðõíîñòü íå äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà âíåøíþþ è âíóò-
ðåííþþ ÷àñòè, ïîòîìó ÷òî îáå åå ñòîðîíû âíåøíèå. Ïðè ñòðåìëåíèè 𝑁 ê
íóëþ îíà ïðèáëèæàåòñÿ ïî ôîðìå ê ñïëþñíóòîìó ñôåðîèäó, è íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî îíà èìååò íåñêîëüêî ñïëþñíóòóþ ôîðìó è ïðè 𝑁 îòëè÷íûõ
îò íóëÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå ñïëþùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íàâîäèëî
íà ìûñëü î âîçìîæíîì ñóùåñòâîâàíèè âûòÿíóòûõ. Ïóòü ïîñòðîåíèÿ òàêèõ
ðåøåíèé áûë óêàçàí â íàøåé ðàáîòå [2], îäíàêî äî ñèõ ïîð îí ðåàëèçîâàí
íå áûë. Îêàçàëîñü, èõ ïîñòðîåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ðåøå-
íèé Êåððà-ÍÓÒ è îíî ïðèâåäåíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. ×òî êàñàåòñÿ ñàìèõ
ðåøåíèé, òî îíè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, õîòÿ èìåþò îäíî â ïåðåñå÷åíèå â
âèäå ðåøåíèÿ Òàóáà-ÍÓÒ. Â îòëè÷èå îò ðåøåíèé Êåððà-ÍÓÒ, ýòî ñåìåé-
ñòâî ðåøåíèé ïîëíîñòüþ íå÷åòíî, ò.å., â ÷àñòíîñòè, íå ñîäåðæèò ìåòðèêó
ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êàê ïðåäåëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, õîòÿ ê
íåìó ìîæíî ïåðåéòè ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëîæèâ ðàâíûìè íóëþ ñíà÷àëà 𝑘, à
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çàòåì 𝑁 . Ñâîéñòâà ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàííûõ ïîëó÷åííûìè
ðåøåíèÿìè, òðåáóþò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
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Приложение. Кривизна пространства-времени

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðì ñâÿçíîñòè 𝜔𝑏
𝑎 è êðèâèçíû Ω𝑎

𝑏 ≡ 1
2𝑅𝑎

𝑏
𝑐𝑑 â ýòîé

òåòðàäå èñïîëüçóþòñÿ ïåðâîå

d𝜈𝑎 + 𝜔𝑏
𝑎 ∧ 𝜈𝑏 = 0 (5)

è âòîðîå
1

2
𝑅𝑎

𝑏
𝑐𝑑 ≡ Ω𝑎

𝑏 = d𝜔𝑎
𝑏 + 𝜔𝑐

𝑏 ∧ 𝜔𝑎
𝑐. (6)

ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ Ý.Êàðòàíà. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 𝜎𝑟 = −𝐹 ′𝜎3/2 and
𝜎𝑠 = −𝐺′𝜎3/2 ïðîèçâîäíàÿ òåòðàäû (2) ðàâíà :

d𝜈0 = −(𝑈)𝑟
𝑈𝜎

𝑈𝜎𝜈0 ∧ 𝜈1 − 𝜎𝑠
𝜎
𝑉 𝜎𝜈0 ∧ 𝜈2 +

+𝑈𝜎𝑎−1𝐺′𝑉 𝜎𝜈2 ∧ 𝜎(𝑎𝑈−1𝜈0 − 𝑉 −1𝜈3) =

= −(𝑈𝜎)𝑟𝜈
0 ∧ 𝜈1 − 𝑉 𝜎𝑠𝜈

0 ∧ 𝜈2 −
−𝑉 𝐺′𝜎3𝜈0 ∧ 𝜈2 + 2𝑎−1𝑈𝜎𝑠𝜈

2 ∧ 𝜈3 =

= −(𝑈𝜎)𝑟𝜈
0 ∧ 𝜈1 + 𝑉 𝜎𝑠𝜈

0 ∧ 𝜈2 + 2𝑎−1𝑈𝜎𝑠𝜈
2 ∧ 𝜈3.

Îñòàëüíûå âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî è â ðåçóëüòàòå èñêîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ
òåòðàäû ðàâíà

d𝜈0 = −(𝑈𝜎)𝑟𝜈
0 ∧ 𝜈1 + 𝑉 𝜎𝑠𝜈

0 ∧ 𝜈2 + 2𝑎−1𝑈𝜎𝑠𝜈
2 ∧ 𝜈3, d𝜈1 = 𝑉 𝜎𝑠𝜈

1 ∧ 𝜈2

d𝜈2 = −𝑈𝜎𝑟𝜈
1 ∧ 𝜈2, d𝜈3 = −2𝑎𝑉 𝜎𝑟𝜈

0 ∧ 𝜈1 + (𝑉 𝜎)𝑠𝜈
2 ∧ 𝜈3 + 𝑈𝜎𝑟𝜈

3 ∧ 𝜈1.
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Ðåøåíèå ïåðâîãî ñòðóêòóðíîãî óðàâíåíèÿ (5) êàê ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó ñâÿçíîñòè:

𝜔1
0 = (𝑈𝜎)𝑟𝜈

0 − 𝑎𝑉 𝜎𝑟𝜈
3 = 𝜔0

1 𝜔1
2 = 𝑉 𝜎𝑠𝜈

1 − 𝑈𝜎𝑟𝜈
2 = −𝜔2

1

𝜔2
0 = −𝑉 𝜎𝑠𝜈

0 + 𝑎−1𝑈𝜎𝑠𝜈
3 = 𝜔0

2 𝜔2
3 = −𝑎−1𝑈𝜎𝑠𝜈

0 + (𝑉 𝜎)𝑠𝜈
3 = −𝜔3

2

𝜔3
0 = −𝑎𝑉 𝜎𝑟𝜈

1 − 𝑎−1𝑈𝜎𝑠𝜈
2 = 𝜔0

3 𝜔3
1 = −𝑎𝑉 𝜎𝑟𝜈

0 + 𝑈𝜎𝑟𝜈
3 = −𝜔3

2.

Òåïåðü, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìû êðèâèçíû íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôîð-
ìû ñâÿçíîñòè

d𝜔1
0 = [−(𝑈𝜎)𝑟𝑟𝑈𝜎 − (𝑈𝜎)2𝑟 + 2(𝑎𝑉 𝜎𝑟)

2]𝜈0 ∧ 𝜈1 −
−𝑈𝑉 (𝜎𝑟𝑠𝜎 − 𝜎𝑟𝜎𝑠)𝜈

0 ∧ 𝜈2 + (...)𝜈2 ∧ 𝜈3 + 𝑎𝑈𝑉 (𝜎𝑟𝑟𝜎 − 𝜎2
𝑟)𝜈

3 ∧ 𝜈1

d𝜔2
0 = [𝑈𝑉 𝜎𝑟𝑠𝜎 + (𝑈𝜎)𝑟𝑉 𝜎𝑠 − 2𝑈𝑉 𝜎𝑟𝜎𝑠]𝜈

0 ∧ 𝜈1 +

+[(𝑉 𝜎𝑠)𝑠𝑉 𝜎 − (𝑉 𝜎𝑠)
2]𝜈0 ∧ 𝜈2 +

+[−2𝑎−1𝑈𝑉 𝜎2
𝑠 + 𝑎−1𝑈𝑉 𝜎𝑠𝑠𝜎 + 𝑎−1𝑈𝜎𝑠(𝑉 𝜎)𝑠]𝜈

2 ∧ 𝜈3 + (...)𝜈3 ∧ 𝜈1

d𝜔3
0 = (...)𝜈1 ∧ 𝜈2, d𝜔1

2 = [−(𝑉 𝜎𝑠)𝑠𝑉 𝜎 − (𝑈𝜎𝑟)𝑟𝑈𝜎 + (𝑉 𝜎𝑠)
2 + (𝑈𝜎𝑟)

2]𝜈1 ∧ 𝜈2,

d𝜔2
3 = (...)𝜈0 ∧ 𝜈1 + 𝑎−1𝑈𝑉 (𝜎𝑠𝑠𝜎 − 𝜎2

𝑠)𝜈
0 ∧ 𝜈2 +

+[(𝑉 𝜎)𝑠𝑠𝑉 𝜎 + (𝑉 𝜎)2𝑠 − 2(𝑎−1𝑈𝜎𝑠)
2]𝜈2 ∧ 𝜈3 − 𝑈𝑉 (𝜎𝑟𝑠𝜎 − 𝜎𝑟𝜎𝑠)𝜈

3 ∧ 𝜈1

d𝜔3
1 = (...)𝜈0 ∧ 𝜈1 + ...+ (...)𝜈2 ∧ 𝜈3 + [(𝑈𝜎𝑟)

2 − 𝑈𝜎(𝑈𝜎𝑟)𝑟]𝜈
3 ∧ 𝜈1.

Âíåøíèå ïðîèçâîäíûå åå êîìïîíåíè ðàâíû

𝜔𝑎
0 ∧ 𝜔1

𝑎 = [(𝑎𝑉 𝜎𝑟)
2 − (𝑉 𝜎𝑠)

2]𝜈0 ∧ 𝜈1 + 2𝑈𝑉 𝜎𝑟𝜎𝑠𝜈
0 ∧ 𝜈2 +

+(...)𝜈2 ∧ 𝜈3 + (𝑎−1𝑈𝑉 𝜎2
𝑠 − 𝑎𝑈𝑉 𝜎2

𝑟)𝜈
3 ∧ 𝜈1

𝜔𝑎
0 ∧ 𝜔2

𝑎 = (...)𝜈0 ∧ 𝜈1 − [(𝑈𝜎)𝑟𝑈𝜎𝑟 − (𝑎−1𝑈𝜎𝑠)
2]𝜈0 ∧ 𝜈2 +

+[𝑎𝑈𝑉 𝜎2
𝑟 − 𝑎−1𝑈𝜎𝑠(𝑉 𝜎)𝑠]𝜈

2 ∧ 𝜈3 + (...)𝜈3 ∧ 𝜈1

𝜔𝑎
0 ∧ 𝜔3

𝑎 = [(𝑈𝜎)𝑟𝑈𝜎𝑟 − (𝑎𝑉 𝜎𝑟)
2 + (𝑉 𝜎)𝑠𝑉 𝜎𝑠 − (𝑎−1𝑈𝜎𝑠)

2]𝜈0 ∧ 𝜈3

𝜔𝑎
2 ∧ 𝜔1

𝑎 = (...)𝜈0 ∧ 𝜈3

𝜔𝑎
3 ∧ 𝜔2

𝑎 = (...)𝜈0 ∧ 𝜈1 + (...)𝜈0 ∧ 𝜈2 +

+[(𝑈𝜎𝑟)
2 − (𝑎−1𝑈𝜎𝑠)

2]𝜈2 ∧ 𝜈3 + 2𝑈𝑉 𝜎𝑟𝜎𝑠𝜈
3 ∧ 𝜈1

𝜔𝑎
3 ∧ 𝜔1

𝑎 = (...)𝜈0 ∧ 𝜈1 + ...+ (...)𝜈2 ∧ 𝜈3 + [(𝑎𝑉 𝜎𝑟)
2 − (𝑉 𝜎)𝑠𝑉 𝜎𝑠]𝜈

3 ∧ 𝜈1.

Çäåñü âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî òå êîìïîíåíòû ôîðìû êðèâèçíû, êîòîðûå äàþò

6



âêëàä â òåíçîð Ðè÷÷è.

𝑅0
1
01 = −(𝑈𝜎)𝑟𝑟𝑈𝜎 − (𝑈𝜎)2𝑟 + 3(𝑎𝑉 𝜎𝑟)

2 − (𝑉 𝜎𝑠)
2

𝑅0
1
02 = 𝑅2

3
31 = −𝑈𝑉 (𝜎𝑟𝑠𝜎 − 3𝜎𝑟𝜎𝑠) = 0

𝑅0
1
31 = 𝑎𝑈𝑉 (𝜎𝑟𝑟𝜎 − 2𝜎2

𝑟 + 𝑎−2𝜎2
𝑠)

𝑅0
2
02 = (𝑉 𝜎𝑠)𝑠𝑉 𝜎 − (𝑉 𝜎𝑠)

2 + (𝑈𝜎)𝑟𝑈𝜎𝑟 − (𝑎−1𝑈𝜎𝑠)
2

𝑅0
2
23 = 𝑎−1𝑈𝑉 (𝜎𝑠𝑠𝜎 − 2𝜎2

𝑠 + 𝑎2𝜎2
𝑟)

𝑅0
3
03 = (𝑈𝜎)𝑟𝑈𝜎𝑟 − (𝑎𝑉 𝜎𝑟)

2 + (𝑉 𝜎)𝑠𝑉 𝜎𝑠 − (𝑎−1𝑈𝜎𝑠)
2

𝑅1
2
12 = −(𝑉 𝜎𝑠)𝑠𝑉 𝜎 − (𝑈𝜎𝑟)𝑟𝑈𝜎 + (𝑉 𝜎𝑠)

2 + (𝑈𝜎𝑟)
2

𝑅2
3
23 = (𝑉 𝜎)𝑠𝑠𝑉 𝜎 + (𝑉 𝜎)2𝑠 − 3(𝑎−1𝑈𝜎𝑠)

2 + (𝑈𝜎𝑟)
2

𝑅3
1
31 = −𝑈𝜎(𝑈𝜎𝑟)𝑟 + (𝑈 2 + 𝑎2𝑉 2)𝜎2

𝑟 − (𝑉 𝜎)𝑠𝑉 𝜎𝑠.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîé íåäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòîé òåíçîðà Ðè÷÷è
ÿâëÿåòñÿ

2𝑅03 = −(𝑎𝑈𝑉 𝜎4/2)(𝐹 ′′ − 𝑎−2𝐺′′).
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