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Аннотация

Рассмотрена задача о построении материального источника гравита-

ционного поля в пространстве-времени Тауба-НУТ. Показано, что любое

решение этой задачи описывает пространство-время, состоящее из двух

идентичных внешних областей, соединенных кртовой норой. Кротовая но-

ра имеет вид сферы, обе стороны которой внешние, т.к. она является об-

щей границе внешних областей. Получено однопараметрическое семейство

частных решений в предположении, что материя источника изотропна.

1 Введение

Îñíîâíûì ìîòèâîì ê ïîñòðîåíèþ âàêóóìíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéí-
øòåéíà âñåãäà áûëà öåëü ïîñòðîèòü ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âíå êàêîãî-
ëèáî ìàòåðèàëüíîãî îáúåêòà, íàáþäàåìîãî â àñòðîíîìèè. Êàæäîå òàêîå ðå-
øåíèå çàäàþò íåêîòîðîå Ðè÷÷è ïëîñêîå ðèìàíîãî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå,
ïî ïîñòðîåíèþ, îïèñûâàåò ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì
öåëûì è àíàëèòè÷åñêèì, ÷òî äåëàåò åãî ñàìîñòîÿòåëüíûì ïðåäìåòîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðèâåëè ê îòêðûòèÿì òàêèõ ÿâëåíèé, êàê
ãîðèçîíò ñîáûòèé è ÷åðíàÿ äûðà, çàíÿâøèå â ðåçóëüòàòå ìåñòî îñíîâíîãî
ïðåäìåòà èññëåäîâàíèé, òîãäà êàê ïî ñâîåìó îñíîâíîìó íàçíà÷åíèþ, ò.å.
äëÿ îïèñàíèÿ, ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿåé ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ îáúåêòîâ
âàêóóìíîå ðåøåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå � êîãäà ìà-
òåðèàëüíûé èñòî÷íèê ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ áûë ïîñòðîåí â âèäå æèäêîãî
øàðà, à âíåøíåå ïîëå çàäàíî ðåøåíèåì Øâàðöøèëüäà. Ïðè ýòîì ñîâåð-
øåííî î÷åâèäíî, ÷òî ãîðàçäî áîëåå èíòåðåñíû ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ âðà-
ùàþùèõñÿ îáúåêòîâ.

Äðóãàÿ âåñêàÿ ïðè÷èíà ïîñòðîèòü òàêîé èñòî÷íèê èìåííî â ýòîì ñëó÷àå
îíàðóæèëàñü ïðè èññëåäîâàíèè ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Òàóáà-ÍÓÒ.
Îêàçàëîñü, ÷òî öåëîå àíàëèòè÷åñêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, êàêîâûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ýòî ïðîñòðàíñòâî âðåìÿ, îïèñûâàåò ñðàçó äâå ÷åðíûå äûðû, èìåþ-
ùèå ìàññû ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà [1]. Î÷åâèäíî, îíî êàê öåëîå íåïðèãîä-
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íî êàê ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, è åäèíòñâåííûé âûõîä, ïîçâîëÿþùèé
èñêëþ÷èòü îòðèöàòåëüíóþ ïðèòÿãèâàþùóþ ìàññó, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
íàéòè èñêëþ÷èòü è ãîðèçîíò, è ÷åðíóþ äûðó, çàìåíèâ èõ ìàòåðèàëüíûì
èñòî÷íèêîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ò.å. ðåøèâ òó îñíîâíóþ çàäà÷ó, ðàäè
ðåøåíèÿ êîòîðîé ñòðîèëîñü âàêóóìíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.

Òðóäíîñòè, âñòðå÷åííûå íà ýòîì ïóòè, âûçâàíû äâóìÿ îñíîâíûìè ïðè-
÷èíàìè. Ïåðâàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âðàùåíèå íàðóøàåò ñôåðè÷åñêóþ ñèì-
ìåòðèþ, ñèëüíî îáëåã÷àþùóþ ðåøåíèå çàäà÷è. Âòîðàÿ � â òîì, ÷òî ïðîñò-
ðàíñòâî-âðåìÿ â ïðèñóòñòâèè âðàùàþùåéñÿ ìàòåðèè íåñòàòè÷íî, ò.å. äâà
åãî âåêòîðà Êèëëèíãà íåîðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ýòî âûíóæäàåò âñåõ
èñïîëüçîâàòü íåîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
òðåáóåò îòêàçà îò îáû÷íîãî òåíçîðíîãî àíàëèçà â ïîëüçó ìåòîäà îðòîíîð-
ìèðîâàííîé òåòðàäû, à ñëåäîâàòåëüíî, è èñ÷èñëåíèÿ âíåøíèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé, êî-
ãäà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íåñòàòè÷íî, íî îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé,
à èìåííî, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Òàóáà-ÍÓÒ [2]. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïû-
òàòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîñòðîèòü ìàòåðèàëüíûé èñòî÷íèê ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëÿ äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòàâèòñÿ
öåëü ïîñòðîèòü ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ìàòåðèàëüíûé èñòî÷íèê ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëÿ äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â íàøåé ðàáîòå [4], ïðèñóòñòâèå ãðàâèìàãíèòíî-
ãî îáÿçàòåëüíî ñîïðîâîæäàåòñÿ íàëè÷èåì êðîòîâîé íîðû è ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Êðîòîâàÿ íîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùóþ äâå âíåøíèå îáëàñòè. Ýòî äåëàåò
åå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ, îáå ñòîðîíû êîòîðîé âíåøíèå. Òàêîå ñòðîåíèå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â ñâîþ î÷åðåäü, óêàçûâàåò íà òî, ëþáîé èñòî÷íèê
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé ìàòåðèè, îáå
ãðàíèöû êîòîðîãî âíåøíèå, ò.å. îáå åãî ïîâåðõíîñòè ãðàíè÷àò ñ âíåøíèìè
îáëàñòÿìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Â îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåí
Òàóáà-ÍÓÒ, â êîòîðîì ãðàâèòàöèîííîå ïîëå â äâóõ âíåøíèõ îáëàñòÿõ èìååò
ïðîòèâîïîëîæíûå ñâîéñòâà [1], â òàêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè îáå âíåøíèå
îáëàñòè èäåíòè÷íû, ò.å. â îáåèõ íàáëþäàåòñÿ ïðèòÿæåíèå.

2 Тетрада и связность

Ïðè ïîñòðîåíèè âíóòðííåãî ðåøåíèÿ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñôåðè÷åñêàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò {𝑡, 𝑠, 𝜃, 𝜙} è ïîëå îðòîíîðìèðîâàííûõ òåòðàä

𝜈0 = Φ(𝑠)(d𝑡+ 2𝑙 cos 𝜃d𝜙), 𝜈1 = d𝑠, (1)

𝜈2 = 𝑟(𝑠)d𝜃, 𝜈3 = 𝑟(𝑠) sin 𝜃d𝜙.
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Íàòóðàëüíûé êîîðäèíàòíûé áàçèñ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåå êàê

d𝑡 =
𝜈0

Φ
− 2𝑙 cot 𝜃

𝑟
𝜈3, d𝑠 = 𝜈1, (2)

d𝜃 =
𝜈2

𝑟
, d𝜙 =

𝜈3

𝑟 sin 𝜃
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè 𝜔𝑎
𝑏 è 2-ôîðìû êðèâèçàíû Ω𝑎

𝑏 áóäóò
ïðèìåíåíû ïåðâîå

d𝜈𝑎 + 𝜔𝑏
𝑎 ∧ 𝜈𝑏 = 0 (3)

è âòîðîå
d𝜔𝑎

𝑏 + 𝜔𝑐
𝑏 ∧ 𝜔𝑎

𝑐 − Ω𝑎
𝑏 = 0 (4)

ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ Ý. Êàðòàíà. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèé øàã � ýòî
âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé êî-áàçèñà (1):

d𝜈0 = −Φ′

Φ
𝜈0 ∧ 𝜈1 − 2𝑙Φ

𝑟2
𝜈2 ∧ 𝜈3, d𝜈1 = 0

d𝜈2 =
𝑟′

𝑟
𝜈1 ∧ 𝜈2, d𝜈3 = −𝑟′

𝑟
𝜈3 ∧ 𝜈1 +

cot 𝜃

𝑟
𝜈2 ∧ 𝜈3,

Ðåøåíèå ïåðâîãî ñòðóêòóðíîãî óðàâíåíèÿ êàê ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:

𝜔1
0 = Φ′

Φ 𝜈0 = 𝜔0
1, 𝜔2

0 = −𝑙Φ

𝑟2
𝜈3 = 𝜔0

2, (5)

𝜔3
0 = 𝑙Φ

𝑟2
𝜈2 = 𝜔0

3, 𝜔1
3 =

𝑟′𝑓

𝑟
𝜈3 = −𝜔3

1,

𝜔2
1 = −𝑟′

𝑟 𝜈2 = −𝜔1
2, 𝜔2

3 =
𝑙Φ

𝑟2
𝜈0 +

cot 𝜃

𝑟
𝜈3 = −𝜔3

2,

ïðîâåðÿåìûì ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé.

3 Компоненты кривизны

3.1 Производные и произведения 1-форм (5)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-ôîðì (5) ñ ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâ (1) ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ. Â ïðèâåäåííûõ íèæå âû-
ðàæåíèÿõ ìíîãîòî÷èÿìè îáîçíà÷åíû ÷ëåíû, íå äàþùèå âêëàäà â òå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà Ðèìàíà, êîòîðîûå âïîñëåäñòâèè íå âîéäóò â òåíçîð Ðè÷÷è,
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íàïðèìåð 𝑅0
1
23.

d𝜔0
1 = −

[︃(︂
Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2
]︃
𝜈0 ∧ 𝜈1 + . . . ,

d𝜔0
2 = · · · − 𝑙Φcot 𝜃

𝑟3
𝜈2 ∧ 𝜈3

d𝜔0
3 = . . . , d𝜔1

2 =

[︃(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂2
]︃
𝜈1 ∧ 𝜈2

d𝜔2
3 = · · · − 1

𝑟4
(2𝑙2Φ2 + 𝑟2) 𝜈2 ∧ 𝜈3

d𝜔3
1 =

[︃(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂2
]︃
𝜈3 ∧ 𝜈1 − 𝑟′ cot 𝜃

𝑟2
𝜈2 ∧ 𝜈3.

Âû÷èñëåíèå ïðèçâåäåíèé ýòèõ æå 1-ôîðì, âõîäÿùèõ â 2-ôîðìó êðèâèçíû,
íåñêîëüêî ïðîùå, ïîýòîìó íèæå ïðèâåäåì òîëüêî èõ ðåçóëüòàò:

𝜔𝑎
1 ∧ 𝜔0

𝑎 = . . .

𝜔𝑎
2 ∧ 𝜔0

𝑎 = −

(︃
𝑟′

𝑟

Φ′

Φ
+

𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
𝜈0 ∧ 𝜈2 +

𝑙Φcot 𝜃

𝑟3
𝜈2 ∧ 𝜈3

𝜔𝑎
3 ∧ 𝜔0

𝑎 = −

(︃
𝑟′

𝑟

Φ′

Φ
+

𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
𝜈0 ∧ 𝜈3,

𝜔𝑎
2 ∧ 𝜔1

𝑎 = . . .

𝜔𝑎
3 ∧ 𝜔2

𝑎 =

[︃(︂
𝑟′

𝑟

)︂2

− 𝑙2Φ2

𝑟4

]︃
𝜈2 ∧ 𝜈3,

𝜔𝑎
1 ∧ 𝜔3

𝑎 =
𝑟′ cot 𝜃

𝑟2
𝜈2 ∧ 𝜈3 + . . . .

3.2 Тензоры Римана и Риччи

Ñîáèðàÿ èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïî ôîðìóëå (4) 2-ôîðìó êðèâèçíû,
íàõîäèì åå êîìïîíåíòû:

𝑅0
1
01 = −

[︃(︂
Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2
]︃
, (6)

𝑅0
2
02 = 𝑅0

3
03 = −

(︃
𝑟′Φ′

𝑟Φ
+

𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
,
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𝑅2
3
23 =

(︂
𝑟′

𝑟

)︂2

− 3𝑙2Φ2

𝑟4
− 1

𝑟2
,

𝑅3
1
31 = 𝑅1

2
12 =

(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂2

.

Äàëåå, èç íèõ � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è:

𝑅00 = −

[︃(︂
Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2
]︃
− 2

(︃
𝑟′

𝑟

Φ′

Φ
+

𝑙2Φ2

𝑟4

)︃
, (7)

𝑅11 =

[︃(︂
Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2
]︃
+ 2

[︃(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂2
]︃
,

𝑅22 = 𝑅33 =
𝑟′Φ′

𝑟Φ
+

2𝑟′ 2

𝑟2
− 1

𝑟2
− 2𝑙2Φ2

𝑟4
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
.

4 Уравнение изотропности материи

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèÿ èñ-
òî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ èçîòðîïíà. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Ýéíøòåé-
íà, ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî èçîòðîïåí òåíçîð Ðè÷÷è: 𝑅11 = 𝑅22 =
𝑅33. Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâ-
íåíèå:

0 =

[︃(︂
Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2
]︃
+ 2

[︃(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂2
]︃
−

−𝑟′Φ′

𝑟Φ
− 2𝑟′ 2

𝑟2
+

1

𝑟2
+

2𝑙2Φ2

𝑟4
−
(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
=[︃(︂

Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2
]︃
− 𝑟′Φ′

𝑟Φ
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

1

𝑟2
+

2𝑙2Φ2

𝑟4
.

Ýòî óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü îäíó èç èñêîìûõ ôóíêöèé. Òàê
ìîæíî ïîñòóïèòü, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà çàäàíà, íî â
íàøåì ñëó÷àå ñòàâèòñÿ áîëåå ñêðîìíàÿ öåëü � ïîñòðîèòü ëþáîå ïðîñòíà-
ñòâî âðåìÿ, èñòî÷íèêîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ êàêàÿ
óãîäíî ìàòåðèÿ ñ ôèçè÷åñêè ðàçóìíûìè ñâîéñòâàìè, ò.å., ïðåæäå âñåãî,
íåîòðèöàòåëüíûìè äàâëåíèåì è ïëîòíîñòÿìè ìàññû è ýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî
êàêàÿ-òî èç èñêîìûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü âûáðàíà áîëåå èëè ìåíåå ïðîèç-
âîëüíî, à ôèçè÷åñêàÿ ðàçóìíîñòü ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïîçæå. Â ëþáîì
ñëó÷àå, äëÿ ýòîãî óäîáíî åãî óïðîñòèòü, çàìåíèâ èñêîìóþ Φ ôóíêöèåé

Ψ = Φ2. (8)
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Â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óïðîùàåòñÿ(︂
Φ′

Φ

)︂′
+

(︂
Φ′

Φ

)︂2

=
Ψ′′

2Ψ

è ñàìî óðàâíåíèå ïðèíèèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä

Ψ′′

2Ψ
− 𝑟′Ψ′

2𝑟Ψ
+

(︂
𝑟′

𝑟

)︂′
+

1

𝑟2
+

2𝑙2Ψ

𝑟4
= 0. (9)

Ïîñêîëüêó â íüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè Ψ ïðåâðàùàåòñÿ â ãðàâèòàöèîí-
íûé ïîòåíöèàë, âûáåðåì åãî â òàêîì æå âèäå êàêîé èìååò ãðàâèòàöèîííûé
ïîòåíöèàë â îäíîðîäíîì øàðå, ò. å.

Ψ(𝑠) = 𝑘𝑟2(𝑠) (10)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå èçîòðîïíîñòè ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íà îäíó íåèçâåñòíóþ 𝑟(𝑠):

2𝑟′′

𝑟
− 𝑟′ 2

𝑟2
+

1

𝑟2
+

2𝑘𝑙2

𝑟2
= 0.

Äëÿ åãî óïðîùåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

2𝑟′′

𝑟
− 𝑟′ 2

𝑟2
=

4√
𝑟

(︀√
𝑟
)︀′′

.

Îïðåäåëèâ íîâóþ ïåðåìåííóþ 𝑦 êàê

𝑦 =
√
𝑟, (11)

íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ íåå:

𝑦′′ +
1 + 2𝑘𝑙2

4𝑦3
= 0. (12)

5 Внутреннее решение

Ïîäñòàâèì ïðèíÿòîå âûðàæåíè äëÿ ôóíêöèè Ψ â êîìïîíåíòû òåíçîðà
Ðè÷÷è (7). Îíè ïðèíèìàþò âèä

𝑅00 =
𝑟′′

𝑟
− 𝑟′ 2

𝑟2
− 𝑘𝑙2

𝑟2

𝑅11 = 𝑅22 = 𝑅33 = 3
𝑟′′

𝑟
+

𝑟′ 2

𝑟2
.
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Ñëåä ýòîãî òåíçîðà ðàâåí

𝑅 = −8𝑟′′

𝑟
− 4𝑟′ 2

𝑟2
− 𝑘𝑙2

𝑟2

òàê ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Ýéíøòåéíà ïëîòíîñòü ìàòåðèè èñòî÷íèêà ïîëÿ
𝜇(𝑠) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ 𝑟 êàê

𝜇 =
8𝑟′′

𝑟
+

4𝑟′ 2 + 𝑘𝑙2

𝑟2
. (13)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè 𝑦(𝑠) äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèé
(12). Ñíèçèâ ïîðÿäîê:

𝑦′ = ±

√︃
𝐶 − 1 + 2𝑘𝑙2

𝑦2
,

íàõîäèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ 𝑦 èìååò íèæíåå îãðàíè÷åèå:

𝑦 ≥ 1 + 2𝑘𝑙2

𝐶
.

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî íèæíåå îãðàíè÷åíèå èìååò ðàäèóñ êîîðäèíàòíîé ñôåðû
𝑟(𝑠), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì êàê 𝑎:

𝑎 ≥

(︃
1 + 2𝑘𝑙2

𝐶

)︃
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòîÿííàÿ 𝐶 çàäàåò ýòîò ìèíèìóì, ò.å. ðàäèóñ êðî-
òîâîé íîðû â íåéòðîííîé ìàòåðèè:

𝐶 =
1 + 2𝑘𝑙2

𝑎
. (14)

Â äàëüíåéøåì âìåñòî ïîñòîÿííîé 𝐶 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàäèóñ êðîòîâîé
íîðû 𝑎. Óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

𝑦𝑦′√︁
𝑦2

𝑎 − 1

=
1

1 + 2𝑘𝑙2

è ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû (11) èíòåãðèðóåòñÿ:√︂
𝑟

𝑎
− 1 =

𝑠

2𝑎
√
1 + 2𝑘𝑙2

.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (8) è (10), íàõîäèì îêîí÷àòåëüíûé âèä
îáåèõ èñêîìûõ ôóíêöèé:

𝑟 = 𝑎

(︃
1 +

𝑠2

4𝑎2(1 + 2𝑘𝑙2)

)︃
(15)

Φ = 𝑎
√
𝑘

(︃
1 +

𝑠2

4𝑎2(1 + 2𝑘𝑙2)

)︃
.

Èç ôîðìóëû (13) âèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü ìàññû ìàòåðèè 𝜇
âñþäó ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � íàéòè äàâëåíèå ýòîé ìàòåðèè.
Îíî ðàâíî êîìïîíåíòàì 𝐺𝑎𝑎, 𝑎 = 1, 2, 3 òåíçîðà Ýéíøòåéíà, è äëÿ èãî âû-
÷èñëåíèÿ ïðèâåäåì òèïè÷íûå âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå â òåíçîð Ðè÷÷è. Äëÿ
èõ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷èì

𝜆 = 1 + 2𝑘𝑙2. (16)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

𝑟′′

𝑟
=

2

4𝑎2𝜆+ 𝑠2
,

𝑟′ 2

𝑟2
=

4𝑠2

(4𝑎2𝜆+ 𝑠2)2
,

1

𝑟2
=

4𝑎2𝜆

(4𝑎2𝜆+ 𝑠2)2
.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ôîðìóëû (7) è ñîñòàâëåíèå êîìïîíåíò òåí-
çîðà Ýéíøòåéíà ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:

𝐺00 =
12𝑎2𝜆2 + 82𝑎2𝜆+ 31𝑠2

(4𝑎2𝜆+ 𝑠2)2
(17)

𝐺11 = 𝐺22 = 𝐺33 =
48𝑎2𝜆2 − 64𝑎2𝜆− 9𝑠2

(4𝑎2𝜆+ 𝑠2)2
.

Ãðàíèöà ìàòåðèè çàäàíà íóëåì äàâëåíèÿ, ò.å. ÷èñëèòåëÿ äðîáè â ïðàâîé
÷àñòè âòîðîé ñòðîêè:

48𝑎2𝜆2 − 64𝑎2𝜆− 9𝑠2 = 0.

Ýòîò íóëü ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëü-

íà: 𝑘𝑙2 < 1
6 . Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïîâåðõíîñòü íåéòðîííîé çâåçäû çàäàíà

çíà÷åíèåì ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû

𝑠 ≡ 𝑠𝑏 =
4𝑎

√
3𝜆− 4𝜆2

3
. (18)

Îñòàâøàÿñÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäîãíàòü ïàðàìåòðû âíóòðåííåãî
è âíåøíåãî, ò.å. âàêóóìíîãî ðåøåíèé òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

8



6 Внешнее решение и условие на границе

Î÷åðåäíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ îáëàñòè ñîñòàâëÿþò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ãåîìåò-
ðèÿ âíåøíåé îáëàñòè çàäàíà ðåøåíèåì Òàóáà-ÍÓÒ, ïðåäñòàâèìîå â ñôåðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ {𝑡, 𝑢, 𝜃, 𝜙} òåòðàäîé

𝜈0 =

√︃
𝑢2 − 2𝑚𝑢− 𝑙2

𝑢2 + 𝑙2
(d𝑡+ 2𝑙 cos 𝜃), (19)

𝜈1 =

√︃
𝑢2 + 𝑙2

𝑢2 − 2𝑚𝑢− 𝑙2
d𝑢,

𝜈2 =
√︀

𝑢2 + 𝑙2 d𝜃, 𝜈3 =
√︀
𝑢2 + 𝑙2 sin 𝜃d𝜙.

Ïðåæäå âñåãî, îáúåäèíèì ñèñòåìû êîîðäèíàò â íèõ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà â ðàçíûõ îáëàñòÿõ, ò.å. 𝑠 âî âíóòðåííåé è 𝑢
âî âíåøíåé, èìååò ðàçíûé ñìûñë. Âî âíóòðåííåé îáëàñòè êîîðäèíàòà 𝑠
îïðåäåëåíà êàê ðàññòîÿíèå îò êðîòîâîé íîðû, à ðàññòîÿíèå âäîëü ðàäèàëü-
íîé ëèíèè çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì îò 1-ôîðìû 𝜈1 èç ôîðìóë (19). Íèêàêîé
íåîáõîäèìîñòè ïðåâðàùàòü êîîðäèíàòó 𝑢 â ïðîäîëæåíèå ðàññòîÿíèÿ 𝑠 âî
âíåøíþþ îáëàñòü íåò, òåì áîëåå, ÷òî ðåøåíèå Òàóáà-ÍÓÒ èìååò íàèáîëåå
ïðîñòîé âèä â òåõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ îíî ïðåäñòàâëåíî. Îäíàêî, ïðåæ-
äå, ÷åì äåëàòü ñëåäóþùèé øàã, äîïóñòèì, ÷òî ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ñäâèã
êîîðäèíàòû 𝑢 íà íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ 𝑢0è èçìåíåíèåì ìàñøòàáà:

𝑠 =
𝑢− 𝑢0

𝜅
, 𝑢 = 𝜅𝑠+ 𝑢0 (20)

Âåëè÷èíà ñäâèãà è ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü áóäóò èñïîëüçîâàíà êàê ïðîèç-
âîëüíûå ïàðàìåòðû ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ øàãîâ.

Ñëåäóþùèì øàãîì îáúåäèíèì ïîëÿ òåòðàä, ââåäåííûå âî âíåøíåé è
âíóòðåííåé îáëàñòÿõ, òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü åäèíîå íåïðå-
ðûâíîå ïîëå òåòðàä. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöåé âíåøíåé è âíóòðåííåé
îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíàÿ ñôåðà 𝑠 = 𝑠𝑏. Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû
1-ôîðìû 𝜈𝑎 ñ îáåèõ ñòîðîí îò ãðàíèöû ñîâïàëè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

𝑎
√
𝑘

(︃
1 +

𝑠2

4𝑎2(1 + 2𝑘𝑙2)

)︃
=

√︃
(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 − 2𝑚(𝜅𝑠+ 𝑢0)− 𝑙2

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2

1 = 𝜅

√︃
(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 − 2𝑚(𝜅𝑠+ 𝑢0)− 𝑙2
,

𝑎

(︃
1 +

𝑠2

4𝑎2(1 + 2𝑘𝑙2)

)︃
=
√︀

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2
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ïðè 𝑠 = 𝑠𝑏. Âñå òðè ðàâåíñòâà óïðîùàþòñÿ:

1 +
𝑠2𝑏

4𝑎2(1 + 2𝑘𝑙2)
=

1

𝑎
√
𝑘

(21)

(1− 𝜅2)(𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0)
2 − 2𝑚(𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0) = (1 + 𝜅2)𝑙2

1

𝑘
= (𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0)

2 + 𝑙2.

Åäèíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è íåïðåðûâíîå ïîëå òåòðàä äîñòàòî÷íû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Êðèâèçíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ 4-ôîðìó êàê âî âíóòðåííåé, òàê è âî âíåøíåé îáëà-
ñòè, íà ãðàíèöå ýòèõ áëàñòåé íåêîòîðûå êîìïîíåíòû êðèâèçí ìîãóò èìåòü
êîíå÷íûé ðàçðûâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêè ðàçóìíîãî ðåøåíèÿ äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ðàçðûâ èìåëà êîìïîíåíòà 𝐺00 òåíçîðà Ýéíøòåéíà. Òàêîé
ðàçðûâ îçíà÷àë áû, ÷òî ìàòåðèÿ èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì æèäêîñòè, ïëîòíîñòü êîòîðîé íà ãðàíèöå ñ âàêóóìîì îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü èìåííî òàêèì îáðàçîì, ò.å. ñêà÷êîì îò çíà÷åíèÿ (13) ïðè 𝑠 ≤ 𝑠𝑏
ê çíà÷åíèþ 𝜇 = 0 ïðè 𝑠 ≥ 𝑠𝑏. Íåäîïóñòèìà òîëüêî îñîáåííîñòü êðèâèç-
íû íà ãðàíèöå ìàòåðèè è âàêóóìà. Òàêàÿ îñîáåííîñòü íå âîçíèêàåò, åñëè
1-ôîðìà ñâÿçíîñòè íåïðåðûâíà. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè íåïðåðûâíû
ïðîèçâîäíàûå âñåõ êî-âåêòîðîâ òåòðàäû. Âñåãî ýòèõ ïðîèçâîäíûõ äâå è îíè
ñâîäÿòñÿ ê ïðîèçâîäíûì ôóíêöèé Φ(𝑠) è 𝑟(𝑠). Ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîé èç íèõ
ðàâíà

Φ′(𝑠) =
𝑠
√
𝑘

2𝑎(1 + 2𝑘𝑙2)
, 𝑠 ≤ 𝑠𝑏

è

Φ′ = 𝜅

√︃
(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 − 2𝑚(𝜅𝑠+ 𝑢0)− 𝑙2

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2
×

×
(︂

𝜅𝑠+ 𝑢0 −𝑚

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 − 2𝑚(𝜅𝑠+ 𝑢0)− 𝑙2
− 𝜅𝑠+ 𝑢0

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2

)︂
, 𝑠 ≥ 𝑠𝑏.

Ïðèðàâíèâàíèå èõ íà ãðàíèöå îáëàñòåé 𝑠 = 𝑠𝑏 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

𝑠𝑏
√
𝑘

2𝑎(1 + 2𝑘𝑙2)
=

𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0 −𝑚

(𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0)2 − 2𝑚(𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0)− 𝑙2
− 𝜅𝑠𝑏 + 𝑢0

(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2
. (22)

Òî÷íî òàêæå, ïðîèçâîäíàÿ âòîðîé èç íèõ ðàâíà

𝑟′ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑠

2𝑎(1 + 2𝑘𝑙2)
, 𝑠 ≤ 𝑠𝑏

𝜅2𝑠√︀
(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2

, 𝑠 ≥ 𝑠𝑏
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ïðèðàâíèâàíèå åå çíà÷åíèé íà ãðàíèûå äàåò åùå îíî ðàâåíñòâî:

1

2𝑎(1 + 2𝑘𝑙2)
=

𝜅2√︀
(𝜅𝑠+ 𝑢0)2 + 𝑙2

. (23)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç ñåìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (16,18,
21,22,23) äëÿ âîñüìè íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ � ðàäèóñà êðîòîâîé íîðû 𝑎,
êîýôôèöèåíòîâ 𝑘 è 𝜅, ãðàâèìàãíèòíîãî çàðÿäà 𝑙 è ìàññû íåéòðîííîé çâåç-
äû 𝑚, âåëè÷èíû ñäâèãà ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû 𝑢0, êîîðäèíàòû ïîâåðõíî-
ñòè 𝑠𝑏 è âñïîìîãàòåëüíîé ïîñòîÿííîé 𝜆. Îäíà èç ýòèõ ïîñòîÿííûõ, ñêàæåì,
ìàññà íåéòðîííîé çâåçäû, ìîæåò áûòü çàäàíà ïðîèçâîëüíî, îñòàëüíûå ñëå-
äóåò íàéòè, ðåøèâ ýòé ñèñòåìó. Ñäåëàòü ýòî àíàëèòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì.

7 Заключение

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ê
ëþáîìó âàêóóìíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà áûëà àêòóàëüíà ñ òåõ
ïîð, êàê Êàðë Øâàøöøèëüä ïîëó÷èë ïåðâîå èç íèõ. Ýòîò ôàêò ïðèçíà-
âàëñÿ è çàäà÷à ðåøàëàñü äî òåõ ïîð, ïîêà íå áûëî ïîëó÷åíî ïåðâîå íåñòà-
òè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñòîëêíóâøèñü âïåðâûå ñ íåñòàòè÷åñêèì ïðîñðàíñòâîì-
âðåìåíåì, ôèçèêè ñäåëàëè ÷åðíóþ äûðó åäèíñòâåííûì òàêèì èñòî÷íèêîì
è èçîáðàæàþò åå êàê åäèíñòâåííóþ ðåàëüíîñòü àñòðîôèçèêè. Òåì íå ìåíåå
ýòà çàäà÷à ïîëó÷èëà öåëîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé â âè-
äå òîíêîãî äèñêà, ïðåäñòàâëåííûõ â íàøèõ ðàáîòàõ [5, 6]. Îäíàêî òîíêèé
äèñê � ýòî î÷åíü ñïåöèôè÷íûé îáúåêò, òàê ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé îñòàåòñÿ íåçàòðîíóòîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëà-
íà ïîïûòêà íàéòè ïîäõîä ê åå ðåøåíèþ â ñàìîì ïðîñòîì íåñòàòè÷åñêîì
ñëó÷àå, ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Íåñòàòè÷íîñòü â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëü-
íûì ñëåäñòâèåì ïðèñóòñòâèÿ ãðàâèìàãíèòíîãî çàðÿäà, êîòîðûé, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ñòîëü æå îáÿçàòåëüíûì ñëåäñòâèåì íåéòðîíîâ êîòîðûå
èì îáëàäàþò. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòàâëÿåò åäèíñòâåííóþ âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîèòü êàêèå-íèáóäü ìîäåëè íåéòðîííûõ çâåçä, è, êàê ïîêàçàëî
èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè òàêîãî ðîäà, â íåì îáÿçà-
òåëüíî ïðèñóòñòâóåò êðîòîâàÿ íîðà ñî âñåìè âûòåêàþùèìè ïîñëåäñòâèÿ-
ìè. Êðîòîâàÿ íîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, íå èìå-
þùóþ âíóòðåíåé è âíåøíåé ñòîðîí, ò.ê. ðàçåëÿåò äâå âíåøíèå îáëàñòè.
Îíà æå èãðàåò ðîëü íîñèòåëÿ íåéòðîííîé ìàòåðèè êîòîðàÿ, êàê ïîêàçàëè
íàøè ïðåæíèå èññëåäîâàíèÿ, íå ìîæåò îáëàäàòü îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ. Â
îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Òàóáà-ÍÓÒ, â íàøå îáå âíåøíèå îáëàñòè
èäåíòè÷íû, ò.å. â íèõ èñòî÷íèê ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðèòÿãèâàåò ïðîáíûå
÷àñòèöû.
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Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåéòðîíû ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü âíå êðîòî-
âîé íîðû, îáðàçóÿ îáúåìíóþ ïëîòíîñòü, îäíàêî èõ ãàðâèìàãíèòíûé çàðÿä
íå ìîæåò ðàññìòðèâàòüñÿ êàê èñòî÷íèê ñâîåãî ãðàâèìàãíèòíîãî ïîëÿ ò.ê.
äëÿ îïèñàíèÿ òàêîâîãî íå ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ. Ïîýòîìó
ìàòåðèþ âíå ýòîé ïîâåðõíîñòè ìû ñ÷èòàåì ýëåêòðîííî-ïðîòîííîé ïëàçìîé.
Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó åå ÷àñòèöàìè ÿâëÿåòñÿ äàëüíèì, ïîýòîìó çàêîí ðàâ-
íîðàñïðåäåëåíèÿ â íåé ìîæåò íå ðàáîòàòü. Òåì íå ìåíåå, ïðè ïîñòðîåíèè
ìîäåëè èñòî÷íèêà ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îí äåéñòâóåò è ñëåäîâàòåëüíî, åãî
ìàòåðèÿ èçîòðîïíà, òàê ÷òî âîçìîæíî, ýòî ïðåäïîëîæåíèå áûëî íå òîëü-
êî íåîáÿçàòåëüíûì, íî è îñëîæíèëî ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîñòðîåííàÿ íàìè
ìîäåëü íå ïðåòåíäóåò íà îïèñàíèå íåéòðîííûõ çâåçä, íî ïîêàçûâàåò ïðèí-
öèïèàëüíóþ ðåøàåìîñòü ýòîé çàäà÷è â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå è äåìîíñòðè-
ðóåò ãëàâíûå îñîáåííîñòè ýòèõ îáúåêòîâ, à èìåííî, îáÿçàòåëüíîå ïðèñóò-
ñòâèå êðîòîâîé íîðû è ðàñïîëîæåíèå âñåõ íåéòðîíîâ íà íåé. Áîëåå îáùèå
ìîäåëè ìîæíî ïîñòðîèòü, èãíîðèðóÿ óðàâíåíèå èçîòðîïíîñòè ? íî èõ íåîá-
õîäèìî äîïîëíÿòü ïîñòðîåíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùóþ
àíèçîòðîïíîñòü òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.
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