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Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðîñòîì ãðàôå áåç
ëèìèòîâ íà ïåðåìåùåíèÿ ðåñóðñîâ. È äëÿ íåå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â âèäå íàáîðà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,
ñâÿçûâàþùèõ ïðåäëîæåíèÿ ðåñóðñîâ è ïîòðåáíîñòè â íèõ. Çàòåì ïðåäëàãàåòñÿ
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åííûé ðå-
çóëüòàò çàâèñèò òîëüêî îò ñòðóêòóðû èñõîäíîãî ãðàôà.
This article considers an allocation problem on a simple graph without limits on
resource movements. And for it, necessary and su�cient conditions for the existence of
solutions are established in the form of a set of linear inequalities connecting the supply
of resources and the need for them. An algorithm for constructing all independent linear
constraints is then proposed. The result obtained depends only on the structure of the
original graph.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè â ñåòÿõ, äâóäîëüíûå ãðàôû

REQUIRED AND SUFFICIENT CONDITIONS FOR EXISTENCE
SOLUTIONS FROM DISTRIBUTION PROBLEMS WITH CONSTRAINTS

F.M. Kemper

This article considers an allocation problem on a simple graph without limits on
resource movements. And for it, necessary and sufficient conditions for the existence of
solutions are established in the form of a set of linear inequalities connecting the supply
of resources and the need for them. An algorithm for constructing all independent
linear constraints is then proposed. The result obtained depends only on the structure
of the original graph.
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Ââåäåíèå

Ïðè àíàëèçå çàäà÷ ïîòîêîâ â ñåòÿõ èññëåäîâàòåëè àêöåíòèðóþò îñíîâíîå âíèìàíèå
íà ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñåòè � çàëà÷å ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è åå îáîáùåíèè. Ïîë-
íûé íàáîð óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòîêîâ â êîíêðåòíîé ñåòè, êàê âèäíî èç ðåçóëüòà-
òà [2], åñòü äîâîëíî áîëüøîé íàáîð îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. È êîíñòðóêòèâ-
íîå âûäåëåíèå èç íèõ ïîäìíîæåñòâà íåçàâèñèìûõ íåðàâåíñòâ ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî
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ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïîýòîìó ïðè ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîì àíàëèçå ñåòè (âàðèàöèè åå ïàðà-
ìåòðîâ)ïðèõîäèòñÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ ðåøàòü çàäà÷ó î ìàêñè-
ìàëüíîì ïîòîêå äâîéñòâåííîé ñåòè [2]. Åñòü ïîïûòêè èñïîëüçîâàòü âàðèàöèþ ïàðàìåò-
ðîâ â çàäà÷å î ðàññòîÿíèÿõ â ñåòè, íàïðèìåð [3]. Â [4] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå
ýìïèðè÷åñêèå ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ è âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ â ãîðîäñêèõ òðàíñïîðò-
íûõ ñåòÿõ. Â [5] äëÿ ìíîãîñòàäèéíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ïî
ñåòè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Ìíå óäàëîñü äëÿ êîíêðåòíîãî òèïà ñåòè - ðàñïðåäåëèòåëüíîé ñåòè íà äâóäîëüíûõ
ãðàôàõ (çàäà÷à òðàíñïîðòèðîêè òîâàðà) ýëåìåíòàðíûì ìåòîäîì ïîëó÷èòü êîíñòðóê-
òèâíîå îïèñàíèå è ýôôåêòèâíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ âñåõ ýòèõ íåçà-
âèñèìûõ óñëîâèé. Ñòðóêòóðà è êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé çàâèñÿò òîëüêî îò ñòðóêòóðû
èñõîäíîãî ãðàôà è ïîýòîìó óñòîé÷èâû ê âàðèàöèÿì çàïàñîâ â èñòî÷íèêàõ è ïîòðåáíî-
ñòåé ó ïîòðåáèòåëåé.

1. Ïîñòàíîâêà

Ïðîñòîé ãðàô G = (X, Y,Γ) ýòî ãðàô, îïðåäåëÿåìûé äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ìíîæåñòâàìè X è Y è ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì Γ ìíîæåñòâà X â Y [1] (ãëàâà
10).

X={xi, i = 1..n} ,Y={yj, j=1..m} . Äóãà (xi, yj)∈ G ⇐⇒ yj ∈ Γxi.
Â êàæäîé âåðøèíå xi åñòü çàïàñ ïðîäóêòà â êîëè÷åñòâå ai = a(xi) > 0, ïîòðåáíîñòü

êàæäîé âåðøèíû yj � bj = b(yj) > 0. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð íåîãðàíè÷å-
íû. Ñïðàøèâàåòñÿ, ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó {ai} è {bj} âåñü çàïàñ ïðîäóêòà
ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ïîòðåáèòåëÿìè, íàñûòèâ èõ ïîëíîñòüþ. Ò.å. ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ñîâìåñòíà ñèñòåìà (1), ãäå φ(xi, yj) - ïîòîê ïî äóãå (xi, yj).{

ai =
∑

j φ(xi, yj)

bj =
∑

i φ(xi, yj)
(1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâÿçíûé ãðàô G. ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ íåñâÿçíîãî ãðà-
ôà åñòü îáúåäèíåíèå îãðàíè÷åíèé äëÿ åãî êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.

. . .

2. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2) è óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè.{
ai ⩽

∑
j φ(xi, yj)

bj ⩾
∑

i φ(xi, yj)
(2)

Äîïîëíèì ãðàô G äî òðàíñïîðòíîé ñåòè S, äîáàâèâ âõîä s, âûõîä t è äóãè (s, xi),
(yj, t), i=1..n, j=1..m.

Êàæäîé äóãå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë - ãðàíèöû ïîòîêà ïî ýòîé äóãå.
Äëÿ (s, xi): (ai,∞), äëÿ (xi, yj): (0, ∞), äëÿ (yj, t): (0, bj). Òîãäà ñèñòåìà (2) ðàçðåøèìà
⇐⇒ ∃ ïîòîê ïî ñåòè S.

Â [1] (ãëàâà 8, òåîðåìà 2 � Ãîôìàí), èìååòñÿ òàêàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü êàæäîé äóãå u íåêîòîðîé òðàíñïîðòíîé ñåòè îòíåñåíû äâà öåëûõ

÷èñëà a(u) è b(u) [0 ⩽ a(u) ⩽ b(u)]. Ïóñòü ℵ - ñåìåéñòâî òåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
âñåõ âåðøèí ñåòè, êîòîðûå ëèáî íå ñîäåðæàò íè s, íè t, ëèáî ñîäåðæàò s è t îäíîâðå-
ìåííî. Ñóùåñòâóåò ïîòîê φ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ a(u) ⩽ φ(u) ⩽ b(u), òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà b(U−
L) ⩾ a(U+

L)äëÿ âñåõ L ∈ ℵ. Çäåñü U−
L - äóãè, çàõîäÿùèå â L, U+

L

- äóãè, èñõîäÿùèå èç L.
Äëÿ íàøåé çàäà÷è óäîáíåå âìåñòî ìíîæåñòâ L ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà D = S∖L

òîãî æå òèïà, ÷òî è â òåîðåìå âûøå. Äëÿ íèõ b(U−
L) = b(U+

D) è a(U+
L) = a(U−

D). Òîãäà
íåðàâåíñòâà òåîðåìû ïðèíèìàþò âèä

a(U−
D) ⩽ b(U+

D) (3)

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ (3) íåòðèâèàëüíû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îãðàíè÷åíèÿ (3) íåòðèâèàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D ⊆
G è xi ∈ D =⇒ Γxi ⊆ D.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Åñëè xi ∈ D è yj ∈ Γxi, íî yj /∈ D, òî (xi, yj) ∈ U+

D, b(xi, yj) = ∞ è îãðàíè÷åíèå äëÿ
D òðèâèàëüíî.

Èòàê, äëÿ êàæäîãî xi ∈ D òàê æå è Γxi ⊆ D.
Åñëè s ∈ D, t ∈ D è xi /∈ D, òî b(s, xi) = ∞ è îãðàíè÷åíèå äëÿ D òðèâèàëüíî.
Åñëè s /∈ D, t /∈ D, xi /∈ D, yj ∈ D, òî (xi, yj) ∈ U−

D, a(xi, yj) = 0 è îãðàíè÷åíèå äëÿ
D òðèâèàëüíî.

Åñëè s ∈ D, t ∈ D è ∀xi ∈ D , òî, ïî ïðåäûäóùåìó, Γ(X) = Y ⊆ D è D = S.Íî ó S
íåò âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ äóã � îãðàíè÷åíèå îòñóòñòâóåò.

Åñëè D ⊆ G, {xi} ⊆ D, {Γxi} ⊆ D, òî U−
D = {(s, xi)},U+

D = {(yj, t)|yj ∈ Γxi}, à
a(s, xi) < ∞, b(yj, t) < ∞ è îãðàíè÷åíèå íåòðèâèàëüíî.

Âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîèùåì ñëó÷àè, êîãäà îäíè îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ.
Åñëè Γxi = Γxj = Y0, òî îãðàíè÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå D0 = {{xi, xj}, Y0}, ñèëüíåå

êàæäîãî èç îãðàíè÷åíèé äëÿ Dk = {xk, Y0}, k ∈ {i, j}. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ xi ñ îäíèì
îáùèì Γxi áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî îãðàíè÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îáúåäèíåíèþ òàêèõ
xi ñ Dmax(Y0) = {{xi}, Y0|Γxi = Y0, Y0 ⊆ Y }.

Åñëè Γxi∩Γxj = ∅, òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ Di = {xi,Γxi}, Dj = {xj,Γxj} â ñóììå äàþò
îãðàíè÷åíèå äëÿDi∪Dj.Ò.å. îãðàíè÷åíèå äëÿDi∪Dj ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îãðàíè÷åíèé
äëÿ Di, Dj.

Åñëè Γxi ⊂ ΓX1, òî îãðàíè÷åíèå äëÿ D1i = {{xi} ∪X1,ΓX1} ñèëüíåå îãðàíè÷åíèÿ
{X1,ΓX1}. Â òî æå âðåìÿ îñòàåòñÿ îãðàíè÷åíèå {xi,Γxi}.

Åñëè Γxi ⊃ ΓX1, òî îãðàíè÷åíèå äëÿ D1i = {{xi} ∪X1,ΓX1} ñèëüíåå îãðàíè÷åíèÿ
{xi,Γxi}. Â òî æå âðåìÿ îñòàåòñÿ îãðàíè÷åíèå {X1,ΓX1}.

Åñëè ΓX1 ∖ΓX2 ̸= ∅ è ΓX2 ∖ΓX1 ̸= ∅, òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ {X1,ΓX1} è {X2,ΓX2}
íåçàâèñèìû.

. . .

3. Àëãîðèòì

Äëÿ ãðàôà G ñòðîèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè M(G), ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì èç X à ñòîëáöû - âåðøèíàì èç Y .

Äëÿ X ãðàôà G ââîäèì ðàññòîÿíèå ρ ìåæäó âåðøèíàìè xi : ρ (xi, xj) = 1 ïðè
Γxi ∩ Γxj ̸= ∅, èíà÷å ρ (xi, xj) = 0. Ñòðîèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ñìåæíîñòè M(X),
à ïî íåé - ãðàô ñìåæíîñòè Q(X) = (X, {[xi, xj]|ρ (xi, xj) = 1}).

ßñíî, ÷òî M(X) = M(G) × MT (G), ãäå óìíîæåíèå ìàòðèö ïðîèñõîäèò â áóëåâîé
àëãåáðå, ò.å. ýëåìåíòû M(G) ñ÷èòàåì ýëåìåíòàìè áóëåâîé àëãåáðû.
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Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû â îãðàíè÷åíèÿõ (3) ðàâíû 1 èëè 0, òî ìîæíî õðàíèòü
êàæäîå îãðàíè÷åíèå â ïàðå áèòîâûõ ñòðîê ñ äëèíàìè n è m, ãäå n = |X|,m = |Y |.
Íóìåðàöèÿ áèòîâ â ýòèõ ñòðîêàõ èäåò ñïðàâà íàëåâî è ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó ñòðîê â
M(X), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íóìåðàöèþ âåðøèí â X. Äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ Di =
{{xik}, {yil}|Γ({xik}) = {yil}} â ñòðîêè çàíîñÿòñÿ 1k è 1l, ãäå 1t - 1 íà ìåñòå t â ñòðîêå.
Äëÿ âñåõ îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåì ìàññèâ ïàð ñòðîê R.

Ãðàô Q(X) îáõîäèì âøèðü.
Íà êàæäîì øàãå äîáàâëÿåì âñå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ xj â ïîäãðàôå Xj = {{xk}|k ⩽ j},

ñ÷èòàÿ ÷òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âñåõ Xk ñ k < j óæå çàíåñåíû â ìàññèâ ñòðîê.

Íà 1-ì øàãå â ìàññèâ R çàíîñÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî äëÿ {x1}.
Öèêë ïî âñåì xj, j = 2..|X|, øàã j:

Ìàññèâ R ïåðåä øàãîì j ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åí.
Äëÿ âåðøèíû xj âûáèðàåì èç ãðàôà Q(X) âñå ñâÿçè {xk|ρ (xk, xj) = 1, k < j},

óïîðÿäî÷èâàåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïîëó÷åííûé ñïèñîê.
Èùåì â ìàññèâå R âñå ñòðîêè îãðàíè÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçÿì âåðøèíû

xj (ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà îäèí ïðîõîä, òàê êàê ìàññèâ R è ñïèñîê ñâÿçåé óïîðÿäî÷åíû
îäèíàêîâî).

Äîáàâëÿåì â ìàññèâ R îãðàíè÷åíèå {xj}.
Çàíîñèì 1j â êîïèþ êàæäîé ñòðîêè èç íàéäåíîãî ñïèñêà îãðàíè÷åíèé, äîáàâ-

ëÿåì ýòè êîïèè â êîíåö ìàññèâà R, íàðàùèâàÿ åãî.
Çàïîëíÿåì áèòîâûå ñòðîêè äëÿ Y , ïîëüçóÿñü óñëîâèåì Γxj = Yj è ìàòðèöåé

M(G).
Åñëè Yj ñîâïàäàåò ñ Yk ó îãðàíè÷åíèÿ k èç ñïèñêà ñâÿçåé, òî óáèðàåì èñõîäíîå

îãðàíè÷åíèå k èç ìàññèâà R.
Â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé óïîðÿäî÷åííîñòü ìàññèâà R ñîõðàíÿåòñÿ.

Â êîíöå ïîëó÷àåì íàáîð îãðàíè÷åíèé â âèäå ìàññèâà ñòðóêòóð èç äâóõ áèòîâûõ
ñòðîê.

. . .

4. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 0 (êîíôèãóðàöèÿ '1-1'): X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 1..n},Γxi = yi.
Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç îäíîé äóãè è ÷èñëî îãðàíè÷åíèé - n.

Ïðèìåð 1 (êîíôèãóðàöèÿ 'Íàïîð'): X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 1..n},Γxi =
{yj|j = 1..i}. Âñåãî îãðàíè÷åíèé n: {{xi}, {yi}|i = 1..k}, k = 1..n.

Ïðèìåð 2 (êîíôèãóðàöèÿ 'Ïèëà'): X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 1..n + 1},Γxi =

{yi, yi+1}. Âñåãî îãðàíè÷åíèé 1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2

.
Ïðèìåð 3 (êîíôèãóðàöèÿ 'Ïàóê'):X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 0..n},Γxi =

{y0, yi}. Âñåãî îãðàíè÷åíèé 2n − 1.
. . .

5. Ñèñòåìà ðàâåíñòâ{
ai =

∑
j φ(xi, yj)

bj =
∑

i φ(xi, yj)
⇐⇒ (2) &

{
ai ⩾

∑
j φ(xi, yj)

bj ⩽
∑

i φ(xi, yj)
Çíà÷èò, îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû ðàâåíñòâ ñîñòîÿò èç îãðàíè÷åíèé äëÿ ñèñòåìû

íåðàâåíñòâ (2), èçó÷åííûå ðàííåå, è îãðàíè÷åíèé äëÿ äâîéñòâåííîé ñåòè T, ó êîòîðîé,
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ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåòüþ S, íàïðàâëåíèÿ äóã èçìåíåíû íà îáðàòíûå, s → t, t → s. Îãðà-
íè÷èòåëè ïî äóãàì áóäóò: äëÿ (s, yj) - (bj,∞), äëÿ (yj, xi) - (0, ∞), äëÿ (xi, t) - (0,
ai).

Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ T ïîëó÷àåì îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì è îáúåäèíÿåì èõ ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè äëÿ S.

Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå äëÿ S ΣXai ⩽ ΣY bj è îãðàíè÷åíèå äëÿ T ΣY bj ⩽ ΣXai
îáúåäèíÿþòñÿ â ΣXai = ΣY bj - ñëåäñòâèå èñõîäíîé ñèñòåìû ðàâåíñòâ.

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè èìååòñÿ ïàðà îãðàíè÷åíèé ΣXai ⩽ ΣY bj è ΣY bj ⩽ ΣXai, ò.å
ΣXai = ΣY bj, òî (X, Y ) ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà èñõîäíîãî ãðàôà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå ΓX = Y è ΓY = X.

. . .

Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ ðàñïðåäåëèòåëü-
íîé çàäà÷è ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïîäáèðàòü ðàçìåðû çàïà-
ñîâ, ïîòðåáíîñòåé ïðîäóêòà è àíàëèçèðîâàòü èõ âàðèàöèè.

Àëãîðèòì ñòàòüè ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ñòðîèò íàáîð îãðàíè÷åíèé-
íåðàâåíñòâ äëÿ ïðÿìîãî èëè äóàëüíîãî ãðàôîâ.

Ïðîãðàììà äîñòóïíà íà https://github.com/Gilbert00/TransportNet.
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