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Аннотация

Приведено полное решение задачи о движении заряженной частицы в

магнитном поле тока, текущего в бесконечном прямом проводе. Приведена

также прямая проверка полученного результата.

1 Введение

Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå èíòåðåñíî ñî ìíîãèõ
òî÷åê çðåíèÿ. Îíî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ôèçèêå ïëàçìû, êàê â ëàáîðàòî-
ðèÿõ, òàê è êîñìè÷åñêîé, è âî ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ, êàê
ôèçèêà óñêîðèòåëåé è àíàëèçàòîðîâ ÷àñòèö. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îíî-
ìîãëî áû ñîñòàâèòü âàæíûé ðàçäåë, è, êðîìå òîãî, îíî ñòàâèò èíòåðåñíûå
çàäà÷è â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîòðåá-
íîñòü â ïîñòðîåíèè ïîëíîöåííîé òåîðèè ýòîãî ÿâëåíèÿ î÷åâèäíà. Îäíàêî,
òàêàÿ òåîðèÿ äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíà. Íå íàéäåí ñêîëüêî-íèáóäü óíèâåð-
ñàëüíûé ïîäõîä ê åå çàäà÷àì. Íå íàéäåí ñêîëüêî-íèáóäü óíèâåðñàëüíûé
ïîäõîä ê åå çàäà÷àì.

Ñîñòîÿíèå ýòîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ óæå áîëåå ñòà ëåò
è íå âèäíî íèêàêèõ ïîïûòîê èñïðàâèòü ýòî ïîëîæåíèå. Çà âñþ èñòîðèþ
ïðîñòðàíñòâåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå ïî-
ëó÷åíû òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ � â îäíîðîäíîì ïîëå è â ïîëå ìàãíèòíîãî
ìîíîïîëÿ, íàéäåííûå â XIX ñòîëåòèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïðèâåäåíî
áåç âûâîäà ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è åùå â îäíîì ñëó÷àå � â ñâîáîäíîì
òîðîèäàëüíîì ïîëå. Òàêîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ òîêîì, òåêóùåì â áåñêîíå÷-
íîì ïðÿìîì ïðîâîäå è âíóòðè êàòóøêè, çàìêíóòîé íà ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè,
òîðîèäàëüíîé, è â òîêàìàêå. Ïîëíûé âûâîä ðåøåíèÿ íå ïðèâîäèòñÿ ïî ïðè-
÷èíå èñïîëüçîâàíèÿ â íåì ìàëîèçâåñòíîé ìàòåìàòèêè, â àâòîðñêîé âåðñèè,
èçëîæåíèå êîòîðîé çäåñü áûëî áû íåöåëåñîîáðàçíûì. Âìåñòî ýòîãî ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
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2 Свободное тороидальное магнитное поле

Ñâîáîäíîå òîðîèäàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå åäèíñòâåííî è åãî ÿâíûé âèä
õîðîøî èçâåñòåí. Îíà èçâåñòíà, â ÷àñòíîñòè, êàê ïîëå òîêà â áåñêîíå÷íîì
ïðÿìîì ïðîâîäå. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò êðóãëîãî öèëèíäðà {𝑧, 𝜌, 𝜙}, â êî-

òîðîé ïðîâîä ïðîòÿíóò âäîëü îñè 𝜌 = 0, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ �⃗� ÷èñòî
àçèìóòàëüíà è åå íàïðÿæåííîñòü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíà

𝐻 =
2𝜋𝐼

𝜌
,

ãäå 𝐼 � ýòî âåëè÷èíà òîêà â ïðîâîäå [1].

Ýòî æå ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì �⃗�, åäèíñòâåí-
íàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî 𝐴𝑧 èìååò âèä

𝐴𝑧 = 𝐼 ln 𝜌, 𝐻 =
d𝐴

d𝜌
(1)

Ïîñêîëüêó àðãóìåíò ôóíêöèè ln ìîæåò áûòü òîëüêî áåçðàçìåðíûì, åå ïðè-
íÿòî ïðåäñòàâëÿòü êàê 𝐴𝑧 = 𝐼 ln 𝜌/𝑎, ãäå 𝑎 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàç-
ìåðíîñòè äëèíû. Â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî ñðàçó ââåñòè åäèíèöó äëèíû è
èçìåðÿòü îáå ðàçìåðíûå êîîðäèíàòû â íåé, òàê ÷òî îíè îáå ñòàíîâÿòñÿ áåç-
ðåçìåðíûìè. Ýòî íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïîòîìó, ÷òî îäèí èç èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ îêàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì ê ýòîé êîìïîíåíòå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.
Èòàê, íèæå êîîðäèíàòû 𝑧 è 𝜌 � áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è 𝑧-êîìïîíåíòà
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê â ôîðìóëå (1).

3 Частица и система

Ïðè äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â òîðîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå
åå óãëîâîé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò èñêëþ÷èòü îäíó èç ñòåïåíåé ñâîáîäû � ïåðåìåííóþ 𝜙. Â ðåçóëüòàòå,
ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòèöà êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåëèòñÿ íà äâå � îäíî-
ìåðíóþ è äâóìåðíóþ. Äâóìåðíàÿ îïðåäåëåíà íà ïîëóïëîñêîñòè 𝜙 = const
è åå òðàåêòîðèè çàäàíû èñêîìûìè ôóíêöèÿìè 𝑧(𝑡) è 𝜌(𝑡). Ïîñëå òîãî, êàê
îíè íàéäåíû, äâèæåíèå îäíîìåðíîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

𝜙(𝑡) =

∫︁
𝐿d𝑡

𝑚𝜌2
, (2)

ãäå 𝐿 � ýòî ñîõðàíÿþùèéñÿ óãëîâîé ìîìåíò ÷àñòèöû, à 𝑚 � ýòî åå ìàñ-
ñà. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè äâèæåíèå
äâóìåðíîé ñèñòåìû íà ïîëóïëîñêîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì óãëîâîãî ìî-
ìåíòà.
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Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ ýíåðãèÿ 𝐸 ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ìàãíèòíîì ïî-
ëå ðàâíà åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, âåëè÷èíà èìïóëüñà äâóìåðíîé ñèñòåìû
ðàâíà

𝑝2𝑧 + 𝑝2𝜌 = 2𝑚𝐸 − 𝐿2

𝜌2
. (3)

Åãî êîìïîíåíòû ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿì

�̇�𝑧 = −𝑞𝐻𝑝𝜌
𝑚

, �̇�𝜌 =
𝐿2

𝑚𝜌3
+

𝑞𝐻𝑝𝑧
𝑚

. (4)

Åñëè èõ ïðîèíòåðãðèðîâàòü ïðè êàêèõ-íèáóäü íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, òî ìîæ-
íî íàéòè ýòè êîìïîíåíòû êàê ôóíêöèè âðåìåíè, çàòåì, ïîâòîðíûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïîñòðîèòü òðàåêòîðèþ ñèñòåìû â âèäå ôóíêöèé 𝑧(𝑡), 𝜌(𝑡). Â
îñíîâó ìåòîäà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ïîëîæåíà áîëåå ýôôåêòèâíàÿ èäåÿ: âìå-
ñòî îòäåëüíî âçÿòîé òðàåêòîðèè ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé íà ïî-
ëóïëîñêîñòè. Ýòîìó ñåìåéñòâó ñîîòâåòñòâóåò ïîëå èìïóëüñîâ, êîìïîíåíòû
êîòîðûõ � ýòî ôóíêöèè íå âðåìåíè, à òî÷êè íà ïîëóïëîñêîñòè. Âåëè÷èíà
èìïóëüñà ñèñòåìû çàäàíàíà óðàâíåíèåì (3), åãî êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿ-
þò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (3), ãäå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè áåðóòñÿ êàê äëÿ
ñïëîøíîé ñðåäû:

d

d𝑡
=

𝑝𝜌
𝑚

d

d𝜌
. (5)

Ýòî âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ÷ëåíà 𝑝𝑧
𝑚

d
d𝑧 ïîòîìó, ÷òî ïðîèçâîäíûå âñåõ

ïîÿâèâøèõñÿ çäåñü ôóíêöèé ïî 𝑧 ðàâíû íóëþ. Ìû æå ïîøëè äàëüøå è,
ó÷èòûâàÿ òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåòðèþ ñèñòåìû, ïîëîæèëè, ÷òî òðàåêòîðèè
çàäàíû óðàâíåíèåì

𝑧 + 𝑓(𝜌) = const, (6)

êîòîðîå ñîäåðæèò îäíó èñêîìóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝜌). Íèæå ïðèâåäèòñÿ ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è è åãî ïðÿìàÿ ïðîâåðêà.

4 Динамические потоки и поля импульса

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è, óòî÷íèì åå ïîñòàíîâêó. Çà-
äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè äâèæåíèå ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé ìàññîé
𝑚 è çàðÿäîì 𝑞 â ìàãíèòíîì ïîëå, çàäàííîì óðàâíåíèåì (1). Êðîìå ìàññû è
çàðÿäà îíà îáëàäàåò ñîõðàíÿþùèìèñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ � ýíåðãèåé 𝐸
è óãëîâûì ìîìåíòîì 𝐿 îòíîñèòåëüíî îñè 𝑧, êîòîðûå òàêæå óäîáíî çàôèê-
ñèðîâàòü, íî çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Ñóùåñòâóåò
òàêæå òðåòèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ 𝑁 , êîòîðûé ïîÿâèòñÿ â âèäå ïðîèçâîëü-
íîé ïîñòîÿííîé â îáùåì ðåøåíèè, êîòîðîå áóäåò ïðèâåäåíî íèæå. Ñàìî ýòî
îáùåå ðåøåíèå ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé 𝑓(𝜌). Äåéñòâèòåëüíî, îíà çà-
äàåò òðàåêòîðèè ñèñòåìû â âèäå (6), è, ïîñêîëüêó ïîëå èìïóëüñîâ ñèñòåìû
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âñþäó îðòîãîíàëüíî ãðàäèåíòó ôóíêöèè 𝑧+𝑓(𝜌), è ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
âñþäó ðàâíî 𝑃 (𝜌),

𝑃 (𝜌) =

√︃
2𝑚𝐸 − 𝐿2

𝜌2
, (7)

åãî êîìïîíåíòû ðàâíû

𝑝𝑧 = − 𝑃 (𝜌)𝑓 ′(𝜌)√︀
1 + 𝑓 ′ 2(𝜌)

(8)

𝑝𝜌 =
𝑃 (𝜌)√︀

1 + 𝑓 ′ 2(𝜌)
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îñòàëîñü íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝜌), ÷òî-
áû âûïîëíÿëèñü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4,5):

1

𝑚
𝑝𝜌
d𝑝𝜌
d𝜌

= − 1

2𝑚

d

d𝜌

𝐿2

𝜌2
+

𝑞𝐻𝑝𝑧
𝑚

(9)

1

𝑚
𝑝𝜌
d𝑝𝑧
d𝜌

= −𝑞𝐻𝑝𝜌
𝑚

. (10)

Ýòà ôóíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ åùå îäíó ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ, ÿâëÿþùó-
þñÿ ïî ñìûñëó èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, áóäåò ïðèâåäåíà íèæå.

5 Решение и его проверка

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèþ 𝑓(𝜌) áûë ïðèìåíåí ñïåöèôè÷åñêèé
ïîäõîä, îïèñàíèå êîòîðîãî çàíÿëî áû ñëèøêîì ìíîãî ìåñòà è ïîýòîìó áóäåò
îïóùåíî. Â ðåçóëüòàòå îíà áûëà ïîëó÷åíà â âèäå

𝑓(𝜌) =

∫︁
d𝜌𝜌 · 𝑞[𝐴(𝜌)−𝑁 ]√︀

2𝑚𝐸𝜌2 − 𝐿2 − 𝑞2𝜌2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2
, (11)

ãäå ôóíêöèÿ 𝐴(𝜌) çàäàíà óðàâíåíèåì (1), à 𝑁 � ýòî ïîñòîÿííàÿ, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ ïî ñìûñëó òðåòüèì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ýòîò ìåòîä
ðàíåå íå ïðèìåíÿëñÿ, ìû ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèì, îáåñïå÷èâàåò ëè ïîëó-
÷åííûé âèä ôóíêöèè 𝑓(𝜌) âûïîëíåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (9). Äëÿ ýòîãî,
ïðåæäå âñåãî, íàéäåì ÿâíûé âèä êîìïîíåíò èìïóëüñà (8). Îáå êîìïîíåí-
òû ñîäåðæàò âûðàæåíèå

√︀
1 + 𝑓 ′ 2(𝜌) â çíàìåíàòåëå, êîòîðîå óäîáíî ñðàçó

óïðîñòèòü:

1√︀
1 + 𝑓 ′ 2(𝜌)

=
1√︃

1 +
𝑞2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2

𝑃 2 − [𝐴(𝜌)−𝑁 ]2

=

√︀
𝑃 2 − [𝐴(𝜌)−𝑁 ]2

𝑃
.
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Ïîñëå ýòîãî îíè ïðèîáðåòàþò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé âèä:

𝑝𝑧 = 𝑞[𝑁 − 𝐴(𝜌)] (12)

𝑝𝜌 =
√︀

2𝑚𝐸𝜌2 − 𝐿2 − 𝑞2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáðàùàåò èõ â òîæ-
äåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, òî, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ, âèäíî èç
óðàâíåíèÿ (1) è îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå òàêæå âûïîëíåíî. Äëÿ ïðî-
âåðêè ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíòû 𝑝𝜌 èç (12) âî âòîðîå óðàâíåíèå
(9):

�̇�𝜌 =
𝑝𝜌
𝑚

d𝑝𝜌
d𝜌

=
1

2𝑚

d

d𝜌
𝑝2𝜌 = − 1

2𝑚

d

d𝜌

(︃
𝐿2

𝜌2
+ 𝑞2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2

)︃
=

=
𝐿2

𝑚𝜌3
− 𝑞2

𝑚
[𝑁 − 𝐴(𝜌)] =

𝐿2

𝑚𝜌3
+

𝑞𝐻𝑝𝑧
𝑚

.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ÿâíûé âèä ôóíêöèè îáåñïå÷èâà-
åò âûïîëíåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ïîëå èìïóëüñîâ
ñèñòåìû èìååò âèä (12).

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü íåêîòîðûå äåòàëè. Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû 𝜌 îò
âðåìåíè âûâîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

𝑡 =

∫︁
𝑚d𝜌

𝑝𝜌
= 𝑚

∫︁
d𝜌𝜌√︀

2𝑚𝐸𝜌2 − 𝐿2 − 𝑞2𝜌2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2
(13)

êàê ôóíêöèÿ îáðàòíàÿ ê ïîëó÷èâøåéñÿ ôóíêöèè 𝑡(𝜌). Åñëè ñ÷èòàòü ôóíê-
öèþ 𝜌(𝑡) óñòàíîâëåííîé, òî â òîì æå ñìûñëå óñòàíîâëåíà è ôóíêöèÿ 𝜙𝑡.
Âåðíóâøèñü îò çàäà÷è î äâèæåíèè äâóìåðíîé ñèñòåìû ê èñõîäíîé çàäà-
÷å î äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñâîáîäíîì òîðîèäàëüíîì ìàãíèòíîì
ïîëå â ôîðìå

𝑧 +

∫︁
d𝜌𝜌 · 𝑞[𝐴(𝜌)−𝑁 ]√︀

2𝑚𝐸𝜌2 − 𝐿2 − 𝑞2𝜌2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2
= const, (14)

𝜙(𝜌) = 𝐿

∫︁
d𝜌

𝜌
√︀

2𝑚𝐸𝜌2 − 𝐿2 − 𝑞2[𝐴(𝜌)−𝑁 ]2
.

Íà ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñâîáîäíîì
òîðîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå çàâåðøåíî.

6 Заключение

Ïðèâåäåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå î ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå � òðåòüå çà âñþ èñòîðèþ è ïåðâîå ïîñëå
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XIX â. Óñïåõè â ðàçâèòèè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ âöåëîì íàñòîëüêî íåçíà÷è-
òåëüíû, ÷òî îíî äàæå íå óïîìèíàåòñÿ â òåìå ìåõàíèêè òî÷êè. Îäíîé èç åãî
îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íå íåïðèìåíèì ìåòîä Ãàìèëüòîíà-ßêîáè,
îáåñïå÷èâàþùèé ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷ â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìåõàíèêè. Òî,
÷òî ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ýêâèâà-
ëåíòíà íèêàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, âèäíî, â ÷àñòíîñòè, èç òîãî, ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå òðåòèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ 𝑁 ïîÿâèëñÿ íåîáû÷íûì ïó-
òåì � êàê ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, à íå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êàê
ýòî ïðîèñõîäèò ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî ðîäà íåîáõîäèìî ñîçäàíèå êàêîãî-òî èíîãî
ìåòîäà, îòëè÷íîãî îò ìåòîäà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë
ïðèìåíåí íåêîòîðûé íîâûé ïîäõîä, íî ïîêà îí äàë òîëüêî îäèí ðåçóëüòàò
è íåÿñíî, óäàñòñÿ ëè ýòè ìåòîäîì ïîëó÷èòü êàêèå-íèáóäü äðóãèå. Ïîýòîìó
ïîêà ãîâîðèòü î ñîçäàíèè òàêîãî íîâîãî ìåòîäà ïðåæäåâðåìåííî è ïîýòîìó
ìû âîçäåðæàëèñü îò òîãî, ÷òîáû îïèñûâàòü åãî ñî âñåõ äåòàëÿõ.
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