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Роль метрического тензора в калибровочной
симметрии гравитационного поля

Васильев Н.С.1

В данной работе предложена теория калибровочной симметрии грави-
тационного поля. Особое внимание было уделено метрическому тен-
зору пространства Римана и его роли в формировании неабелевой
симметрии на основе коэффициентов аффинной связности.

Сегодня известны различные физико-математические теории, описыва-
ющие калибровочную симметрию гравитационного поля. К ним, прежде
всего, необходимо отнести теорию струн, которая имеет мощный ма-
тематический фундамент и предлагает оригинальное решение в виде
структурных объектов, а именно, струн, бран и т.д. [1–3]. В виде от-
дельного направления при построении симметрии гравитационного поля
можно выделить модели, где рассматривается увеличение размерности
пространства-времени, большая часть которой в основном вырождена
(свернута) [4]. Применение многомерного пространства-времени позво-
ляет сформулировать не только перенормируемую калибровочную тео-
рию гравитационного поля, но и объединить известные виды взаимо-
действий [5]. Из различных теорий по фундаментальному объединению
необходимо отметить супергравитацию, основанную на группах супер-
симметрии, которые позволяют объединить бозоны и фермионы в, так
называемые, супермультиплеты. Преимущество такого подхода в том,
что суперсимметричные группы и преобразования предоставляют воз-
можность рассчитать параметры потенциальных частиц гравитационно-
го поля [6, 13].

В данной работе применяется математический аппарат Янга-Миллса,
не выходя за рамки общей теории относительности (ОТО) и четырехмер-
ного пространства-времени.
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Результаты

Рассмотрим пространство Римана, для которого задан метрический
тензор (gik) и аффинная связность (Γi

km – коэффициенты связности или
символы Кристоффеля). Известно, что теория Янга-Миллса представля-
ет собой реализацию изотопической инвариантности, а именно, инвари-
антности относительно локальных изотопических поворотов [7, 9, 13]. По
аналогии с теорией Янга-Миллса предположим, что имеет место инва-
риантность относительно локальных поворотов в пространстве Римана,
т. е. метрический тензор, с помощью которого осуществляется указан-
ное локальное вращение (особенности данного вращения рассмотрены
ниже), является источником калибровочного поля. На основе калибро-
вочного преобразования определим, так называемую, «удлиненную» (ко-
вариантную) производную:
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В выражении (1) gdl(∂ngml) = −gml(∂ng
dl) [8]. Учитывая gdlgml = δdm [10],

далее получим
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Сокращая второе и пятое слагаемое, и повторно применяя равенство
−Γj,nm − Γn,jm = −∂mgjn [8, 10], имеем
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В выражении (2) Γi
nm = 1

2
gji(∂mgjn + ∂ngjm − ∂jgmn) [8], Γi

mn = Γi
nm и

единичный 4-тензор (δdn) свернут по индексам d и n [10]. Следователь-
но, при рассматриваемом калибровочном преобразовании производная
«удлиняется» на коэффициент связности.

Далее, воспользовавшись подходом для выражения компонент тен-
зора неабелевых калибровочных векторных полей и обозначениями, ис-
пользованными в работе [9], рассмотрим напряженность калибровочного
поля (Bi

klm) с помощью теории Янга-Миллса [7, 13]:
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Видно, что напряженность калибровочного поля (Bi
klm) полностью соот-

ветствует тензору Римана (Ri
klm = ∂lΓ
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поэтому далее для напряженности калибровочного поля используется
обозначение (Ri

klm). Чтобы выражение (3) было идентично напряжен-
ности поля Янга-Миллса, введем константу (gB = iḡB), где ḡB = 1, в
результате получим

Ri
klm = ∂lΓ

i
km − ∂mΓ

i
kl − igB(Γ

i
nlΓ

n
km − Γi

nmΓ
n
kl) (4)

Исходя из выражения (3) и (4) лагранжиан свободного калибровочного
поля необходимо взять в виде:

Lsv = −1

2
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i Ri
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2
RkmRkm (5)

где Rkm - тензор Риччи. Упрощение тензора Римана (Ri
klm) проведено по

индексам i и l [8, 10].
Затем в соответствии с лагранжианом (5) требуется найти уравне-

ние движения. Для этого необходимо варьировать только символы Кри-
стоффеля, а определитель метрического тензора (g) считать заданным.
Такой подход является обоснованным, поскольку риманову метрику на
многообразие (M) можно накладывать по-разному, фактически, метри-
ческий тензор вводится произвольно за исключением нескольких основ-
ных условий (gik(M) = gik(x

1, ..., xn),Det|gik| ̸= 0,gik = gki) [10]. С другой
стороны аффинную связность в римановом пространстве всегда можно
построить единственным образом при условии равенства нулю круче-
ния (Γi

md = Γi
dm) и неизменности скалярного произведения двух векто-

ров, которые одновременно подвергаются параллельному переносу вдоль
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какого-либо пути [10]. Напряженность калибровочного поля (тензор Ри-
мана) выразим в следующем виде:
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Альтернация тензора Ri
klm по индексам l и m проведена без удвоения

[10]. Тогда вариация действия калибровочного поля равна:
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Первое слагаемое в подынтегральном выражении (7) проинтегрируем по
частям, во втором слагаемом заменим индекс n на i, в третьем слагаемом
заменим индекс n на k, а также индекс l на m. Эти замены ни на что не
повлияют, поскольку суммирование проводится по всем перечисленным
индексам. В результате получим
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В уравнении (8) в первом слагаемом, в котором Γl
nl =

1√
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√
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l заменен на n, в последнем слагаемом учтена антисимметричность тен-
зора Rnml

i по индексам m и l, т.е. Rnml
i = −Rnlm

i . Так как вариации δΓi
km

произвольны, то подынтегральное выражение в интеграле (8) должно
равняться нулю. В итоге получим следующее уравнение движения:
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Выражение (9) представляет собой ковариантную дивергенцию тензора
Римана:

DlR
klm
i = 0 (10)

Здесь (10) учтен тот факт, что компонент Γm
lnR

kln
i ковариантной произ-

водной антисимметричного по индексам l и m тензора Rklm
i равен нулю,
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поскольку Γm
lnR

kln
i = −Γm

nlR
knl
i = 0 [8]. В приложении 1 приводится вывод

уравнения движения на основе лагранжиана (5), который представлен с
помощью тензора Риччи.

Для полученного уравнения движения (10) достаточно просто прове-
сти квантование, для этого необходимо воспользоваться, например, из-
вестным фейнмановским подходом [11, 12]. Подробно останавливаться
на этом вопросе не будем потому, что существует большое количество
оригинальных работ, например [11, 15, 16], в которых подробно описан
процесс квантования физических полей при наличии у них нелинейных
или полулинейных уравнений движения.

Итоговый лагранжиан калибровочного гравитационного поля можно
представить в следующем виде:
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2
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2
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Поскольку для лагранжиана (11) значимым является только индекс n,
то индексы i и k считаем «замороженными». Однако, если к выражению
(11) подойти строго, то необходимо провести свертывание по индексам
i и k. Следует отметить, что указанное свертывание направлено на со-
блюдение требований предъявляемых к любому лагранжиану в класси-
ческой или квантовой физико-математической теории. Возврат к индек-
сам i и k продиктован, например, тем фактом, что равенство нулю тен-
зора Риччи (Rik = 0), вытекающее из уравнений Эйнштейна для пусто-
го пространства-времени, не означает, что данное пустое пространство-
время является плоским, - для этого требуется выполнение более силь-
ных условий Riklm = 0 [8]. Поэтому в выражении (11) и дальнейших
формулах (лагранжиана) у коэффициентов связности указываются ин-
дексы, например, i и k, по которым затем проводится свертывание.

Требуется обратить внимание, что рассматривается инвариантность
относительно локальных поворотов в римановом пространстве, но не
вращающаяся (например, равномерно) система координат, которая до-
статочно активно применяется в ОТО. Чтобы лагранжиан (11) был ка-
либровочно инвариантен согласно теории Янга-Миллса [7, 9, 13] и в со-
ответствии с предложенной калибровочной теорией (1, 2), необходимо и
достаточно выполнения следующего условия:
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Для напряженности гравитационного поля это условие имеет вид (ниже
данное условие представлено на примере одного локального поворота):
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В выражении (13) во втором и четвертом слагаемом gip∂mg
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lp = −glp∂lgip. Кроме того
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Заменив индекс n на l в третьем слагаемом и индекс n на m в четвертом
выражения (15) и воспользовавшись равенством Γi

nl = Γi
ln, преобразуем

к следующему виду:
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В выражении (16) альтернация тензора Ri
klm по индексам l и m проведена

без деления на 2 [10].
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Таким образом, наложение условия инвариантности на напряжен-
ность калибровочного гравитационного поля (тензор Римана) в соответ-
ствии с предложенной калибровочной симметрией приводит к преобра-
зованию, которое соответствует полю Янга-Миллса. В формулах (13 –
16) для тензора Римана указано упрощенное доказательство, полное -
изложено в приложении 2. Для тензора Риччи преобразования (16) ана-
логичны (приложение 3).

Полученный результат можно интерпретировать следующим обра-
зом: при наложении условия калибровочной инвариантности гравита-
ционное поле, преобразующееся согласно выражению (12), и тензор Ри-
мана, соответствующий выражению (16), вращаются во взаимных бази-
сах риманова пространства (ek, ei). Указанные взаимные базисы связаны
друг с другом следующей зависимостью [14]:

ek = gikei, ei = gike
k (17)

В ОТО, равно как и в большинстве других физико-математических тео-
риях, имеющих дело с гравитационным полем, постулируется эквива-
лентность ассоциированных тензоров в римановом пространстве. Следо-
вательно, при поднятии или опускании индекса любого тензора в рима-
новом пространстве искомый тензор не изменяется, а происходит переход
между различными аналитическими представлениями данного тензора
[10, 14]. В более строгой формулировке: при переходе от одного взаим-
ного базиса к другому тензор в римановом пространстве сохраняется.
Здесь можно провести прямую аналогию с требованием инвариантности
относительно общих преобразований координат.

Поэтому отдельно рассмотрим тензор энергии-импульса гравитаци-
онного поля (T l

p). Согласно [8, 12] и с учетом формул (5, 6) его можно
выразить в следующем виде:
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p = ∂pΓ

i
km

∂(−1
2
Rkjm

i (∂jΓ
i
km + Γi

njΓ
n
km))

∂(∂lΓi
km)

+ δlp
1

2
Rqnr

d Rd
qnr = (18)

= −∂pΓ
i
kmR

klm
i + δlp

1

2
Rqnr

d Rd
qnr

В выражении (18) альтернация тензора Ri
kjm по индексам j и m прове-

дена без удвоения [10].
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Рассматрим ковариантную дивергенцию (DlT
l
p) в локально-геодезической

системе координат, где в данной точке все Γi
kl = 0 [8]. Получим

DlT
l
p = ∂lT

l
p = −Rklm

i ∂l∂pΓ
i
km − ∂pΓ

i
km∂lR

klm
i +

1

2
δlp∂l(R

qnr
d Rd

qnr) = (19)

= −Rklm
i ∂l∂pΓ

i
km − ∂pΓ

i
km∂lR

klm
i +

1

2
(∂pR

qnr
d ∂nΓ

d
qr +Rqnr

d ∂p∂nΓ
d
qr)

Согласно выражению (10) ковариантная дивергенция тензора Римана
равна нулю (DlR

klm
i = ∂lR

klm
i = 0). Суммируя первое и четвертое слага-

емые, имеем

∂lT
l
p =

1

2
(−Rqnr

d ∂p∂nΓ
d
qr + ∂pR

qnr
d ∂nΓ

d
qr) = (20)

=
1

2
(−Rqnr

d ∂pR
d
qnr + ∂pR

qnr
d Rd

qnr)

Проведем опускание и поднятие индексов в последнем слагаемом выра-
жения (20):

∂lT
l
p =

1

2
(−Rqnr

d ∂pR
d
qnr + ∂pR

d
qnrR

qnr
d ) = 0 (21)

Поскольку в локально-геодезической системе координат дивергенция тен-
зора энергии-импульса гравитационного поля равна нулю, то и в любой
другой (произвольной) системе координат выполняется следующее ра-
венство:

DlT
l
p = 0 (22)

Однако следует отметить, что вопрос тензора энергии-импульса грави-
тационного поля, в том числе и вопрос сохранения 4-импульса материи
вместе с гравитационным полем, в ОТО до сих пор является дискуссион-
ным. В целом ряде случаев активно применяется псевдотензор энергии-
импульса гравитационного поля [8]. В приложении 4 рассмотрен тензор
T l
p и его ковариантная производная с позиции тензора Риччи.

Как и в случае полей Янга-Миллса для калибровочного гравитаци-
онного поля (11) работает механизм спонтанного нарушения симметрии
[9, 13]. Рассмотрим лагранжиан комплексного скалярного поля:

Lsp = |Dnϕ|2 −
1

2
λ2(|ϕ|2 − 1

2
η2)2 − 1

2
RikRik (23)

, где

|Dnϕ|2 = (∂n + Γi
nl)ϕ(∂

n − Γl
pig

pn)ϕ = (∂n + Γl
nl)ϕ(∂

n − Γnl
l )ϕ = (24)

= ∂nϕ∂
nϕ+ Γl

nlϕ∂
nϕ− ∂nϕΓ

nl
l ϕ− Γl

nlϕΓ
nl
l ϕ

8
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Взаимно сокращая второе и третье слагаемые в выражении (24), получим

|Dnϕ|2 = ∂nϕ∂
nϕ− Γl

nlϕΓ
nl
l ϕ = ∂nϕ∂

nϕ− Γi
nlϕΓ

l
pig

pnϕ (25)

Действуя далее по известной схеме [9, 13], учитывая инвариантность
лагранжиана (23) относительно преобразования фазы комплексного ска-
лярного поля ϕ, введем поле χ, учитывающее возбуждение вблизи ста-
бильного вакуума (η/

√
2), т.е. ϕ = 1√

2
(η+χ). После спонтанного наруше-

ния симметрии лагранжиан (23) приобретает вид

Lsp =
1

2
∂nχ∂

nχ− 1

2
Γi
nlΓ

l
pig

pn(η + χ)2 − 1

8
λ2χ2(2η2 + χ)2 − 1

2
RikRik (26)

Рассмотрим подробнее второе слагаемое полученного выражения (26):

Γi
nlΓ

l
pi =

1

4
gim(∂lgmn + ∂ngml − ∂mgnl)g

ld(∂pgdi + ∂igdp − ∂dgpi) =

=
1

4
(gim∂lgmng

ld∂pgdi + gim∂lgmng
ld∂igdp − gim∂lgmng

ld∂dgpi+

+gim∂ngmlg
ld∂pgdi + gim∂ngmlg

ld∂igdp − gim∂ngmlg
ld∂dgpi− (27)

−gim∂mgnlg
ld∂pgdi − gim∂mgnlg

ld∂igdp + gim∂mgnlg
ld∂dgpi) =

=
1

4
(−∂igmn∂pg

im + ∂dgmn∂
mgdp − gim∂lgmn∂

lgpi − ∂ngmi∂pg
im−

−∂ng
im∂igmp + ∂ng

im∂mgpi + ∂mgni∂pg
im − ∂mgnlg

ld∂mgdp + ∂ignl∂
lgpi)

Складывая подобные слагаемые и проводя альтернацию, упростим вы-
ражение (27):

Γi
nlΓ

l
pi =

1

4
(2∂ignl∂

lgpi − 2gim∂lgmn∂
lgpi − ∂ngmi∂pg

im) (28)

Возвращаясь к лагранжиану (26), получим

Lsp =
1

2
∂nχ∂

nχ− 1

8
(2∂ignl∂

lgpi − 2gim∂lgmn∂
lgpi− (29)

−∂ngmi∂pg
im)gpn(η + χ)2 − 1

8
λ2χ2(2η2 + χ)2 − 1

2
RikRik

Следовательно, лагранжиан (29) описывает векторные частицы, соответ-
ствующие гравитационному полю, которые имеют одинаковые массы.

9
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Заключение

Таким образом, взяв за основу метрический тензор риманова про-
странства, сформулирована теория калибровочной симметрии гравита-
ционного поля. В заключении следует отметить, что интересным явля-
ется вопрос классификации данной симметрии, особенно учитывая тот
факт, что в ОТО достаточно часто используются римановы пространства
с неопределенной метрикой. Допущение, что квадратичная форма, соот-
ветствующая матрице метрического тензора, например, положительно
определена, вопрос классификации полностью не решает [8, 10, 14].

10
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Приложение 1

Тензор Риччи (Rik) выразим в виде ковариантной производной:

Rik = ∂lΓ
l
ik − ∂kΓ

l
il + Γl

ikΓ
m
lm − Γm

il Γ
l
km = (30)

= (−∂kΓ
l
il + Γl

ikΓ
m
lm) = −DkΓ

l
il

В формуле (30) альтернация тензора по индексам k и l проведена без
удвоения [10]. Тогда вариация действия гравитационного поля равна

δS = δ
1

2

∫
RikRik

√
−gdΩ = (31)

=

∫
Rikδ(−∂kΓ

l
il + Γl

ikΓ
m
lm)

√
−gdΩ = 0

Используя локально-геодезическую систему координат и интегрирование
по частям [8], получим Rikδ(−∂kΓ

l
il + Γl

ikΓ
m
lm) = −Rik∂kδΓ

l
il = ∂kR

ikδΓl
il.

Заменяя ∂kR
ik на DkR

ik,для выражения (31) имеем

δS =

∫
Rikδ(−∂kΓ

l
il + Γl

ikΓ
m
lm)

√
−gdΩ = (32)

=

∫
DkR

ik
√
−gdΩ = 0

Так как вариации произвольны, то подынтегральное выражение в инте-
грале (32) должно равняться нулю. В итоге получаем следующее урав-
нение движения:

DkR
ik = 0 (33)

Уравнение (33) представляет собой ковариантную дивергенцию тензора
Риччи:

∂kR
ik + Γk

lkR
il + Γi

lkR
lk = 0 (34)

11
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Приложение 2

Рассмотрим тензор Римана в локально-геодезической системе координат,
тогда в данной точке все Γi

kl = 0 [8]. Условия калибровочной инвариант-
ности представим в следующем виде:

Γ̃i
km = gmdgingipΓ

i
kmg

mpgkngjd + Γk
ij = S1Γ

i
km

1

S1

+ Γk
ij, (35)

Γ̃i
kl = gldgingipΓ

i
klg

lpgkngjd + Γk
ij = S2Γ

i
kl

1

S2

+ Γk
ij

Подставим условия (35) в выражение для тензора Римана (4), получим

R̃i
klm = ∂l(S1Γ

i
km

1

S1

+ Γk
ij)− ∂m(S2Γ

i
kl

1

S2

+ Γk
ij) = (36)

= S1(∂lΓ
i
km)

1

S1

+ ∂lΓ
k
ij − S2(∂mΓ

i
kl)

1

S2

− ∂mΓ
k
ij

В выражении (36) для первого и третьего слагаемого использовано усло-
вие gip∂lg

mp = −gmp∂lgip, второе и четвертое слагаемые сокращаются.
Кроме того

∂l(S1Γ
i
km

1

S1

) = ∂l(g
mdgingipΓ

i
kmg

mpgkngjd) =

= ∂l(g
mdgingip)Γ

i
kmg

mpgkngjd + gmdgingip(∂lΓ
i
km)g

mpgkngjd+

+gmdgingipΓ
i
km∂l(g

mpgkngjd) = ∂l(g
mdgingip)Γ

i
kmg

mpgkngjd+ (37)

+gmdgingip(∂lΓ
i
km)g

mpgkngjd − gmpgkngjdΓ
i
km∂l(g

mdgingip) =

= gmdgingip(∂lΓ
i
km)g

mpgkngjd = S1(∂lΓ
i
km)

1

S1

Аналогичный результат получим для слагаемого ∂m(S2Γ
i
kl

1
S2
) = S2(∂mΓ

i
kl)

1
S2

.
Таким образом, выражение (37) преобразуем к следующему виду

R̃i
klm = S1(∂lΓ

i
km)

1

S1

− S2(∂mΓ
i
kl)

1

S2

= S1(∂lΓ
i
km)

1

S1

= S1R
i
klm

1

S1

(38)

Альтернация тензора по индексам l и m проведена без удвоения [6]. По-
скольку в локально-геодезической системе координат выполняется ра-
венство (38), то и в любой другой (произвольной) системе координат
тензор Римана преобразуется аналогично полям Янга-Миллса.

12
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Приложение 3

Как и в случае тензора Римана (Приложение 2) рассмотрим тензор Рич-
чи в локально-геодезической системе координат. Калибровочные условия
следующие:

Γ̃l
ik = gkdglnglpΓ

l
ikg

kpgingjd + Γi
lj = S1Γ

l
ik

1

S1

+ Γi
lj (39)

Γ̃l
il = gldglnglpΓ

l
ilg

lpgingjd + Γi
lj = S2Γ

l
il

1

S2

+ Γi
lj

Подставляя условия (39) в выражение для тензора Риччи, получим

R̃ik = ∂l(S1Γ
l
ik

1

S1

+ Γi
lj)− ∂k(S2Γ

l
il

1

S2

+ Γi
lj) = (40)

= S1(∂lΓ
l
ik)

1

S1

+ ∂lΓ
i
lj − S2(∂kΓ

l
il)

1

S2

− ∂kΓ
i
lj

В выражении (40) второе и четвертое слагаемые сокращаются. Кроме
того

∂l(S1Γ
l
ik

1

S1

) = (∂lS1)Γ
l
ik

1

S1

+ S1(∂lΓ
l
ik)

1

S1

+ S1Γ
l
ik(∂l

1

S1

) = (41)

= (∂lS1)Γ
l
ik

1

S1

+ S1(∂lΓ
l
ik)

1

S1

− Γl
ik

1

S1

(∂lS1) = S1(∂lΓ
l
ik)

1

S1

Аналогичный результат получим для слагаемого ∂k(S2Γ
l
il

1
S2
) = S2(∂kΓ

l
il)

1
S2

.
Таким образом, выражение (41) примет вид

R̃ik = S1(∂lΓ
l
ik)

1

S1

− S2(∂kΓ
l
il)

1

S2

= (42)

= S1(∂lΓ
l
ik)

1

S1

= S1Rik
1

S1

Как и в случае тензора Римана (Приложение 2), альтернация тензора
Риччи по индексам k и l проведена без удвоения [10].
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Приложение 4

Согласно [8, 12] и с учетом формул (5, 30, 33) тензор энергии-импульса
гравитационного поля можно представить в следующем виде:

√
−gT k

i = ∂iΓ
p
lp

∂(−1
2
RjmRjm

√
−g)

∂(∂kΓ
p
lp)

− δki (−
1

2
RnqRnq

√
−g)

T k
i = ∂iΓ

p
lp

∂(1
2
Rjm(∂mΓ

p
jp − Γd

jmΓ
p
dp))

∂(∂kΓ
p
lp)

+ δki (
1

2
RnqRnq) = (43)

= Rlk∂iΓ
p
lp + δki

1

2
RnqRnq

Рассмотрим ковариантную дивергенцию (DkT
k
i ) в локально-геодезической

системе координат

DkT
k
i = ∂kT

k
i = ∂kR

lk∂iΓ
p
lp +Rlk∂k∂iΓ

p
lp +

1

2
∂i(R

nqRnq) (44)

= ∂kR
lk∂iΓ

p
lp +Rlk∂k∂iΓ

p
lp −

1

2
(∂iR

nq∂qΓ
p
np +Rnq∂i∂qΓ

p
np)

В соответствии с равенством (34) первое слагаемое в выражении (44)
равно нулю. Суммируя слагаемые два и четыре, получим

∂kT
k
i =

1

2
(Rlk∂k∂iΓ

p
lp − ∂iR

nq∂qΓ
p
np) = (45)

=
1

2
(−Rlk∂iRlk + ∂iR

nqRnq)

Проведем опускание и поднятие индексов в последнем слагаемом выра-
жения (45):

∂kT
k
i =

1

2
(−Rlk∂iRlk + ∂iRnqR

nq) = 0 (46)

Поскольку в локально-геодезической системе координат дивергенция тен-
зора энергии-импульса гравитационного поля равна нулю, то и в любой
другой (произвольной) системе координат выполняется следующее ра-
венство:

DkT
k
i = 0 (47)
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