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Поиск общих подходов к описанию физических процессов и эффективных ха-
рактеристик в таких гетерогенных системах как аэрозоли, пены, эмульсии, золи и пори-
стые тела привели к выделению теории дисперсных систем в особый раздел, сначала в 
физической химии, а затем и в математическом моделировании. В качестве одного из 
эффективных средств моделирования пространственной структуры таких систем, начи-
ная с последних десятилетий  XX века  могут  рассматриваться  рандомизированные си-
стемы итерированных функций (RIFS), описанные М. Барнсли в 1988 году [1]. 

Как показано в [2] для построения реализации RIFS применимы два алгоритма, 
которые условно можно обозначить как последовательный и параллельный. Последова-
тельный алгоритм основан на формуле деления отрезка в заданном отношении и запи-
сывается в виде итерационной схемы вида:

    для   (1)

где  – простая бесповторная выборка N точек множества X,  которое можно 
считать реализацией РСИФ;  – выборка с повторениями N точек множества 
Z, соответствующая закону распределения  при том, что p1 + p2 + … + pkm = 1; 

 – положительный параметр  RIFS, соответствующий коэффициенту разбиения 
итерационного отрезка.

На рис. 1 показаны примеры выборочных реализаций Xkm,  порождаемых равно-
мерно распределенными (p1 = p2 = … = pk = 1/km) квадратными множествами Zkm, с раз-
личным числом точек km = 4, 8, 12 при различных значениях параметра μ = 1, 2, 3.

а) б) в)

Рис. 1. Выборочные реализации X объемом N = 5·104 точек для различных множеств Z 
и значений параметра μ: а) X41(Z41 | μ = 1); б) X42(Z42 | μ = 2); в) X43(Z43 | μ = 3) 
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Все показанные на рис. 1 реализации Xkm построены с помощью функции «pre-
RIFS( )» из пакета «RIFS», выпущенного авторами для системы R на условиях свобод-
ной лицензии  GNU GPL-3 [3].  Указанные реализации  Xkm соответствуют выборочным 
множествам из N = 5·104 точек, равномерно заполняющих квадраты Серпинского перво-
го, второго и третьего порядков, размерности подобия которых dS для реализаций  Xkm 

определяются как [4]:

(2)

где km – число точек порождающего множества Z; s – коэффициент подобия, связанный 
с параметром RIFS соотношением s = 1/(1 + μ).

Нетрудно видеть, что определение (2) дает априорную оценку фрактальной раз-
мерности множеств, аппроксимируемых выборочными реализациями Xkm,  которые мо-
гут иметь различный объем N.  В связи с этим возникает вопрос об оценке объема вы-
борки N, оптимального для достижения заданной точности аппроксимации фрактально-
го множества. В качестве метрики качества воспользуемся апостериорными оценками 
фрактальной размерности множеств Xkm по методу клеточной размерности dB [5]. 

Все анализируемые реализации множеств Xkm сохранялись в виде графических 
файлов формата PNG в цветовом пространстве оттенков серого с разрешением 8 бит на 
пиксель и пространственным разрешением 1024×1024 пикселей. Для получения оценок 
dB использовалось  программное  обеспечение ImageJ, распространяемое  на  условиях 
свободной лицензии GNU GPL-3 [6]. 

Корреляционные поля оценок клеточной размерности dB(N|Xkm) в зависимости от 
объема выборки N = {1, 2, 3, 5, 8, 13, 22, 36, 60, 100}×104 точек для различных реализа-
ций  РСИФ показаны на рис. 2 следующими символами:  X31 –  «красный круг»;  X32 – 
«желтый квадрат»;  X41 –  «зеленый ромб»; X42 –  «синий треугольник вверх»;  X43 –  «фи-
олетовый треугольник вниз». Тонкими сплошными горизонтальными линиями соответ-
ствующих цветов показаны априорные оценки размерности подобия dS(Xkm), сделанные 
в соответствии с (2). Штриховыми горизонтальными линиями соответствующих цветов 
показаны уровни 0,975 dS(Xkm), используемые для оценки нижних значений объемов вы-
борок, оптимальных для получения апостериорных оценок dB(N|Xkm).

Рис. 2. Сходимость апостериорных оценок dB(N|Xkm) к априорным dS(Xkm) в зависимо-
сти от объема выборки N для реализаций RIFS: X31, X32, X41, X42, X43

Все показанные реализации с ростом числа точек N демонстрируют сходимость 
апостериорных оценок  dB(N|Xkm)  к  априорным  dS(Xkm),  что позволяет сформулировать 
первую эмпирическую гипотезу:



(3)

Предельное соотношение (3), с учетом проведенных вычислительных экспери-
ментов, также позволяет сформулировать вторую эмпирическую гипотезу о примени-
мости показательно-степенной аппроксимации оценок dB(N|Xkm) в виде:

(4)

где b = (b1, b2) – вектор масштабных коэффициентов; ei – вектор аддитивных ошибок по-
казательно-степенной модели (4), минимизируемый нелинейным методом наименьших 
квадратов. Нетрудно проверить, что лежащая в основе модели (4) функция проходит че-
рез  начало  координат,  монотонно  возрастает  при  N >  0  и  ограничена  сверху  гори-
зонтальной асимптотой dB → dS− при N → +∞. 

Аппроксимации вида (4) для различных реализаций RIFS Xkm показаны на рис. 2 
утолщенными сплошными линиями соответствующих цветов.  Для оценки параметров 
регрессионной модели использовалась функция «gsl_nls( )» из пакета «gslnls»,  выпу-
щенного под лицензией GNU GPL-3 для системы R [7]. Пример результата, полученно-
го при построении аппроксимации вида (4) для оценок клеточной размерности dBi пока-
занной на рис. 1б реализации квадратного множества Серпинского  X42 при различных 
объемах выборки Ni, приведены в следующем листинге.

Formula: db42 ~ ds42 * (1 - exp(-N^b2/b1))

Parameters:
    Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
b1 46.557341   1.994288   23.34 1.20e-08 ***
b2  0.437154   0.004275  102.27 9.34e-14 ***
-**
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.003599 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 23 
Achieved convergence tolerance: 1.368e-16

В целом, качество построенной аппроксимации можно охарактеризовать как хо-
рошее. Если использовать в качестве метрики качества остаточное стандартное откло-
нение (RSE), то можно показать, что радиусы доверительных интервалов для прогнози-
руемых значений dB(N = 5·104

 |{X41, X42, X43}) не будут превышать 1,5%. 
Анализируя представленные результаты можно увидеть, что для получения апо-

стериорных оценок клеточной фрактальной размерности dB(N|Xkm) для квадратных мно-
жеств Серпинского  X41,  X42,  X43 с погрешностью, не превышающей 2,5%, необходимо 
использовать объем выборки N ≥ 2·105 точек. В то же время для получения апостериор-
ных оценок клеточной фрактальной размерности  dB(N|Xkm) для треугольных множеств 
Серпинского  X31,  X32 с погрешностью, не превышающей 2,5%, вполне можно ограни-
читься вдвое меньшим объемом выборки N ≥ 1·105 точек.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и нау-
ки Российской Федерации (проект № FSFS-2024-0007). 
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