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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü ∆ := {z : z ∈ C, |z| < 1}. Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆
ôóíêöèé F , òàêèõ, ÷òî |F (z)| ⩾ 1, z ∈ ∆, îáîçíà÷èì ÷åðåç E.

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0} ∪ N,
òî åñòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè F â ðÿä Òåéëîðà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

F (z) = {F}0 + {F}1z + {F}2z2 + {F}3z3 + . . .

Ïîñêîëüêó êëàññ E èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w (w = F (z)), òî áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì
òåõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ F (0) > 1. Äàëåå, ìîæíî ïîëîæèòü {F}0 := et, ãäå ïàðà-
ìåòð t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Et. ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè F êëàññà Et ñóùåñòâóåò h ∈ C òàêàÿ, ÷òî

F (z) = et·h(z), (1)

ãäå C � èçâåñòíûé êëàññ Êàðàòåîäîðè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé h ñ íîðìèðîâêîé
h(0) = 1, Reh(z) > 0, z ∈ ∆. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè C è Et.

2. Ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1) èìååì:

F ′(z) = t · h′(z) · F (z). (2)
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Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (2) òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé F è h ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå ôîðìóëû

{F}0 := et, {F}n =
t

n

n∑
k=1

k{h}k{F}n−k. (3)

3. Òî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ Et, t > 0

Ïóñòü

h∗(z) :=
1 + z

1− z
= 1 + 2

∞∑
k=1

zk.

Ñôîðìóëèðóåì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê ñëåäóþùåå èçâåñòíîå [1] ïðåäëîæåíèå:

Ëåììà 1. Åñëè h ∈ C, òî |{h}k| ⩽ 2, k ∈ N. Òîëüêî âðàùåíèÿ ôóíêöèÿ h∗ â

ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |{h}k| = 2, k ∈ N, íà êëàññå C.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññ E0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f(z) ≡ 1, ïîýòîìó áåç
óùåðáà äëÿ ñóòè äåëà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0. Ïîëó÷èì îöåíêè âñåõ òåéëîðîâ-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé êëàññà Et. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü t > 0, òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F ∈ Et èìåþò ìåñòî òî÷íûå

íåðàâåíñòâà

|{F}n| ⩽
2t

n

n∑
k=1

k{F ∗}n−k, n ∈ N. (4)

Ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî òîëüêî äëÿ âðàùåíèé ôóíêöèè F ∗(z) := et·h
∗(z) â ïëîñ-

êîñòè ïåðåìåííîé z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî {F ∗}n > 0, n ∈ N. Ðàññóæäàåì ïî èí-
äóêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî {F ∗}1 = 2t{F ∗}0 > 0, òàê
êàê {F ∗}0 > 0. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé íîìåð n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî {F ∗}k > 0
ïðè k = 0, . . . , n, òîãäà èç (3) î÷åâèäíî, ÷òî

{F ∗}n+1 =
2t

n+ 1

n+1∑
k=1

k{F ∗}n+1−k > 0.

Ñòàëî áûòü, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè n, äîêàçàíî, ÷òî {F ∗}n > 0, n ∈ N.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî |{F}n| ⩽ {F ∗}n, n ∈ N, è ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ òîëü-

êî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Ñíîâà ðàññóæäàåì ïî
èíäóêöèè. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3)

|{F}1| = t|{h}1|{F}0 ⩽ 2t{F}0 = 2tet,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî òóò äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííîé z. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé íîìåð n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íûå îöåí-
êè (4) ñïðàâåäëèâû äëÿ |{F}k| ïðè k = 0, . . . , n, è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

|{F}n+1| ⩽
t

n+ 1

n+1∑
k=1

k|{h}k||{F}n+1−k| ⩽
t

n+ 1

n+1∑
k=1

k{h∗}k{F ∗}n+1−k = {F ∗}n+1.
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Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ïîíÿòíî, ÷òî ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðà-
ùåíèÿõ ôóíêöèè F ∗ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Èòàê, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè n,
ìû äîêàçàëè ôîðìóëó (4) è, òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ■

Ôèêñèðóåì n ∈ N. Èç ôîðìóëû (4) ÿñíî, ÷òî ñêîëü áû áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî m ìû íå âçÿëè, íàéä¼òñÿ ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî t òàêîå, ÷òî {F ∗}n > m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à îá îöåíêå ìîäóëåé
òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå E íå èìååò ñìûñëà.

4. Ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû Êøèæà

Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî

f =
1

F
, (5)

ãäå F ∈ E, îáîçíà÷èì ÷åðåç B. Ôîðìóëà (5) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè B è E.

Â 1968 ã. ßí Êøèæ ïðåäïîëîæèë [2], ÷òî åñëè f ∈ B, òî äëÿ å¼ òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ {f}n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψf∗(eiφzn, 1), ãäå φ,ψ ∈ R,

f∗(z, t) := e−t h
∗(z), t ∈ [0,+∞). (6)

Çàäà÷ó î òî÷íîé îöåíêå |{f}n|, n ∈ N, íà êëàññå B ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé
Êøèæà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçà Êøèæà äîêàçàíà òîëüêî äëÿ ïåðâûõ øåñòè òåéëî-
ðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ [3]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî,
ïîñêîëüêó ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîì-
ïàêòíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé.

Ôèêñèðóåì t > 0. Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ,
÷òî f(z) = 1/F (z), F ∈ Et, îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé (5).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì, íàïðèìåð, ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

Öåëü äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ôîðìóëû, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (3) íà êëàññàõ Bt.

5. Åù¼ îäíà ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Â êëàññàõ Bt ïðîáëåìà îöåíêè ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå,
÷åì â êëàññàõ Et. Ïîäòâåðæäåíèþ ñêàçàííîãî ñëóæèò õîòÿ áû òîò ôàêò, ÷òî çà
ïîë âåêà íè îäíà ïîïûòêà å¼ ïîëíîãî ðåøåíèÿ íå óâåí÷àëàñü óñïåõîì.
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Ôîðìóëó (3) ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êëàññà Bt, t > 0, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{f}0 := e−t, {f}n = − t

n

n∑
k=1

k{h}k{f}n−k. (7)

Âèäèìî âïåðâûå ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (2) è (7), ïîÿâèëàñü â ñòàòüå [4], ãäå
â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè |{f}1| è |{f}2| íà êëàññàõ Bt, t > 0. Ôîð-
ìóëà (7) ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó Êøèæà åñëè {h}k = 0 èëè {f}k = 0 ïðè
íåêîòîðûõ k. Â ðàáîòå [5] ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (7) îáîáùåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå
ñëó÷àè, îïèñàííûå â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè ñì. â [5].

6. Ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûå ïî ìîäóëþ ñâåðõó è ñíèçó

Áóäåì ñ÷èòàòü t áîëüøèì ïðè t > 2, èíà÷å ñ÷èòàåì t ìàëûì. Ôîðìóëà (7) íå
ïðèìåíèìà íà êëàññàõ Bt äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ äàæå ïðè ìàëûõ è ïðè áîëüøèõ t. Íàïðèìåð, ïðè áîëüøèõ t åñëè
{h∗}k ïîëîæèòåëüíû, òî {f∗}k � çíàêîïåðåìåííûå è íàîáîðîò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê â êëàññàõ Et òàêîé ïðîáëåìû íåò, òî ðåçîííî îá-
ðàòèòü âíèìàíèå íà òî, êàê îáñòîÿò äåëà â ïîäêëàññàõ êëàññà Et, ñîñòîÿùèõ èç
ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ïî ìîäóëþ. Äåëî â òîì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû êàæäûé îãðàíè÷åííûé ïîäêëàññ êëàññà Et1 ÿâëÿåòñÿ
ïîäêëàññîì íåêîòîðîãî êëàññà Bt2 , ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåíîñèòü êîýôôèöèåíò-
íûå îöåíêè ìåæäó óïîìÿíóòûìè ïîäêëàññàìè. Íàïðèìåð, åñëè r > 1 è ãîëîìîðô-
íàÿ ôóíêöèÿ F îòîáðàæàåò êðóã ∆ â êîëüöî K1,r := {z : 1 < |z| < r}, à íîëü â
et1 , òî f ∈ Bt2 , ãäå f(z) := F (z)/r, à t2 := ln r − t1.

Âîîáùå, ìîæíî âçÿòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ρ è r, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåí-
ñòâàì 0 < ρ < r è ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî Aρ,r âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì ρ < |f(z)| < r, z ∈ ∆. ßñíî, ÷òî åñëè f ∈ Aρ,r, òî
f ∈ ρ · E è f ∈ r · B. Ð. Ýðìåðñ â [6, ñòð. 31] ïîëó÷èëà òî÷íûå îöåíêè ìîäóëåé
ïåðâûõ äâóõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå ôóíêöèé Aρ,r, çàâèñÿùèå îò ρ è r.

Ïóñòü 0 < ρ < 1. Ôîðìóëà (5) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó êëàññàìè Aρ,1 è A1, 1ρ

, ãäå f ∈ Aρ,1 à F ∈ A1, 1ρ
. Ôîðìóëà

f = ρF, (8)

ãäå f ∈ Aρ,1 à F ∈ A1, 1ρ
òàêæå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó êëàññàìè Aρ,1 è A1, 1ρ
.

Ïóñòü s > 0. Ðàññìîòðèì êëàññ Ae−s,es . ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (5) çàäà¼ò àâòîìîð-
ôèçì íà Ae−s,es .

7. Ïîä÷èí¼ííûå ôóíêöèè

Êîñí¼ìñÿ ïðåäñòàâëåíèé âèäà (1). Ïóñòü ôóíêöèè F è f ãîëîìîðôíû â ∆.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïîä÷èí¼ííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè F, åñëè îíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå f(z) = F (ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ F (z) áóäåì
íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ f(z) â ∆. ßñíî, ÷òî {f}0 = {F}0.
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Ïîíÿòèå ïîä÷èíåíèÿ âîñõîäèò ê Å. Ëèíäåë¼ôó [7], îäíàêî òåðìèí áûë ââå-
ä¼í Ä. È. Ëèòëâóäîì [8] è Â. Ðîãîçèíñêèì [1], îíè æå ðàçðàáîòàëè ìåòîä è ïî-
ëó÷èëè ñ åãî ïîìîùüþ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Ïðèíöèï ïîä÷èíåíèÿ Ëèòëâóäà è
Ðîãîçèíñêîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå B
(ñì. [9, 10, 11, 12, 13]).

Â ñëó÷àå ïðîáëåìû Êæèæà, òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëîæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ {F}k(t) ôóíêöèè F (z, t).

Òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ëåãêî íàõîäèòü òî÷íûå îöåíêè ïåðâîãî
è âòîðîãî êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå ôóíêöèé f(z), ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèè F (z).
Ïóñòü MF � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f(z) = F (ω(z)), ãäå F � ãîëîìîðôíàÿ
â ∆ ôóíêöèÿ, à ω ∈ Ω0.

Òåîðåìà 2 ([1]). Åñëè f ∈MF , òî

|{f}1| ⩽ |{F}1|, (9)

ïðè÷¼ì îöåíêà (9) òî÷íàÿ è ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (9) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà
âðàùåíèÿõ ôóíêöèè F (z) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

Òåîðåìà 3 ([1]). Åñëè f ∈MF , òî

|{f}2| ⩽ max(|{F}1|, |{F}2|), (10)

ïðè÷¼ì îöåíêà (10) òî÷íàÿ è ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (10) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî

íà âðàùåíèÿõ îäíîé èç ôóíêöèé F (z) èëè F (z2) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

8. Ïîäêëàñû ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ ñâåðõó è ñíèçó

Âî ââåäåíèè ìû ðàññìîòðåëè êëàññ Êàðàòåîäîðè C. Äëÿ êàæäîãî t > 0 îïðå-
äåëèì êëàññû Ct ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ct := t · C. Äðóãèìè ñëîâàìè, Ct åñòü
ìíîæåñòâî ôóíêöèé h ñ íîðìèðîâêîé h(0) = t, îòîáðàæàþùèõ åäèíè÷íûé êðóã ∆
â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü Π.

Ïóñòü s > 0, à t ∈ (0, s). Îïðåäåëèì êëàññ Ct,s êàê ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç
Ct, îòîáðàæàþùèõ ∆ íà ïîëîñó Πs := {v ∈ C : 0 < Re v < s}.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ

h∗t (z) := i
s

π
ln

1− ei
π
s tz

ei
π
s t − z

åñòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ∆ íà Πs ñ äåéñòâèòåëüíûìè òåéëîðîâñêèìè êî-

ýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå w = iπs v ïåðåâîäèò âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó Πs â
ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó {w ∈ C : 0 < Imw < π}. Ïðè ýòîì îñü àáñöèññ ïåðåõîäèò
â îñü îðäèíàò, â ÷àñòíîñòè: 0 7→ 0, t 7→ iπs t, s 7→ iπ.

Îòîáðàæåíèå x = ew ïåðåâîäèò íàøó ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó â âåðõíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì îñü îðäèíàò ïåðåõîäèò â âåðõíþþ åäèíè÷íóþ ïîëóîêðóæ-
íîñòü, â ÷àñòíîñòè: 0 7→ 1, iπs t 7→ ei

π
s t, iπ 7→ −1.
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Îòîáðàæåíèå y = ei
π
s

t+1

ei
π
s

t−1

x−1
x+1 ïåðåâîäèò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü â ïðàâóþ ïîëó-

ïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ åäèíè÷íàÿ ïîëóîêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â îñü àáñöèññ,
â ÷àñòíîñòè: 1 7→ 0, ei

π
s t 7→ 1, −1 7→ ∞.

Íàêîíåö îòîáðàæåíèå z = y−1
y+1 ïåðåâîäèò íàøó ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü â ∆. Ïðè

ýòîì îñü àáñöèññ ïåðåõîäèò â îñü àáñöèññ, â ÷àñòíîñòè: 0 7→ −1, 1 7→ 0, ∞ 7→ 1.
Èñêîìîå îòîáðàæåíèå v = h∗t (z) ïîñòðîèì êàê êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé, îá-

ðàòíûõ ê óïîìÿíóòûì.
Êàê âèäíî èç íàøèõ ïîñòðîåíèé, îòîáðàæåíèå h∗t ïåðåâîäèò îòðåçîê [−1, 1]

â îòðåçîê [0, s], â ÷àñòíîñòè: −1 7→ 0, 0 7→ t, 1 7→ s. Ïîñêîëüêó h∗t ïåðåâîäèò
[−1, 1] â [0, s], òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü h∗t êàê äåéñòâèòåëüíîçíà÷íóþ ôóíê-
öèþ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ñòàëî áûòü è å¼ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò
äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. ■

Çàìåòèì, ÷òî

h∗t (z) = t+ 2
s

π

∞∑
k=1

sin
(
k πs t

)
k

zk. (11)

Ïóñòü 0 < t < s. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî At,1,es âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f
êëàññà A1,es ñ íîðìèðîâêîé f(0) = et. ßñíî, ÷òî

f∗t (z) := eh
∗
t (z)

åñòü ìàæîðèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íà êëàññå At,1,es , ïîýòîìó ëþáàÿ ôóíêöèÿ f êëàññà
At,1,es ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(z) = f∗t (ω(z)), ω ∈ Ω0. (12)

Ïîñêîëüêó êëàññ A1,es èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w, òî èçó÷åíèå ïîäêëàññà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ f(0) > 1 íå óìåíüøàåò îáù-
íîñòè. Èçó÷åíèå êëàññà A1,es òàêæå íå óìåíüøàåò îáùíîñòè, òàê êàê äëÿ ëþáûõ
ρ è r òàêèõ, ÷òî 0 < ρ < r èìååì, ÷òî Aρ,r = ρ ·A1, rρ

(s = ln r − ln ρ > 0).

Èç ôîðìóëû (12) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ A1,es , òî

f(z) = eh(z), h ∈ Ct,s. (13)

Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì ôîðìóëû (3) èç (13) ïîëó÷àåì, ÷òî

{f}0 := et, {f}n =
1

n

n∑
k=1

k{h}k{f}n−k, n ∈ N, (14)

â ÷àñòíîñòè èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

{f∗t }0 := et, {f∗t }n =
2

n

s

π

n∑
k=1

sin
(
k
π

s
t
)
{f∗t }n−k, n ∈ N. (15)

Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (15) äàþò

f∗t (z) = et + 2
s

π
et sin

(π
s
t
)
z +

s

π
et
(
2
s

π
sin2

(π
s
t
)
+ sin

(
2
π

s
t
))

z2 + . . . (16)
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9. Òî÷íàÿ îöåíêà ïåðâîãî êîýôôèöèåíòà

Ïóñòü s > 0, à t ∈ (0, s).

Òåîðåìà 4. Åñëè f ∈ A1,es , òî

|{f}1| ⩽ 2
es−

s
π arctg π

s√
1 + π2

s2

, (17)

ïðè÷¼ì îöåíêà (17) òî÷íàÿ è ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (17) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî

íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè f∗t1 â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z, ãäå t1 = s− s
π arctg π

s .

Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ A1,es,t, 0 < t < s, òî

|{f}1| ⩽ 2
s

π
et sin

(π
s
t
)
, (18)

ïðè÷¼ì îöåíêà (18) òî÷íàÿ è ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (18) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî

íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè f∗t â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |{f}1| ⩽ |{f∗t }1|. Òåîðå-
ìà 2 òàêæå ñîäåðæèò îïèñàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
ðàâåíñòâî |{f}1| = |{f∗t }1|. Ïî ôîðìóëå (16) èìååì {f∗t }1 = 2 sπ e

t sin
(
π
s t
)
. Çàìåòèâ

íàêîíåö, ÷òî {f∗t }1 > 0 ïðè t ∈ (0, s), ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó (18). Òàêèì îáðàçîì
âòîðîå óòâåðæäåíèå íàøåé òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (17). Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì ôóíêöèþ

g1(t) := 2
s

π
et sin

(π
s
t
)

íà ìàêñèìóì íà èíòåðâàëå (0, s). Èìååì: g1(t) ⩾ 0, t ∈ [0, s], g1(0) = g1(s) = 0 è

g′1(t) = 2
s

π
et
(
sin

(π
s
t
)
+
π

s
cos

(π
s
t
))

,

Óðàâíåíèå g′1(t) = 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

sin
(π
s
t
)
+
π

s
cos

(π
s
t
)
= 0. (19)

Ïîäåëèâ ýòî óðàâíåíèå íà cos
(
π
s t
)
ìû ïîëó÷èì

tg
(π
s
t
)
+
π

s
= 0.

(Çàìåòèì, ÷òî cos
(
π
s t
)
= 0 ïðè tk = s/2 + sk, k ∈ Z. Â ñèëó òîãî, ÷òî 0 < tk < s

íàì ïîäõîäèò òîëüêî t0 = s/2, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (19).) Ðåøàÿ
óðàâíåíèå (19) íàéä¼ì, ÷òî

tk = sk − s

π
arctg

π

s
, k ∈ Z,

ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ôóíêöèè g1. Â íàøåì ñëó÷àå 0 < t < s, ïîýòîìó

t1 = s− s

π
arctg

π

s
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åñòü åäèíñòâåííàÿ ïîäõîäÿùàÿ òî÷êà, òàê êàê 0 < t0 < s. Äàëåå, t1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè g1, ïîñêîëüêó

g′′1 (t1) = −2et1

√
1 +

π2

s2
< 0.

Íàêîíåö

g1(t1) = 2
es−

s
π arctg π

s√
1 + π2

s2

,

ïîýòîìó îöåíêà (17) ñïðàâåäëèâà. Ñëó÷àè ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå (17) óæå áûëè
ðàçîáðàíû â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà. ■

10. Òî÷íàÿ îöåíêà âòîðîãî êîýôôèöèåíòà

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [6]:

Òåîðåìà 5. Åñëè f ∈ A1,es , òî

|{f}2| ⩽ 2
es−

s
π arctg π

s√
1 + π2

s2

, (20)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (20) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè
f∗t1(z

2) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z, ãäå t1 = s− s
π arctg π

s .

Äîïîëíèì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ êëàññà A1,es , ïîëó÷èâ îöåíêó |{f}2| íà åãî ïîä-
êëàññàõ A1,es,t, 0 < t < s:

Òåîðåìà 6. Åñëè f ∈ A1,es,t, 0 < t < s, òî

|{f}2| ⩽

{
2 sπ e

t sin
(
π
s t
)
, 0 < t ⩽ t1,

2 sπ e
t sin

(
π
s t
) (

s
π sin

(
π
s t
)
+ cos

(
π
s t
))
, t1 < t < s,

(21)

ãäå t1 = s− 2 sπ arctg π
s . Ïðè 0 < t < t1 ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (21) äîñòèãàåòñÿ

òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè f∗t (z
2) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Ïðè t1 < t < s

ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (20) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè f∗t (z)
â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, äîñòàòî÷-
íî íàéòè çíà÷åíèÿ t, ïðè êîòîðûõ |{f∗t }1| > |{f∗t }2|.

1. Íåðàâåíñòâî {f∗t }1 > {f∗t }2 ïðè 0 < t < s ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

s

π
sin

(π
s
t
)
+ cos

(π
s
t
)
⩽ 1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ

tk =
s

π
((−1)k − 1) arcsin

1√
1 + s2

π2

+ sk, k ∈ Z.
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Óñëîâèþ 0 < tk < s óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ðåøåíèå t1. Èòàê, {f∗t }1 > {f∗t }2 ïðè
0 < t < t1, ãäå

t1 = s− 2
s

π
arcsin

1√
1 + s2

π2

.

2. Íåðàâåíñòâî {f∗t }1 > −{f∗t }2 ïðè 0 < t < s ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

s

π
sin

(π
s
t
)
+ cos

(π
s
t
)
⩾ −1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ

tk =
s

π
((−1)k+1 − 1) arcsin

1√
1 + s2

π2

+ sk, k ∈ Z,

íè îäíî èç êîòîðûõ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 < tk < s. Èòàê, {f∗t }1 > −{f∗t }2
ïðè 0 < t < s.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî |{f∗t }1| > |{f∗t }2| ïðè 0 < t < t1, òî åñòü
ôîðìóëà (21) ñïðàâåäëèâà. ■

11. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðåëè êëàññû E è B, à òàêæå èõ ïîäêëàññû, êîòîðûå
ãåíåðèðóþòñÿ èç êëàññîâ Aρ,r, 0 < ρ < r < +∞. Èíòåðåñíî, ÷òî Aρ,1 → B, ïðè
ρ → 0, à A1,r → E, ïðè r → ∞. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ôîðìóëû òèïà (3)
íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äàæå íà êëàññàõ A1,r → E äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ
îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ ïðè n ⩾ 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññû Aρ,r èìåþò áîëüøå
ñâîéñòâ ÷åì, íàïðèìåð, êëàññ B, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññà B.

Êøèæ âûäâèíóë ñâîþ ãèïîòåçó [2] ðàñïîëàãàÿ òîëüêî îöåíêàìè ìîäóëåé ïåð-
âûõ äâóõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå B, ïîýòîìó ìû ìîæåì âûäâèíóòü ñëåäóþùåå
ïðåäïîëîæåíèå: eñëè f ∈ A1,es , òî

|{f}n| ⩽ 2
es−

s
π arctg π

s√
1 + π2

s2

, n ∈ N, (22)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå (22) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè
f∗t1(z

n) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z, ãäå t1 = s− s
π arctg π

s .
Çàìåòèì, ÷òî e−sA1,es ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì êëàññà B è îöåíêà (22) ïåðåõîäèò

äëÿ êëàññà e−sA1,es â îöåíêó

|{f}n| ⩽
2

e
,

òî åñòü âûñêàçàííîå òîëüêî ÷òî ïðåäïîëîæåíèå â ïðåäåëå äà¼ò ãèïîòåçó Êøèæà.
Äåéñòâèòåëüíî,

2
e−

s
π arctg π

s√
1 + π2

s2

→ 2

e
ïðè s→ ∞,

à e−sA1,es → B ïðè s→ ∞.
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