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Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðîñòîì ãðàôå áåç
ëèìèòîâ íà ïåðåìåùåíèÿ ðåñóðñîâ. È äëÿ íåå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â âèäå íàáîðà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,
ñâÿçûâàþùèõ ïðåäëîæåíèÿ ðåñóðñîâ è ïîòðåáíîñòè â íèõ. Çàòåì ïðåäëàãàåòñÿ
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åííûé ðå-
çóëüòàò çàâèñèò òîëüêî îò ñòðóêòóðû èñõîäíîãî ãðàôà.
This article considers an allocation problem on a simple graph without limits on
resource movements. And for it, necessary and su�cient conditions for the existence of
solutions are established in the form of a set of linear inequalities connecting the supply
of resources and the need for them. An algorithm for constructing all independent linear
constraints is then proposed. The result obtained depends only on the structure of the
original graph.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóäîëüíûå ãðàôû, ïîòîêè â ñåòÿõ

REQUIRED AND SUFFICIENT CONDITIONS FOR EXISTENCE
SOLUTIONS FROM DISTRIBUTION PROBLEMS WITH CONSTRAINTS

F.M. Kemper

This article considers an allocation problem on a simple graph without limits on
resource movements. And for it, necessary and sufficient conditions for the existence of
solutions are established in the form of a set of linear inequalities connecting the supply
of resources and the need for them. An algorithm for constructing all independent
linear constraints is then proposed. The result obtained depends only on the structure
of the original graph.
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Ââåäåíèå

Çàäà÷è àíàëèçà ïîòîêîâ â ñåòÿõ èìåþò áîëåå ÷åì ïîëóâåêîâóþ èñòîðèþ. Â êëàññè-
÷åñêèõ ðóêîâîäñòâàõ [1�7] ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ïðè ôèñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îãðàíè÷åíèé
íà ïîòîêè â ðåáðàõ, âåðøèíàõ. Â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ çàäà÷è î ìàêñ ïîòîêå è åå ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè
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ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé [8�10]. Ïðè àíàëèçå çàäà÷ ïîòîêîâ â ñåòÿõ èññëåäîâàòåëè
àêöåíòèðóþò îñíîâíîå âíèìàíèå íà ÿâíîì ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàëà÷ î ïîòîêàõ
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè è èõ îáîáùåíèÿõ.

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïðîïóñêàåòñÿ èëè ÿâëÿåòñÿ ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì
ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè îãðàíè÷åíèé [11].
Ïîëíûé íàáîð óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòîêîâ â êîíêðåòíîé ñåòè, êàê âèäíî èç ðåçóëü-
òàòà [1], åñòü äîâîëíî áîëüøîé íàáîð îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. È êîíñòðóê-
òèâíîå âûäåëåíèå èç íèõ ïîäìíîæåñòâà íåçàâèñèìûõ íåðàâåíñòâ ïðåäñòàâëÿåò äîâîëü-
íî ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïîýòîìó ïðè ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîì àíàëèçå ñåòè (âàðèàöèè åå
ïàðàìåòðîâ) ïðèõîäèòñÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ ðåøàòü çàäà÷ó î
ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå äâîéñòâåííîé ñåòè [1]. Åñòü ïîïûòêè èñïîëüçîâàòü âàðèàöèþ
ïàðàìåòðîâ â çàäà÷å î ðàññòîÿíèÿõ â ñåòè, íàïðèìåð [8]. Â [12] ïðåäëàãàþòñÿ ìîäåëè
êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé è ïåðèîäè÷åñêîé ïðîâåðêè, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò êîíòðîëü çà
ñîñòîÿíèåì çàïàñîâ è àäàïòèâíîå ïîïîëíåíèå èõ ïóòåì çàêàçîâ, ðàçìåð êîòîðûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé ñòðàòåãèåé. Â [13] ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðîÿòíîñò-
íûå ìîäåëè äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðåáåð ãðàôà ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêîé ñåòåâîé
ñèñòåìû. Â [9] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå ýìïèðè÷åñêèå ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ
è âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ â ãîðîäñêèõ òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ. Â [14] èñïîëüçóþòñÿ íå÷åò-
êèå ïåðåìåííûå (fuzzy set) äëÿ ïàðàìåòðîâ òðàíñïîðòíîé ñåòè. Â [15] ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñåòè ñ èçìåíÿþùåéñÿ ñòðóêòóðîé èõ ãðàôà. Â [10] äëÿ ìíîãîñòàäèéíîé ìîäåëè ðàñïðå-
äåëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ïî ñåòè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Îáùèå ðåçóëüòàòû [16, 17] îïèñàíèÿ íàáîðà âñåõ ëèíåéíûõ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû
ñåòè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â íåé ïîòîêà ïðèâîäÿò ê ïî÷òè ïîëíîìó ïåðåáîðó è èõ òðóäî-
åìêîñòü ýêñïîíåíöèàëüíà. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîâ áóäåò ðåçóëüòàò äëÿ ñåòåé ÷àñòíîãî
âèäà.

Èçâåñòíî [18], ÷òî ëþáóþ òðàíñïîðòíóþ ñåòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ðàâíîñèëüíóþ
ñåòü íà äâóäîëüíîì ãðàôå. Ïîýòîìó èçó÷åíèå òàêèõ ñåòåé ïðèîáðåòàåò îñîáîå çíà÷åíèå.

Â ýòîé ñòàòüå äëÿ ðàñïðåäåëèòåëüíîé ñåòè íà äâóäîëüíûõ ãðàôàõ (çàäà÷à ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñà) - óäàëîñü ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé è ýôôåêòèâíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ âñåõ íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ
óñëîâèé. Ñòðóêòóðà è êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ñåòè çàâèñèò òîëüêî
îò ñòðóêòóðû èñõîäíîãî ãðàôà è ïîýòîìó óñòîé÷èâî ê âàðèàöèÿì çàïàñîâ â èñòî÷íèêàõ
è ïîòðåáíîñòåé ó ïîòðåáèòåëåé.

Ïåðåä ïîñòðîåíèåì êîíêðåòíîãî ïëàíà ïåðåâîçîê çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà îò
ïîñòàâùèêîâ ïî ïîòðåáèòåëÿì òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè äîñòàòî÷íîñòè çàïàñà
ðåñóðñà ó êàæäîãî ïîñòàâùèêà äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ ïîòðåáíîñòåé â íåì, ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷åé ïëàíèðîâàíèÿ. Ò.å. íåîáõîäèìî ðåøèòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ó
áóäóùåé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî, ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà âñåõ îãðàíè÷åíèé íà
ïàðàìåòðû çàäà÷è. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ýòîãî èññëåäîâàíèÿ èìååò è ïðèêëàäíîå ïðèìå-
íåíèå.

1. Ïîñòàíîâêà

Ïðîñòîé ãðàô G = (X, Y,Γ) ýòî ãðàô, îïðåäåëÿåìûé äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ìíîæåñòâàìè X è Y è ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì Γ ìíîæåñòâà X â Y [7] (ãëàâà
10).

X={xi, i = 1..n} ,Y={yj, j=1..m} . Äóãà (xi, yj)∈ G ⇐⇒ yj ∈ Γxi.
Â êàæäîé âåðøèíå xi åñòü çàïàñ ïðîäóêòà â êîëè÷åñòâå ai = a(xi) > 0, ïîòðåáíîñòü

êàæäîé âåðøèíû yj ýòî bj = b(yj) > 0. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð íåîãðàíè-
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÷åíû. Ñïðàøèâàåòñÿ, ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó {ai} è {bj} âåñü çàïàñ ïðîäóêòà
ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ïîòðåáèòåëÿìè, íàñûòèâ èõ ïîëíîñòüþ. Ò.å. ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ñîâìåñòíà ñèñòåìà (1), ãäå φ(xi, yj) � ïîòîê ïî äóãå (xi, yj).{

ai =
∑

j φ(xi, yj)

bj =
∑

i φ(xi, yj)
(1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâÿçíûé ãðàô G. ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ íåñâÿçíîãî ãðà-
ôà åñòü îáúåäèíåíèå îãðàíè÷åíèé äëÿ åãî êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.

2. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2) è óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè.{
ai ⩽

∑
j φ(xi, yj)

bj ⩾
∑

i φ(xi, yj)
(2)

Äîïîëíèì ãðàô G äî òðàíñïîðòíîé ñåòè S, äîáàâèâ âõîä s, âûõîä t è äóãè
(s, xi), (yj, t), i = 1..n, j = 1..m.

Êàæäîé äóãå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë � íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû
ïîòîêà ïî ýòîé äóãå. Äëÿ (s, xi): (ai,∞), äëÿ (xi, yj): (0,∞), äëÿ (yj, t): (0, bj). Òîãäà
ñèñòåìà (2) ðàçðåøèìà ⇐⇒ ∃ ïîòîê ïî ñåòè S.

Â [5�7,17] èìååòñÿ òàêàÿ

Òåîðåìà 1 (Ho�man). Ïóñòü êàæäîé äóãå u íåêîòîðîé òðàíñïîðòíîé ñåòè îòíåñå-
íû äâà öåëûõ ÷èñëà a(u) è b(u) [0 ⩽ a(u) ⩽ b(u)]. Ïóñòü ℵ - ñåìåéñòâî òåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà âñåõ âåðøèí ñåòè, êîòîðûå ëèáî íå ñîäåðæàò íè s, íè t, ëèáî ñîäåðæàò s è
t îäíîâðåìåííî. Ñóùåñòâóåò ïîòîê φ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ a(u) ⩽ φ(u) ⩽ b(u),
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b(U−

L ) ⩾ a(U+
L ) äëÿ âñåõ L ∈ ℵ. Çäåñü U−

L - äóãè, çàõîäÿùèå
â L, U+

L - äóãè, èñõîäÿùèå èç L.

Äëÿ íàøåé çàäà÷è óäîáíåå âìåñòî ìíîæåñòâ L ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà D = S∖L
òîãî æå òèïà, ÷òî è â òåîðåìå âûøå. Äëÿ íèõ b(U−

L ) = b(U+
D ) è a(U+

L ) = a(U−
D ). Òîãäà

íåðàâåíñòâà òåîðåìû ïðèíèìàþò âèä

a(U−
D ) ⩽ b(U+

D ) (3)

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ (3) ñóùåñòâåííû.

Ëåììà 1. Åñëè îãðàíè÷åíèå ñóùåñòâåííî, òî xi ∈ D ⇐⇒ Γxi ⊆ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè xi ∈ D è yj ∈ Γxi, íî yj /∈ D, òî (xi, yj) ∈ U+
D ,

b(xi, yj) = ∞ è îãðàíè÷åíèå äëÿ D íåñóùåñòâåííî. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè ∃xi /∈ D, yj ∈ Γxi è yj ∈ D, òî (xi, yj) ∈ U−

D , a(xi, yj) = 0. Òàêèå äóãè íå âëèÿþò
íà îãðàíè÷åíèå äëÿ D è ïîäîáíûå xi èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Èòàê, äëÿ êàæäîãî xi ∈ D òàê æå è Γxi ⊆ D è íàîáîðîò.

Ëåììà 2. Åñëè îãðàíè÷åíèå ñóùåñòâåííî, òî D ⊆ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè s ∈ D, t ∈ D è xi /∈ D, òî (s, xi) ∈ U+
D , b(s, xi) = ∞ è

îãðàíè÷åíèå äëÿ D íåñóùåñòâåííî. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè s ∈ D, t ∈ D è ∀xi ∈ D , òî, ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, Γ(X) = Y ⊆ D èD = S. Íî

ó S íåò âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ äóã � îãðàíè÷åíèå îòñóòñòâóåò, õîòÿ îíî äîëæíî áûòü
ñóùåñòâåííûì.
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Ò.ê. ïî òåîðåìå 1 s, t îäíîâðåìåííî âõîäÿò èëè íå âõîäÿò â D, òî áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî D ⊆ G áåç ïîòåðè êàêèõ ëèáî îãðàíè÷åíèé.

ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ xi Γxi ̸= ∅ è äëÿ âñåõ yj ∃xi òàêîå, ÷òî yj ∈ Γxi. Èíà÷å âåðøèíû
xi, yj âèñÿ÷èå, íå ó÷àñòâóþò íè â îäíîì îãðàíè÷åíèè è èõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îãðàíè÷åíèÿ (3) ñóùåñòâåííû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D ⊆
G è xi ∈ D ⇐⇒ Γxi ⊆ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðÿìóþ ñòîðîíó äîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ëåììàõ.
Åñëè D ⊆ G, {xi} ⊆ D, Γ{xi} ⊆ D, òî U−

D = {(s, xi)}, U+
D = {(yj, t)|yj ∈ Γxi}, à

a(s, xi) < ∞, b(yj, t) < ∞ è îãðàíè÷åíèå ñóùåñòâåííî.

Ïîèùåì ñëó÷àè, êîãäà îäíè îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ΓXi = ΓXj = Y0, òî îãðàíè÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå D0 =
{Xi ∪Xj, Y0}, ñèëüíåå êàæäîãî èç îãðàíè÷åíèé äëÿ Dk = {Xk, Y0}, k ∈ {i, j}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D0, Dk èìåþò âèä∑
Xi∪Xj

ap ⩽
∑

Y0
br∑

Xk
ap ⩽

∑
Y0
br

Òàê êàê
∑

Xk
ap ⩽

∑
Xi∪Xj

ap, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ Xi ñ îäíèì îáùèì ΓXi áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî
îãðàíè÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îáúåäèíåíèþ òàêèõ Xi ñ Dmax(Y0) = {∪Xi, Y0|ΓXi =
Y0,∀Xi ⊆ X, Y0 ⊆ Y }.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ΓX0 ⊂ ΓX1, òî îãðàíè÷åíèå äëÿ D01 = {X0 ∪ X1,ΓX1}
ñèëüíåå îãðàíè÷åíèÿ {X1,ΓX1}. Â òî æå âðåìÿ îñòàåòñÿ â ñèëå îãðàíè÷åíèå {X0,ΓX0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ΓX1 = ΓX0 ∪ Y1.
Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä

∑
X0∪X1

ap ⩽
∑

ΓX1
br,

∑
X1

ap ⩽
∑

ΓX1
br,

∑
X0

ap ⩽
∑

ΓX0
br.

Íî
∑

X1
ap ⩽

∑
X0∪X1

ap � ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå.∑
ΓX0

br ⩽
∑

ΓX1
br è

∑
X0

ap ⩽
∑

X1
ap, îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ΓX1 ∖ ΓX2 ̸= ∅, ΓX2 ∖ ΓX1 ̸= ∅ è X1 ∩ X2 ̸= ∅, òî
îãðàíè÷åíèÿ äëÿ {X1,ΓX1}, {X2,ΓX2}, {X1 ∪X2,Γ(X1 ∪ X2)} íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X1 ∩X2 = X0, ΓX0 = Y0, ΓX1 ∖ ΓX2 = Y1,
ΓX2 ∖ ΓX1 = Y2. Òîãäà X1 = X10 ∪X0, X2 = X20 ∪X0, ΓX1 = Y1 ∪ Y0, ΓX2 = Y2 ∪ Y0,
X1 ∪X2 = X10 ∪X20 ∪X0, Γ(X1 ∪X2) = Y1 ∪ Y2 ∪ Y0.
È îãðàíè÷åíèÿ

∑
X1

ap ⩽
∑

ΓX1
br,

∑
X2

ap ⩽
∑

ΓX2
br,

∑
X1∪X2

ap ⩽
∑

Γ(X1∪X2)
br

ïðèíèìàþò âèä
∑

X10∪X0
ap ⩽

∑
Y1∪Y0

br,
∑

X20∪X0
ap ⩽

∑
Y2∪Y0

br,
∑

X10∪X20∪X0
ap ⩽∑

Y1∪Y2∪Y0
br.

Íî
∑

Xk0∪X0
ap ⩽

∑
X10∪X20∪X0

ap è
∑

Yk∪Y0
br ⩽

∑
Y1∪Y2∪Y0

br, k ∈ {1, 2}.
Çíà÷èò, èñõîäíûå îãðàíè÷åíèÿ íåçàâèñèìû.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè ΓX1∩ΓX2 = ∅, òî îãðàíè÷åíèå äëÿ {X1∪X2,Γ(X1∪ X2)}
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îãðàíè÷åíèé äëÿ {X1,ΓX1}, {X2,ΓX2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêX1∩X2 = ∅, òî
∑

X1∪X2
ap ⩽

∑
Γ(X1∪X2)

br ðàâíîñèëüíî∑
X1

ap+
∑

X2
ap ⩽

∑
ΓX1

br+
∑

ΓX2
br, ò.å. ñóììå îãðàíè÷åíèé äëÿ {X1,ΓX1}, {X2,ΓX2}.
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3. Àëãîðèòì

3.1. Ï ð å ä â à ð è ò å ë ü í à ÿ î á ð à á î ò ê à

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó ïîðîæäàòü íîâûå íåçàâèñèìûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò
òîëüêî ïîäìíîæåñòâà èç X ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ Γ ìíîæåñòâàìè. Â ýòîì àëãîðèòìå
òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ñòðîÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì âåðøèí èç X.

Àëãîðèòì 1 Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà

1: Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû â îãðàíè÷åíèÿõ (3) ðàâíû 1 èëè 0, òî õðàíèì êàæäîå
îãðàíè÷åíèå â ïàðå áèòîâûõ ñòðîê ñ äëèíàìè n è m, ãäå n = |X|,m = |Y |. Íóìåðà-
öèÿ áèòîâ â ýòèõ ñòðîêàõ èäåò ñïðàâà íàëåâî è ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè âåðøèí â
X. Äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ Di = {{xik}, {yil}|Γ({xik}) = {yil}} â ñòðîêè çàíîñÿò-
ñÿ 1k è 1l, ãäå 1t � 1 íà ìåñòå t â ñòðîêå. Äëÿ âñåõ îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåì ìàññèâ
ïàð áèòîâûõ ñòðîê R

2: Äëÿ ãðàôà G ñòðîèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè M(G), ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì èç X à ñòîëáöû - âåðøèíàì èç Y

3: Äëÿ X ãðàôà G ââîäèì ðàññòîÿíèå ρ ìåæäó âåðøèíàìè xi : ρ (xi, xj) = 1 ïðè
Γxi ∩ Γxj ̸= ∅, èíà÷å ρ (xi, xj) = 0. Ñòðîèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ñîñåäñòâà
M(X) = M(G)×MT (G), à ïî íåé � ãðàô ñìåæíîñòè QX = (X, {[xi, xj]|ρ (xi, xj) =
1}). Çäåñü MT (G) � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå M(G)

4: Äëÿ ãðàôà QX ñòðîèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè Q(X): Qij(X) = min(1,Mij(X))
5: Óïîðÿäî÷èâàåì âñå âåðøèíû ãðàôà QX, ïðîõîäÿ åãî ñïîñîáîì ïîèñêà â øèðè-

íó [4](22.2). Ïðè ýòîì âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà QX áóäóò ïðîéäåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíî, îäíà çà äðóãîé.

3.2. Î ñ í î â í î é ö è ê ë

Íà êàæäîì øàãå â ìàññèâ ñòðîê R äîáàâëÿåì âñå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ xj â ïîäãðàôå
QXj = {{xk}|k ⩽ j}, ñ÷èòàÿ ÷òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âñåõ QXk ñ k < j óæå çàíåñåíû â
ìàññèâ ñòðîê R.

Â êîíöå àëãîðèòìà ïîëó÷àåì íàáîð ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé â âèäå ìàññèâà R
ñòðóêòóð èç äâóõ áèòîâûõ ñòðîê.

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà ÿçûêàõ Python, Java äîñòóïíà â [19].

3.3. À í à ë è ç à ë ã î ð è ò ì à

Ïðåäëîæåíèå 6. Àëãîðèòì ñòðîèò âñå ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 âñå ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä
{X0,ΓX0}.

Íà èòåðàöèè 1 öèêëà äëÿ ïîäãðàôà QX1 èìååì òîëüêî îäíî ñóùåñòâåííîå îãðàíè-
÷åíèå {x1,Γx1}, êîòîðîå äîáàâëÿåòñÿ íà øàãå 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîäãðàôà QXj−1 â R âõîäÿò âñå åãî ñóùåñòâåííûå îãðàíè-
÷åíèÿ.

Íà èòåðàöèè j íà øàãå 3 â R äîáàâèëè {xj,Γxj}.
Ðàññìîòðèì ëþáîå {X0,ΓX0} ñ X0 = {xp|p ⩽ j}. Ïóñòü X1 = X0∖{xj} = {xp|p < j}.

X1 ⊂ X0, òîãäà ΓX1 ⊂ ΓX0 ëèáî ΓX1 = ΓX0.
Ïðè X1 ⊂ X0 {X1,ΓX1} óæå äîáàâëåíî íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ è {X0,ΓX0} =

{X0 ∪ {xj},ΓX0 ∪ ΓX1} äîáàâëåíî íà øàãå 4.
Ïðè ΓX1 = ΓX0 Γxj ⊆ ΓX0 è ∃xq ñ q < j òàêàÿ, ÷òî Γxq ∩ Γxj ̸= ∅. Èíà÷å

ΓX0 ∩ Γxj = (∪qΓxq) ∩ Γxj = ∪q(Γxq ∩ Γxj) = ∅ � ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, xq

ñîñåä xj, {X1,ΓX1} îòîáðàíî íà øàãå 2, {X0,ΓX0} ïîëó÷åíî íà øàãå 4.
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Àëãîðèòì 2 Îñíîâíîé öèêë

1: Äëÿ âñåõ xj ãðàôà QX, èòåðàöèÿ j
2: Ïðåäóñëîâèå Ìàññèâ R ïåðåä øàãîì j ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åí ïî áèòî-

âûì ñòðîêàì X, ãäå êàæäàÿ ñòðîêà � íàáîð âåðøèí èç ïîäãðàôà Xj = {{xk}|k <
j}

3: Øàã 1. Äëÿ âåðøèíû xj âûáèðàåì èç ãðàôà QX îòñîðòèðîâàííûé ñïèñîê
prev_conn âñåõ ñâÿçàííûõ ñ íåé ïðåäûäóùèõ âåðøèí {xk|ρ (xk, xj) = 1, k < j},

4: Øàã 2. Ïî ñïèñêó prev_conn ïîëó÷àåì èç R îòñîðòèðîâàííûé ñïèñîê îãðàíè-
÷åíèé prev_limits, êóäà âõîäÿò âåðøèíû èç prev_conn. (Ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà
îäèí ïðîõîä, òàê êàê ìàññèâ R è ñïèñîê prev_conn óïîðÿäî÷åíû îäèíàêîâî)

5: Øàã 3. Äîáàâëÿåì â ìàññèâ R îãðàíè÷åíèå {xj,Γxj}.
6: Øàã 4. Äîáàâëÿåì òåêóùåå {xj,Γxj}. âî âñå îãðàíè÷åíèÿ ñïèñêà prev_limits,

ðàñøèðÿÿ âëåâî ñòðîêè ýòèõ îãðàíè÷åíèé
7: Øàã 5. Åñëè â ñïèñêå prev_limits èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòÿìè

Y , òî óáèðàåì èç ýòîãî ñïèñêà òî îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå áëèæå ê åãî íà÷àëó
8: Øàã 6. Åñëè ÷àñòü Y îãðàíè÷åíèÿ p èç ñïèñêà prev_limits ñîâïàäàåò ñ ÷àñòüþ

Y ó îãðàíè÷åíèÿ r èç ìàññèâà R, òî óáèðàåì èñõîäíîå îãðàíè÷åíèå r èç ìàññèâà
R

9: Øàã 7. Äîáàâëÿåì ñïèñîê prev_limits â êîíåö ìàññèâà R
10: Ïîñòóñëîâèå Óïîðÿäî÷åííîñòü ìàññèâà R ñîõðàíÿåòñÿ

Â àëãîðèòìå âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäëîæåíèÿ 1-5.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ

Ëåììà 3 (Ôàðêàø [20]). Ïóñòü f1(x), f2(x), ..., fr(x) è f0(x) � îäíîðîäíûå ëèíåé-
íûå ôóíêöèè m âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøå-
íèÿ f1(x) ⩾ 0, f2(x) ⩾ 0, ..., fr(x) ⩾ 0 âëåêóò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî f0(x) ⩾ 0. Òîãäà
ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå λ1, λ2, ..., λr, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæ-
äåñòâî λ1f1(x) + λ2f2(x) + ...+ λrfr(x) ≡ f0(x).

Åñëè â ëåììå Ôàðêàøà êîýôôèöèåíòû âñåõ ôóíêöèé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (ó íàñ
îíè âñå ðàâíû 1), òî è âñå λi ðàöèîíàëüíû, ò.ê. ëåììà Ôàðêàøà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî
óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ [16].

Óìíîæèâ âñå λi íà íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü, ïîëó÷èì óñëîâèå Ôàðêàøà
â âèäå L1f1(x) + L2f2(x) + ... + Lrfr(x) ≡ L0f0(x)., ãäå âñå Li íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ó âñåõ ñóùåñòâåííûõ íåðàâåíñòâ-îãðàíè÷åíèé âñå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû
1. Ïîýòîìó äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îäíîãî îãðàíè÷åíèÿ îò äðóãèõ ïðè âçÿòèè èõ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì âñå íåíóëåâûå
êîýôôèöèåíòû â îáåèõ ñòîðîíàõ ðàâíû îäíîìó è òîìó æå íàòóðàëüíîìó ÷èñëó.

Ïðåäëîæåíèå 7. Âñå ñóùåñòâåííûå íåðàâåíñòâà-îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìîì ñóùåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ êàæ-
äàÿ òåêóùàÿ âåðøèíà xj ñîñåä â ãðàôå QX ïðåäûäóùåé âåðøèíû xj−1 è ò.ä.. Ò.å. âñå
Γxj ∩ Γxj−1 ̸= ∅.

Äîïóñòèì, èìååòñÿ íåñêîëüêî (> 1) îãðàíè÷åíèé è íåðàâåíñòâî f0 çàâèñèò îò äðóãèõ
íåðàâåíñòâ.

Åñëè â f0 âõîäèò òîëüêî aj, òî f0 ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ {xj,Γxj} è ìîæåò
çàâèñåòü òîëüêî îò îãðàíè÷åíèé âèäà {X0,ΓX0, |{xj} ⊂ X0,Γxj ⊇ ΓX0}, ÷òî âîçìîæíî
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òîäüêî ïðè Γxj = ΓX0 è, ïî çàìå÷àíèþ 1, òàêîå {xj,Γxj} íå âõîäèò â ÷èñëî ñóùåñòâåí-
íûõ.

Èòàê, ïóñòü aj è aj+1 ∈ f0 è f0 çàâèñèò îò äðóãèõ íåðàâåíñòâ-îãðàíè÷åíèé {fp} ∪
{fq}∪ {fr}, aj ∈ {fp}∪ {fq}, aj+1 ∈ {fp}∪ {fr}, bk ∈ Γaj ∩Γaj+1. Òîãäà (ΣLp +ΣLq)aj +
(ΣLp + ΣLr)aj+1 + ... ⩽ (2ΣLp + ΣLq + ΣLr)bk + ... è ïî âûâîäó èç ëåììû Ôàðêàøà
ΣLp + ΣLq = ΣLp + ΣLr = 2ΣLp + ΣLq + ΣLr, îòêóäà ΣLp = ΣLq = ΣLr = 0. À çíà÷èò
è âñå èñõîäíûå Lα = 0, ò.ê. îíè íåîòðèöàòåëüíû.

Îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé

Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè â àëãîðèòìå: ïîèñê ïðåäûäóùåé âåðøèíû â ãðà-
ôå QX äëÿ ñïèñêà prev_conn íà øàãå 1; ïîèñê ïî ñòðîêå x îãðàíè÷åíèé â R íà øàãå
2; ïîèñê ïî ñòðîêå y îãðàíè÷åíèé íà øàãàõ 5,6; äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèé â R íà øàãàõ
3,7; ðàñøèðåíèå îãðàíè÷åíèé â prev_limits íà øàãå 4.

Ïóñòü äëèíà R ïåðåä èòåðàöèåé j ðàâíà rj−1. Òîãäà ïîðÿäîê ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé íà øàãå 1: j, íà øàãå 2:⩽ rj−1 log j, íà øàãå 3: 1, íà øàãå 4:⩽ rj−1, íà øàãå 5:⩽
rj−1 log rj−1, íà øàãå 6:⩽ rj−1 log rj−1, íà øàãå 7:⩽ rj−1. Îòñþäà ïîëó÷àåì rj ⩽ 2rj−1+1,
ò.å. rj ⩽ 2j−1. ×èñëî âñåõ îïåðàöèé íà èòåðàöèè j: ⩽ 2(2j−1) log(2j−1)+(2j−1) log j+
2(2j−1)+1. Âñåãî ÷èñëî îïåðàöèé íà âñåõ èòåðàöèÿõ: ⩽ CΣn

j=12
jj+2j log j+2j ∼ Cn2n,

ãäå n = |X|, C êîíñòàíòà. ×èñëî îãðàíè÷åíèé r ⩽ 2n − 1.
Êàê ïîêàçûâàþò íèæåñëåäóþùèå ïðèìåðû, õîòÿ ïîëó÷åííàÿ îöåíêà è äîñòèæèìà,

íî äèàïàçîí ðàçáðîñà ðåàëüíîãî ÷èñëà îïåðàöèé âåñüìà âåëèê.

4. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1 (êîíôèãóðàöèÿ '1-1'). X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 1..n},Γxi = yi.
Àëãîðèòì îáðàáàòûâàåò êàæäóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ãðàôà îòäåëüíî, ñâÿçíàÿ êîì-
ïîíåíòà ñîñòîèò èç îäíîé äóãè è ÷èñëî îãðàíè÷åíèé � n.

Ïðèìåð 2 (êîíôèãóðàöèÿ 'Íàïîð'). X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 1..n},Γxi =
{yj|j = 1..i}. Òàê êàê âñå Γxj−1 ⊂ Γxj, òî àëãîðèòì íà øàãå j îãðàíè÷åíèå äëÿ xj

îáüåäèíÿåò ñ êîïèåé îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà øàãå j − 1. Âñåãî îãðàíè÷åíèé n:
{{xi}, {yi}|i = 1..k}, k = 1..n.

Ïðèìåð 3 (êîíôèãóðàöèÿ 'Ïèëà'). X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 1..n+ 1},Γxi =
{yi, yi+1}. Êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ îò y1 äî yn+1. Àëãîðèòì íà êàæäîé
èòåðàöèè äóáëèðóåò îãðàíè÷åíèÿ, êóäà âõîäèò xj−1, ââîäÿ â íèõ xj + ñàìî îãðàíè÷åíèå

äëÿ xj. Âñåãî îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåòñÿ 1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2

.

Ïðèìåð 4 (êîíôèãóðàöèÿ 'Ïàóê'). X = {xi|i = 1..n}, Y = {yi|i = 0..n},Γxi =
{y0, yi}. Äëÿ âñåõ X0 ⊆ X âñå ΓX0 ïåðåñåêàþòñÿ ïî y0, íî ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó âñåãî
îãðàíè÷åíèé ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ïîäìíîæåñòâ â X. Ò.å. 2n − 1.

4.1. Î ö å í ê à ÷ è ñ ë à î ã ð à í è ÷ å í è é

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû êîíôèãóðàöèé ñåòè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðîñò ÷èñëà îãðàíè÷å-
íèé ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ, îò ëèíåéíîãî, äî ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî. Òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ìåðû òîãî, êàê â ñðåäíåì ðàñòåò ÷èñëî îãðàíè÷åíèé
òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé âû÷èñëèòåëüíîé îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà îãðàíè÷åíèé
íåîáõîäèìî îáðàáîòàòü çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü íàáîðà ñåòåé êàêîãî-ëèáî ðàçìåðà. Â ñåòè
ðàçìåðà n ×m, ãäå n = |X|, m = |Y |, ó êàæäîé âåðøèíû èç X Γ ìîæåò áûòü ëþáûì
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ïîäìíîæåñòâîì â Y , ò.å. âñåãî 2m − 1. Îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñåòåé ðàâíî (2m − 1)n

è ïðè m = n èìååò ïîðÿäîê 2n
2
. Ïðè n = 10 ïîëó÷àåì ïîðÿäîê 2100, ÷òî âûõîäèò çà

ïðåäåëû âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé.
Ïîýòîìó îáðàáîòàíû ïîëíîñòüþ ñåòè ñëåäóþùèõ ðàçìåðîâ (n,m): (3,3), (3,4), (3,5),

(3,6), (3,7), (4,4), (4,5), (4,6). Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà äîñòóïíà â [19]. Ðåçóëüòàò ïîêàçàí â
òàáëèöàõ 1, 2, 3. Èç ýòèõ ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ñåòåé n×m ïðè n < m ìàêñèìàëüíîå

Òà á ë è ö à 1
Äëèíà R (r) è ê-âî ñåòåé (Nets) äëÿ |X| = 3

|Y |: 3 4 5 6 7 8
r Nets % Nets % Nets % Nets % Nets % Nets %
1 7 2,0 15 0,4 31 0,1 63 0,0 127 0,0 255 0,0
2 108 31,5 450 13,3 1620 5,4 5418 2,2 17388 0,8 54450 0,3
3 168 49,0 1470 43,6 9120 30,6 48006 19,2 230328 11,2 1043790 6,3
4 60 17,5 1128 33,4 11820 39,7 94920 38,0 656460 32,0 4136328 24,9
5 - - 216 6,4 4320 14,5 52920 21,2 514080 25,1 4359096 26,3
6 - - 72 2,1 2160 7,3 34920 14,0 423360 20,7 4356072 26,3
7 - - 24 0,7 720 2,4 13800 5,5 206640 10,1 2631384 15,9

sum 343 100 3375 100 29791 100 250047 100 2048383 100 16581375 100

Òà á ë è ö à 2
Äëèíà R (r) è ê-âî ñåòåé (Nets) äëÿ |X| = 4

|Y |: 4 5 6
r Nets % Nets % Nets %

1 15 0,0 31 0,0 63 0,0
2 1050 2,1 3780 0,4 12642 0,1
3 8160 16,1 50430 5,5 264936 1,7
4 17400 34,4 183480 19,9 1478400 9,4
5 15000 29,6 270480 29,3 3266760 20,7
6 5904 11,7 196440 21,3 3525480 22,4
7 2256 4,5 122760 13,3 3075240 19,5
8 768 1,5 64800 7,0 2199120 14,0
9 72 0,1 20400 2,2 1036440 6,6
10 - - 7920 0,9 591840 3,8
11 - - 1440 0,2 158400 1,0
12 - - 1440 0,2 120960 0,8
13 - - - - 9360 0,1
14 - - - - 3600 0,0
15 - - 120 0,0 9720 0,1

sum 50625 100 923521 100 15752961 100

÷èñëî îãðàíè÷åíèé â êàæäîé ñåòè ðàâíî 2n−1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå
ïóíêòà 3.3.

Ñåòè äðóãèõ ðàçìåðîâ îáðàáîòàíû âûáîðî÷íî ïóòåì ñëó÷àéíîé âûáîðêè, ïîâòîðåí-
íîé 10000000 ðàç äëÿ êàæäîãî ðàçìåðà. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ äîáàâëåíû â òàá-
ëèöó 3 è ïîêàçàíû â òàáëèöå 4. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé äëÿ êàæäîé òàêîé
ñåòè òàêæå ðàâíî 2n − 1.
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Òà á ë è ö à 3
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (E) è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (σ)

|Y |: 3 4 5 6 7 8
|X| E σ E σ E σ E σ E σ E σ

3 2,82 0,74 3,41 0,94 3,94 1,09 4,42 1,17 4,84 1,20 5,19 1,18
4 - - 4,53 1,19 5,52 1,51 6,48 1,76 7,38 1,93 8,21 2,03
5 - - - - 7,02 1,82 8,56 2,25 10,08 2,61 11,55 2,89
6 - - - - - - 10,60 2,68 12,85 3,24 15,10 3,73
7 - - - - - - - - 15,63 3,83 18,78 4,55
8 - - - - - - - - - - 22,55 5,33

Òà á ë è ö à 4
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (E) è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (σ) äëÿ ñåòåé n×m

8× 9 9× 10 10× 11 11× 12 12× 13 13× 14
E σ E σ E σ E σ E σ E σ

26,83 6,27 37,55 8,53 51,62 11,49 69,83 15,31 93,19 20,20 122,83 26,41

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ σ êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ
20-25% îò E íåçàâèñèìî îò ðàçìåðà ñåòè. Ò.å. ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëèí
âñåãäà èìååò õâîñòû, êîòîðûå ìîãóò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîêà íå äîñòèãíóò òåîðåòè-
÷åñêèõ ãðàíèö ìèíèìóìà (1) è ìàêñèìóìà (2n− 1). Ïîñëå ýòîãî σ íà÷íåò óìåíüøàòüñÿ
è E ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå äëèí îãðàíè÷åíèé ñåòè èìååò êîëîêîë-
îáðàçíûé âèä. Íî äîñòè÷ü ýòîãî íå õâàòàåò âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé.

5. Ñèñòåìà ðàâåíñòâ{
ai =

∑
j φ(xi, yj)

bj =
∑

i φ(xi, yj)
⇐⇒ (2) &

{
ai ⩾

∑
j φ(xi, yj)

bj ⩽
∑

i φ(xi, yj)
Çíà÷èò, îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû ðàâåíñòâ ñîñòîÿò èç îãðàíè÷åíèé äëÿ ñèñòåìû

íåðàâåíñòâ (2), èçó÷åííûå ðàííåå, è îãðàíè÷åíèé äëÿ äâîéñòâåííîé ñåòè T , ó êîòîðîé,
ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåòüþ S, íàïðàâëåíèÿ äóã èçìåíåíû íà îáðàòíûå, s → t, t → s. Îãðà-
íè÷èòåëè ïî äóãàì áóäóò: äëÿ (s, yj) � (bj,∞), äëÿ (yj, xi) � (0, ∞), äëÿ (xi, t) �
(0, ai).

Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ T ïîëó÷àåì îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì è îáúåäèíÿåì èõ ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè äëÿ S.

Ïðåäëîæåíèå 8. Îãðàíè÷åíèå ΣXai = ΣY bj ñóùåñòâóåò òòîãäà, êîãäà (X, Y )
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àëãîðèòìó ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ
èìåþòñÿ òîëüêî âíóòðè êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû èñõîäíîãî ãðàôà.

Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå ó âñåé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äëÿ S ΣXai ⩽ ΣY bj è îãðàíè-
÷åíèå äëÿ T ΣY bj ⩽ ΣXai îáúåäèíÿþòñÿ â ΣXai = ΣY bj, òàêæå ýòî ñëåäñòâèå èñõîäíîé
ñèñòåìû ðàâåíñòâ.

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè èìååòñÿ ïàðà îãðàíè÷åíèé ΣXai ⩽ ΣY bj è ΣY bj ⩽ ΣXai, ò.å
ΣXai = ΣY bj, òî (X, Y ) ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà G. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ΓX = Y è ΓY = X.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ ðàñïðåäåëèòåëü-
íîé çàäà÷è ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïîäáèðàòü ðàçìåðû çàïà-
ñîâ, ïîòðåáíîñòåé ïðîäóêòà è àíàëèçèðîâàòü èõ âàðèàöèè.

Àëãîðèòì ñòàòüè ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû, êîòîðàÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå
ñòðîèò ïîëíûé íàáîð îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ äëÿ ïðÿìîãî èëè äóàëüíîãî ãðàôîâ.

Ïðîãðàììà äîñòóïíà â [19].
Òàì æå íàõîäèòñÿ ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà âñåõ îãðàíè÷åíèé äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà

ðåñóðñîâ.
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