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ÊÀÍÀËÎÌ 1

Èññëåäóåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñóììû
îïèñûâàþòñÿ òåêóùèå àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñîîáùåíèé äëÿ ñëó÷àéíî
âûáðàííîãî êîäà â äâîè÷íîì ñèììåòðè÷íîì êàíàëå. Òàêèå àïîñòåðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè êàíàëîâ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ïîëó÷å-
íû áëèçêèå ìåæäó ñîáîé íåàñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ýòîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà, äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë.

� 1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå äâîè÷íûå n-âåêòîðû xj, j =
1, . . . ,M . Ïðè ýòîì êàæäàÿ êîîðäèíàòà êàæäîãî n-âåêòîðà xj âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî è
ðàâíà íóëþ èëè åäèíèöå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wj = w(xj), j = 1, . . . ,M
âåñ (ò.å. ÷èñëî åäèíèö) äâîè÷íîãî n-âåêòîðà xj. Äëÿ z > 0 ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ñóììó

S(z,M, n) =
M∑
j=1

zwj(n), z > 0. (1)

ßñíî, ÷òî Mzn ≤ S(z,M, n) ≤ M ïðè 0 ≤ z ≤ 1, è M ≤ S(z,M, n) ≤ Mzn ïðè z ≥ 1.
Ñóììû òèïà S(z,M, n) èç (1) âîçíèêàþò â òåîðèè èíôîðìàöèè ïðè èññëåäîâàíèè

îïòèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà BSC(p) ñ ïåðåõîäíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ 0 < p < 1/2 [1], à òàêæå â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïîèñêà è ïëàíèðîâà-
íèè ýêñïåðèìåíòîâ [2]. Â ýòîì ñëó÷àå z = p/(1 − p) < 1. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó,
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñóìì S(z,M, n) ðàíåå íå èññëåäîâàëèñü [3]. Îäíàêî
ýòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âàæíû ïðè èññëåäîâàíèè êàíàëà BSC(p) ñ îáðàòíîé ñâÿ-
çüþ, òàê êàê îíè ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü íàèëó÷øèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ òàêîãî
êàíàëà. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ðåçóëüòàòû áûëè áû âåñüìà ïîëåçíû â ðàáîòàõ [4], [5], [6].
Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïîäîáíûå îïèñàíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí S(z,M, n) áûëè ñ àêêóðàòíûì èññëåäîâàíèåì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåð-
íîñòè ïî z,M, n. Óäîáíåå âñåãî äëÿ ýòîãî íåàñèìïòîòè÷åñêèå ïî z,M, n îöåíêè, ÷åìó è
ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

1Ïîääåðæàíî ÌÎÍ, ïðîåêò MG-2024-0048.
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Õîòÿ äàëåå âñå ðåçóëüòàòû â ñòàòüå ÿâëÿþòñÿ íåàñèìïòîòè÷åñêèìè ïî n,M , îíè â
îñíîâíîì îðèåíòèðîâàíû íà ñëó÷àé n → ∞ è M = eRn, R > 0.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäñòàâëÿþò òåîðåìû 1 è 2 äëÿ ñëó÷àåâ z ≤ 1 and
z ≥ 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 1. Äëÿ 0 < z < 1 è A = zbn ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ãðàíèöû:

1) Åñëè 0 ≤ b ≤ 1/2, òî

1

Mn
lnP{S(z,M, n) ≥ Mzbn} = h(b)− ln 2 + r1(b, n), (2)

ãäå

− ln(n+ 1)

n
− 1

n
ln

1− b

b
− 1

2n2b(1− b)
≤ r1(b, n) ≤

ln(n+ 1)

n
,

h(x) = −x lnx− (1− x) ln(1− x), 0 ≤ x ≤ 1.

(3)

2) Åñëè 1/2 ≤ b ≤ 1, òî

1

Mn
lnP{S(z,M, n) ≤ Mzbn} = ln 2− h(b) + r2(b, n), (4)

ãäå

− ln(n+ 1)

n
− 1

n
ln

1− b

b
− 1

2n2b(1− b)
≤ r2(b, n) ≤

ln(n+ 1)

n
. (5)

Ò å î ð å ì à 2. Äëÿ z ≥ 1 è A = zbn ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ãðàíèöû

1) Åñëè 0 ≤ b ≤ 1/2, òî

1

Mn
lnP{S(z,M, n) ≤ Mzbn} = ln 2− h(b) + r2(1− b, n), (6)

2) Åñëè 1/2 ≤ b ≤ 1, òî

1

Mn
lnP{S(z,M, n) ≥ Mzbn} = h(b)− ln 2 + r1(1− b, n). (7)

Â ÷àñòíîñòè, èç (2)-(7) ñëåäóåò
Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Äëÿ ëþáîãî z > 0 è n ≥ 10 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

P

{∣∣∣∣ln S(z,M, n)

Mzn/2

∣∣∣∣ ≥ √
n ln(n+ 1)| ln z|

}
≤ 2(n+ 1)−M . (8)

Çàìå÷àíèå. Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî åñëè M = eRn+o(n), R > 0 ïðè n → ∞, òî òîãäà ñ
î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ S(z,M, n) = Mzn/2+o(n) ïðè n → ∞ äëÿ ëþáîãî z > 0.

� 2. Äîêàçàòåëüñòâà
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1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Çàìåòèì, ÷òî

EeλS(z,M,n) =
(
Eeλz

w1(n)
)M

, Eeλz
w1(n)

= 2−n

n∑
l=0

(
n

l

)
eλz

l

. (9)

Äàëåå äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(
n
k

)
èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå íèæíèå è âåðõ-

íèå îöåíêè [8, formula (12.40)]

1

(n+ 1)
enh(k/n) ≤

(
n

k

)
≤ enh(k/n), 0 ≤ k ≤ n,

h(x) = −x lnx− (1− x) ln(1− x).

(10)

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

D1(z, b, n) = P{S(z,M, n) ≥ Mzbn}, D2(z, b, n) = P{S(z,M, n) ≤ Mzbn}. (11)

Äàëåå, îöåíèâàÿ ñâåðõó è ñíèçó âåðîÿòíîñòè D1(z, b, n) è D2(z, b, n), ìû ïîëó÷èì ôîð-
ìóëû (2)-(3) è (4)-(5).

1. Ôîðìóëû (2)-(3). Èñïîëüçóÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà

P{S > a} ≤ inf
λ>0

{
e−λaEeλS

}
(12)

è ôîðìóëû (9), èìååì äëÿ ëþáîãî A ≥ 0

P{S(z,M, n) ≥ MA} ≤ min
λ≥0

{
e−λMAEeλS(z,M,n)

}
=

= 2−Mn min
λ≥0

e−λMA

[
n∑

l=0

(
n

l

)
eλz

l

]M
 ,

(13)

îòêóäà â ñèëó (10) ñ l = an, 0 ≤ a ≤ 1 ïîëó÷àåì

1

M
lnD1(z, b, n) ≤ −n ln 2 + min

λ≥0

{
−λA+ ln

[
n∑

l=0

(
n

l

)
eλz

l

]}
≤

≤ −n ln 2 + ln(n+ 1) + min
λ≥0

max
0≤l≤n

{
−λA+ ln

[(
n

l

)
eλz

l

]}
≤

≤ −n ln 2 + ln(n+ 1) + min
λ≥0

max
0≤a≤1

f(λ, a, z),

(14)

ãäå
f(λ, a, z) = −λA+ nh(a) + λzan. (15)

Ðåøåíèå (λ0, a0) ìèíèìàêñíîé çàäà÷è â ïðàâîé ÷àñòè (14) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé
ôóíêöèè f(λ, a, z) èç (15) [9], ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

f ′
λ(λ0, a0, z) = za0n − A = 0,

f ′
a(λ0, a0, z) = n

(
ln

1− a0
a0

+ λ0z
a0n ln z

)
= 0,

(16)
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èëè, ýêâèâàëåíòíî,
za0n = A,

ln
1− a0
a0

+ λ0A ln z = 0,
(17)

Ïðè A = zbn ñ 0 ≤ b ≤ 1/2 cèñòåìà (17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (λ0, a0) (ò.å.
ôóíêöèÿ f(λ, a, z) èìååò åäèíñòâåííóþ ñåäëîâóþ òî÷êó)

a0 = b, λ0 =
ln[b/(1− b)]

zbn ln z
≥ 0, (18)

÷òî äàåò
min
λ≥0

max
0≤a≤1

f(λ, a, z) = f(λ0, a0, z) = nh(b). (19)

Èç (14) è (18)- (19) ñëåäóþò ôîðìóëà (2) è îöåíêà ñâåðõó (3).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó (3), ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå äâîè÷íûå

n-âåêòîðû {xj} â ñóììå (1) èìåþò öåëûé âåñ l0 òàêîé, ÷òî zl0 ≥ A, ò.å. l0 ≤ bn. Òîãäà â
ñèëó (10) èìååì äëÿ ëþáîãî A = zbn ≥ zn

1

Mn
lnD1(z, b, n) ≥

1

Mn
ln

[
2−n

(
n

l0

)]M
≥ h

(
l0
n

)
− ln 2− ln(n+ 1)

n
. (20)

Âûáèðàÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå öåëîå l0, èìååì

l0 ≥ bn− 1. (21)

Ïîýòîìó èç (20) è (21) ïîëó÷àåì

1

Mn
lnD1(z, b, n) ≥ h

(
b− 1

n

)
− ln 2− ln(n+ 1)

n
≥

≥ h(b)− ln 2− ln(n+ 1)

n
− 1

n
ln

1− b

b
− 1

2n2b(1− b)
,

(22)

ãäå èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû Òåéëîðà (òàê êàê h(3)(b) ≥ 0)

h(b− ε) ≥ h(b)− ε ln
1− b

b
− ε2

2b(1− b)
, 0 < b ≤ 1/2, 0 ≤ ε ≤ b.

Èç (22) ñëåäóåò ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3).
1. Ôîðìóëû (4)-(5). Ôîðìóëû (4)-(5) äîêàçûâàþòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì

(2)-(3). Èñïîëüçóÿ äðóãîé âàðèàíò ýêñïîíåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà è ôîðìó-
ëû, àíàëîãè÷íûå (12) è (14), èìååì äëÿ ëþáîãî A ≥ 0, λ ≥ 0

P{S(z,M, n) ≤ MA} = P{e−λS(z,M,n) ≥ e−λMA} ≤

≤ min
λ≥0

{
eλMAEe−λS(z,M,n)

}
= 2−Mn min

λ≥0

eλMA

[
n∑

l=0

(
n

l

)
e−λzl

]M
 .

(23)
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Òîãäà èç (23) ñ l = an, 0 ≤ a ≤ 1, àíàëîãè÷íî (14) ïîëó÷àåì

1

M
lnD2(z, b, n) ≤ −n ln 2 + min

λ≥0

{
λA+ ln

[
n∑

l=0

(
n

l

)
e−λzl

]}
≤

≤ −n ln 2 + ln(n+ 1) + min
λ≥0

max
0≤l≤n

{
λA+ ln

[(
n

l

)
e−λzl

]}
≤

≤ −n ln 2 + ln(n+ 1) + min
λ≥0

max
0≤a≤1

g(λ, a, z),

(24)

ãäå áûëî îáîçíà÷åíî
g(λ, a, z) = λA+ nh(a)− λzan. (25)

Ðåøåíèå (λ0, a0) ìèíèìàêñíîé çàäà÷è â ïðàâîé ÷àñòè (24) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé
ôóíêöèè g(λ, a, z) èç (25), ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

g′λ(λ0, a0, z) = za0n − A = 0,

g′a(λ0, a0, z) = n

(
ln

1− a0
a0

− λ0z
a0n ln z

)
= 0,

(26)

èëè, ýêâèâàëåíòíî,
za0n = A,

ln
1− a0
a0

− λ0A ln z = 0.
(27)

Ïðè A = zbn ñ 1/2 ≤ b ≤ 1 cèñòåìà (27) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (λ0, a0) (ò.å.
ôóíêöèÿ g(λ, a, z) èìååò åäèíñòâåííóþ ñåäëîâóþ òî÷êó)

a0 = b, λ0 =
ln[b/(1− b)]

zbn ln z
≥ 0, (28)

÷òî äàåò
min
λ≥0

max
0≤a≤1

g(λ, a, z) = g(λ0, a0, z) = nh(b). (29)

Òîãäà èç (24) è (19) ïîëó÷àåì äëÿ A = zbn ñ 1/2 ≤ b ≤ 1

1

Mn
lnP{S(z,M, n) ≤ MA} ≤ h(b)− ln 2 +

ln(n+ 1)

n
. (30)

Èç (30) ñëåäóåò ïðàâàÿ ÷àñòü (3).
Èç (24) è (29)- (30) ñëåäóþò ôîðìóëà (4) è îöåíêà ñâåðõó (5).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó (5), ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå äâîè÷íûå

n-âåêòîðû {xj} â ñóììå (1) èìåþò öåëûé âåñ l0 òàêîé, ÷òî zl0 ≤ A = zbn, 1/2 ≤ b ≤ 1,
ò.å. l0 ≥ bn ≥ n/2. Òîãäà â ñèëó (10) èìååì äëÿ ëþáîãî A = zbn ≥ zn, ò.å. b ≤ 1

1

Mn
lnD2(z, b, n) ≥

1

Mn
ln

[
2−n

(
n

l0

)]M
≥ h

(
l0
n

)
− ln 2− ln(n+ 1)

n
. (31)
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Âûáèðàÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå öåëîå l0, èìååì

l0 ≥ bn− 1. (32)

Ïîýòîìó èç (31) è (32), àíàëîãè÷íî (22) ïîëó÷àåì

1

Mn
lnD2(z, b, n) ≥ h

(
b− 1

n

)
− ln 2− ln(n+ 1)

n
≥

≥ h(b)− ln 2− ln(n+ 1)

n
− 1

n
ln

1− b

b
− 1

2n2b(1− b)
,

(33)

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó (5) è òåîðåìû 1.
2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ z > 0 è j = 1, . . . ,M

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû zwj(n) è zn−wj(n) èìåþò îäèíàêîâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî-
ýòîìó ñëó÷àéíûå ñóììû S(z,M, n) è znS(1/z,M, n) òàêæå èìåþò îäèíàêîâûå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2) èìååì äëÿ z ≥ 1 è A = zbn, 1/2 ≤ b ≤ 1

1

Mn
lnP{S(z,M, n) ≥ Mzbn} =

1

Mn
lnP{S(1/z,M, n) ≥ Mz(b−1)n} =

= h(b)− ln 2 + r1(1− b, n),
(34)

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà (7). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà (6).
3. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. Äëÿ 0 ≤ z ≤ 1 ïîëîæèì â (2) A = zn(1/2−ε),

0 ≤ ε ≤ 1/2. Òîãäà a0 = 1/2− ε è

1

Mn
lnP

{
ln

S(z,M, n)

Mzn/2
≥ −εn ln z

}
≤ h(1/2− ε)− ln 2 +

ln(n+ 1)

n
≤

≤ −2ε2 +
ln(n+ 1)

n
,

(35)

òàê êàê h(1/2 − ε) ≤ ln 2 − 2ε2 äëÿ |ε| ≤ 1/2. Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ â (3) A = zn(1/2+ε),
äëÿ 0 ≤ ε ≤ 1/2 èìååì

1

Mn
lnP

{
ln

S(z,M, n)

Mzn/2
≤ εn ln z

}
≤ −2ε2 +

ln(n+ 1)

n
. (36)

Ïîëîæèì

ε =

√
ln(n+ 1)

n
, n ≥ 10, (37)

è òîãäà èç (35) -(37) ïîëó÷àåì (8) äëÿ 0 ≤ z ≤ 1.
Äëÿ z ≥ 1 ïîëîæèì â (4) A = zn(1/2+ε), 0 ≤ ε ≤ 1/2. Òîãäà b = 1/2 + ε è àíàëîãè÷íî

(35) èìååì
1

Mn
lnP

{
ln

S(z,M, n)

Mzn/2
≥ εn ln z

}
≤

≤ h(1/2− ε)− ln 2 +
ln(n+ 1)

n
≤ −2ε2 +

ln(n+ 1)

n
.

(38)
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Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ â (7) A = zn(1/2−ε), äëÿ 0 ≤ ε ≤ 1/2 òàêæå èìååì

1

Mn
lnP

{
ln

S(z,M, n)

Mzn/2
≤ −εn ln z

}
≤ −2ε2 +

ln(n+ 1)

n
. (39)

Ïîëîæèì

ε =

√
ln(n+ 1)

n
, n ≥ 10, (40)

è òîãäà èç (38) -(40) ïîëó÷àåì (8) äëÿ z ≥ 1.
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