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Àííîòàöèÿ

Äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà î íåòðèâèàëüíûõ íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè.

Åñëè íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî s0 = σ0 + it0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

íóë¼ì, òî (σ0, t0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé äâóõ

äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ σ è t.
Èçó÷åíèå îäíîãî èç äâóõ óðàâíåíèé ïîêàçàëî, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü íå âîç-

ðàñòàåò, ïðàâàÿ ÷àñòü âîçðàñòàåò ïðè ôèêñèðîâàííîì t = t0 > 0 êàê ôóíêöèè

ïåðåìåííîé σ íà ìíîæåñòâå òàê íàçûâàåìûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, çíà÷èò, íà

¾âûñîòå¿ t = t0 ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Èç ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè íåòðè-

âèàëüíûõ íóëåé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé σ =
1

2
ñëåäóåò, ÷òî σ0 =

1

2
.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïîòåçà Ðèìàíà, äçåòà-ôóíêöèÿ, íåòðèâèàëüíûå íóëè.

Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü s = σ + it � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, ãäå σ = Re s, t = Im s.
x ∈ R - äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ïðè Re s > 0, s ̸= 1 äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(s) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∞∫
1

{x}
xs+1

dx (1)

Çäåñü {x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî 1 â âèäå

ζ(s) = s

 1

s− 1
−

∞∫
1

{x}
xs+1

dx
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Òîãäà íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ íóëåé ôóíêöèè ζ(s) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíå-
íèÿ

∞∫
1

{x}
xs+1

dx =
1

s− 1
(2)

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1

xs+1
=

1

xσ+1
(cos(t lnx)− i sin(t lnx)) ,

1

s− 1
=

σ − 1

(σ − 1)2 + t2
− i

t

(σ − 1)2 + t2
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå 2 áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx =
t

(σ − 1)2 + t2
.

(3)

Êàê èçâåñòíî, íóëè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåùå-
ñòâåííîé îñè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t > 0.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè âñåãäà 0 < σ < 1, t > 0. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûé
íåòðèâèàëüíûé íóëü s0 = σ0 + it0 áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ôèêñèðîâàííûì.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà óòâåðæäàåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ0 =
1

2
.

Î ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñèñòåìû 3

Ââåäåì ñëåäóþùèå 4 ôóíêöèè:

u1(σ, t) =

∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx,

v1(σ, t) =

∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx,

u2(σ, t) =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

v2(σ, t) =
t

(σ − 1)2 + t2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó 3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
u1(σ, t) = u2(σ, t),

v1(σ, t) = v2(σ, t).
(4)
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Ðèñ. 1: Ïëîñêîñòü t = t0

Åñëè s0 = σ0 + it0 - íåòðèâèàëüíûé íóëü äçåòà-ôóíêöèè, òî (σ0, t0) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû 4 è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ v1(σ, t) = v2(σ, t); â äàëüíåéøåì èç-
ëîæåíèè ôèêñèðóåì çíà÷åíèå t = t0 > 0. Äàëåå èçó÷àåì ïîâåäåíèå ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé èìåííî ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èçó÷åíèå äðóãîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ëîãè÷å-
ñêîé íåîáõîäèìîñòè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû íå èìååò.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ w = v2(σ, t0) ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 > 0 âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ

îò ïåðåìåííîé σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

dv2
dσ

= − 2(σ − 1)t0
(t20 + (σ − 1)2)2

> 0

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w = v2(σ, t0) ïðè σ ∈ (0; 1)

ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó U =

(
t0

1 + t20
,
1

t0

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàôèê ôóíêöèè w = v2(σ, t0) öåëèêîì ëåæèò â ïðÿìîóãîëü-

íèêå
{
(σ,w)

∣∣∣ σ ∈ (0; 1), w ∈ U
}
. Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè

v1(σ, t0), ëåæàùàÿ â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìîóãîëüíèê
{
(σ,w)

∣∣∣ σ ∈ (0; 1), w ∈ U
}
áóäåì íàçûâàòü êðè-

òè÷åñêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Çàìå÷àíèå 1. Êðèòè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíèêè î÷åíü òîíêèå, èõ øèðèíà ðàâíà
1

t0
− t0

1 + t20
=

1

(1 + t20)t0
. Óæå äëÿ íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ñ ñàìîé ìàëåíüêîé ïîëîæè-

òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ t0 = 14.134725141... ïîëó÷àåòñÿ øèðèíà 0.0003523461812...
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Ðèñ. 2: Êðèòè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíèê

Îïðåäåëåíèå 2. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé σ, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà

(σ, v1(σ, t0)) ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå,

áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå σ0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé σ, ò.ê.
òî÷êà (σ0, v1(σ0, t0)) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå; â òî æå âðåìÿ ýòî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé v1(σ, t0) è v2(σ, t0).

Íî òîãäà äëÿ σ0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v1(σ0, t0) =

+∞∫
1

1

xσ0+1
sin(t0 lnx)dx =

t0
σ2
0 + t20

> 0.

Áîëåå òîãî, åñëè σ - ïðîèçâîëüíîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

v1(σ, t0) ∈
(

t0
1 + t20

,
1

t0

)
; â ÷àñòíîñòè, v1(σ, t0) > 0.

Îáîçíà÷èì

Ψ(σ, x) =
{x}
xσ+1

sin(t0 lnx).

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

v1(σ, t0) =

∞∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ v1(σ, t0) ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 > 0 íå âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ′ - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî σ+σ′ - êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî v1(σ, t0) ⩾ v1(σ + σ′, t0).

Î÷åâèäíî, ÷òî

Ψ(σ + σ′, x) =
1

xσ′Ψ(σ, x).

Òîãäà

v1(σ + σ′, t0) =

∞∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx.
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Òàê êàê σ è σ + σ′ - êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, òî v1(σ, t0) > 0 è v1(σ + σ′, t0) > 0,
ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî X0 è ëþáîãî X > X0 èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

X∫
1

Ψ(σ, x)dx > 0 è

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx > 0.

Îáîçíà÷èì ℜ[a, b] ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà îòðåç-
êå [a, b]. Íàì áóäåò ïîëåçíà [2, c. 352]

Òåîðåìà (âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà). Åñëè f, g ∈ ℜ[a, b] è g - ìîíî-

òîííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ, òî íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

f(x)g(x)dx = g(a)

ξ∫
a

f(x)dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x)dx.

Òàê êàê ôóíêöèÿ
1

xσ′ ìîíîòîííî óáûâàåò ïî x, òî ïî âòîðîé òåîðåìå î ñðåäíåì

äëÿ èíòåãðàëà íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ = ξ(X) ∈ [1, X] òàêàÿ, ÷òî

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx = A+ γB,

ãäå γ =
1

Xσ′ , A = A(ξ) =

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx è B = B(ξ) =

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx.

ßñíî, ÷òî 0 < γ < 1, A+B > 0, A+ γB > 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M =

{
ξ ∈ R :

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx = A(ξ) + γB(ξ)

}
.

Âûøå óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî. Îíî çàìêíóòî êàê ïðîîáðàç îä-

íîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {0} íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx− (A(x) + γB(x))

íà çàìêíóòîì îòðåçêå [0;X]. Êðîìå òîãî, îíî îãðàíè÷åíî ñíèçó 1, ñâåðõó X, ïîýòîìó
infM = minM, supM = maxM . Îáîçíà÷èì ξ = minM, ξ = maxM.

Èòàê, M ⊆ [ξ, ξ].

Óòâåðæäåíèå ëåììû 2 ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ M
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

A+ γB ⩽ A+B. (5)

Äîêàæåì ñëåäóþùåå

5



Ïðåäëîæåíèå. Åñëè íåðàâåíñòâî 5 âåðíî äëÿ îäíîãî êàêîãî-òî ýëåìåíòà ìíîæå-

ñòâà M , òî îíî âåðíî è äëÿ ëþáîãî ξ ∈ M . Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â êà÷åñòâå òàêîãî

ýëåìåíòà âîçüì¼ì ξ.

Åñëè ξ = ξ, òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ξ = ξ.

Ïóñòü ξ < ξ.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå ξ1, ξ2 ∈ M òàêèå, ÷òî ξ1 < ξ2.

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx =



ξ1∫
1

Ψ(σ, x)dx+ γ

X∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx

ξ1∫
1

Ψ(σ, x)dx+

ξ2∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx+ γ

X∫
ξ2

Ψ(σ, x)dx

Ñëåäîâàòåëüíî,

ξ1∫
1

Ψ(σ, x)dx+

ξ2∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx+ γ

X∫
ξ2

Ψ(σ, x)dx =

ξ1∫
1

Ψ(σ, x)dx+ γ

X∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx.

ξ2∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx = γ

 X∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx−
X∫

ξ2

Ψ(σ, x)dx

 = γ

ξ2∫
ξ1

Ψ(σ, x)dx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ξ2∫

ξ1

Ψ(σ, x)dx = 0.

Ïóñòü íåðàâåíñòâî 5 âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî ξ0 ∈ M.

Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ξ ∈ M. Òîãäà

A(ξ) + γB(ξ) =

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+ γ

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx =

=

( ξ0∫
1

Ψ(σ, x)dx+

ξ∫
ξ0

Ψ(σ, x)dx

)
+ γ

( ξ0∫
ξ

Ψ(σ, x)dx+

X∫
ξ0

Ψ(σ, x)dx

)
=

= A
(
ξ0

)
+ γB

(
ξ0

)
⩽ A

(
ξ0

)
+B

(
ξ0

)
=

=

( ξ0∫
1

Ψ(σ, x)dx+

ξ∫
ξ0

Ψ(σ, x)dx

)
+

( ξ0∫
ξ

Ψ(σ, x)dx+

X∫
ξ0

Ψ(σ, x)dx

)
=

=

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx = A(ξ) +B(ξ).
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Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà 5 è, òåì ñàìûì, ëåììû 2.

Ïðè ξ = 1 ∈ M ïîëó÷àåòñÿ A = 0, íî A + γB > 0, îòêóäà γB > 0, çíà÷èò,
γB < B, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 5 âåðíî.

Åñëè ξ = X ∈ M, òî ïîëó÷àåòñÿ B = 0, òîãäà A+ γB = A+B, çíà÷èò, íåðàâåí-
ñòâî 5 ñïðàâåäëèâî è â ýòîì ñëó÷àå.

Ïóñòü 1 < ξ < X.

Åñëè A ⩽ 0, òî B > 0, èíà÷å áûëî áû A + B ⩽ 0. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî 5
âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé A > 0. Åñëè ïðè ýòîì B ⩾ 0, òî íåðàâåíñòâî 5 èìååò
ìåñòî.

Îñòàëñÿ ñëó÷àé A > 0, B < 0. Îêàçûâàåòñÿ, îí íåâîçìîæåí. Â ñàìîì äåëå, ââå-

ä¼ì ôóíêöèþ Φ(x) =

X∫
x

Ψ(σ, x)dx. Òàê êàê Φ(1) = v1(σ, x) > 0,Φ(ξ) = B < 0, òî

ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ′ òàêàÿ, ÷òî Φ(ξ′) = 0.

Îáîçíà÷èì

A′ = A′(ξ′) =

ξ′∫
1

Ψ(σ, x)dx è B′ = B′(ξ′) =

X∫
ξ′

Ψ(σ, x)dx.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî B′ = B′(ξ′) = Φ(ξ′) = 0.

Íî òîãäà

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx = A′(ξ′) + γΦ(ξ′) = A′(ξ′) + γB′(ξ′), òî åñòü ξ′ ∈ M. Çíà÷èò,

0 = Φ(ξ′) = B′(ξ′) =

X∫
ξ′

1

xσ′Ψ(σ, x)dx =

ξ∫
ξ′

1

xσ′Ψ(σ, x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0

+B(ξ) = B(ξ) < 0. Ïîëó÷àåòñÿ

ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî X > X0 äîêàçàíî íåðàâåíñòâî 5, çíà÷èò,

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx ⩽

X∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Òîãäà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî íåðàâåíñòâî

∞∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx ⩽

∞∫
1

Ψ(σ, x)dx. (6)
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Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ðèìàíà

Òåîðåìà. Åñëè äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà èìååò íåòðèâèàëüíûé íóëü s0 = σ0 + it0,

ãäå t0 > 0, òî σ0 =
1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðèâèàëüíûé íóëü äçåòà-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ 2, çíà÷èò, ïàðà (σ0, t0) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 4 è, â ÷àñòíîñòè, âòîðîìó óðàâíå-
íèþ ýòîé ñèñòåìû, à èìåííî v1(σ, t) = v2(σ, t), òî åñòü ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé w = v1(σ, t0) è w = v2(σ, t0).

Îáîçíà÷èì w0 = v1(σ0, t0) = v2(σ0, t0).

Ñîãëàñíî ëåììå 2, ãðàôèê w = v2(σ, t0) ïðàâîé ÷àñòè âîçðàñòàåò è ïîëíîñòüþ
ñîäåðæèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ñîãëàñíî ëåììå 1, ãðàôèê w = v1(σ, t0)
ëåâîé ÷àñòè íå âîçðàñòàåò âíóòðè êðèòè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, çíà÷èò, ýòè ãðàôè-
êè èìåþò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ïðè÷¼ì òîëüêî âíóòðè êðèòè÷åñêîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàê êàê ãðàôèêè, êàê óêàçàíî âûøå, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (σ0, w0),
òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ.

Êàê èçâåñòíî, â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, åñëè òî÷êà s0 = σ0+it0 - íåòðèâèàëüíûé
íóëü äçåòà-ôóíêöèè, òî òî÷êà 1−σ0+it0, òî åñòü ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî ïðÿ-

ìîé Res =
1

2
, òîæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì äçåòà-ôóíêöèè. Ïîýòîìó ÷èñëî

1− σ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ v1(σ, t0) = v2(σ, t0).

Îáîçíà÷èì σ1 = 1 − σ0, w1 = v1(σ1, t0) = v2(σ1, t0). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè

ýòîì σ0 ̸=
1

2
, òî òî÷êà (σ1, w1) òîæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé

w = v1(σ, t0) è w = v2(σ, t0) , îòëè÷íîé îò òî÷êè (σ0, w0). Íî âûøå áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ýòè ãðàôèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå,

ñëåäîâàòåëüíî, σ0 =
1

2
.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà äîêàçàíà.
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