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Ââåäåíèå

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé êðóã ÷åðåç ∆ := {z : z ∈ C, |z| < 1}, à åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü ÷åðåç ∂∆. Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f áóäåì îáîçíà÷àòü
{f}n, n ∈ {0} ∪ N.

Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷-
íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.

Â 1968 ã. ßí Êøèæ âûñêàçàë ãèïîòåçó [1] î òîì, ÷òî åñëè f ∈ B, òî

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiθF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t 1−z
1+z , φ, θ ∈ R, t ∈ [0,+∞). (1)

Ôèêñèðóåì n ∈ N. Çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

mn := max
f∈B

|{f}n|,

áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà äëÿ íîìåðà n. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü
ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n, åñëè |{f}n| = mn.

Çàäà÷ó î òî÷íîé îöåíêå |{f}n|, n ∈ N, íà êëàññå B ìû áóäåì íàçûâàòü ïðî-
áëåìîé Êøèæà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìó Êøèæà äëÿ íîìåðà n ìû òàêæå ìîæåì
íàçûâàòü ïðîñòî ïðîáëåìîé Êøèæà, åñëè ýòî íå âíîñèò ïóòàíèöû.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçà Êøèæà äîêàçàíà äëÿ ïåðâûõ øåñòè òåéëîðîâ-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ âêëþ÷èòåëüíî. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî,
÷òî |{f}0| ⩽ 1. Òî÷íóþ îöåíêó |{f}1| ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ðàáîòàõ íà÷èíàÿ ñ
1934 ãîäà; ïåðâîé áûëà ðàáîòà [2]. Îöåíêà |{f}2| íå âûçûâàåò ñëîæíîñòè ñ 1943
ãîäà [3]. Êøèæ ñôîðìóëèðîâàë îáñóæäàåìóþ çäåñü ãèïîòåçó, ïîëàãàÿñü íà îöåíêè
ìîäóëåé ïåðâûõ äâóõ êîýôôèöèåíòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 âïåðâûå
áûëî îïóáëèêîâàíî â 1977 ãîäó â ðàáîòå Äæ. Õàììåëÿ, Ñ. Øåéíáåðãà è Ë. Çàëüö-
ìàíà [4]. Òî÷íàÿ ïðè êàæäîì t > 0 îöåíêà ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà êëàññå Bt áûëà
äîáûòà â ðàáîòå [5]. Òî÷íàÿ ïðè êàæäîì t > 0 îöåíêà ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà
ìíîæåñòâå ôóíêöèé èç Bt ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëó÷åíà â ðàáî-
òå [6]. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 óïîìÿíåì äîêàçàòåëüñòâî Â. Øàïåëÿ [7]. Âïåðâûå îöåíêà
ïÿòîãî êîýôôèöèåíòà ìåòîäîì Â. Øàïåëÿ ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Í. Ñàìàðèñà [8].
Àâòîð äàííîé ñòàòüè â ðàáîòå [9] ïðè ïîìîùè ìåòîäà Øàïåëÿ ïîëó÷èë îöåíêó
|{f}6| ⩽ 2/e+ 0.00116077, à â ðàáîòå [10] îöåíêó |{f}6| ⩽ 2/e ÷èñëåííûì ìåòîäîì.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìå Êøèæà ìîæíî ïîäåëèòü íà íåñêîëüêî îñíîâíûõ
íàïðàâëåíèé. Îäíî èç íàïðàâëåíèé ýòî îöåíêè íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, óïî-
ìÿíóòûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Ìîæíî òàêæå âûäåëèòü òàê íàçûâàåìûå àñèìï-
òîòè÷åñêèå îöåíêè (ñì. [11, 12]). Äàëåå ñëåäóåò óïîìÿíóòü îöåíêè, ïîëó÷åííûå
ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Â ñòàòüå [13]
ïîëó÷åíà îöåíêà |{f}n| ⩽ 1 − 1

3π + 4
π sin 1

12 = 0.999877 . . ., à â äèññåðòàöèè [14,
ñòð. 19] îöåíêà |{f}n| ⩽ 4

5 + 4
π sin π

20 = 0.999178 . . . Åù¼ îäíî íàïðàâëåíèå ýòî èçó-
÷åíèå ñâîéñòâ ïðåäïîëàãàåìîé ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè è ïîèñê ôóíêöèé êëàññà
B, èìåþùèõ ýòè ñâîéñòâà. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ìîæíî îòíåñòè, íàïðèìåð, ðàáî-
òû [4, 15, 16] è íàñòîÿùóþ ñòàòüþ.

Ôèêñèðóåì íîìåð n. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íî-
ìåðà n î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0
ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â ñåáå (â òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè)
ñåìåéñòâî ôóíêöèé, à ôóíêöèîíàë, ñòàâÿùèé êàæäîé ôóíêöèè èç B å¼ òåéëîðîâ-
ñêèé êîýôôèöèåíò ñ íîìåðîì n ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà B.

×åðåç Ω0 îáîçíà÷èì êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ,
÷òî |ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0.

Ïóñòü ôóíêöèè G è g ãîëîìîðôíû â ∆. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ïîä÷èí¼ííîé â
∆ äëÿ ôóíêöèè G, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå g(z) = G(ω(z)),
ãäå ω ∈ Ω0. Ôóíêöèþ G áóäåì íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ g â ∆. Ïîäðîáíîñòè ñì.
â [3].

Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ñ ïîëîæèòåëüíîé â ∆ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ îáî-
çíà÷èì ÷åðåç C. Ýòîò êëàññ áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Êàðàòåîäîðè. Ôèêñèðóåì
t > 0. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé h èç C, íîðìèðîâàííûõ óñëîâèåì h(0) = t îáîçíà÷èì
÷åðåç Ct è áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííûì êëàññîì Êàðàòåîäîðè èëè ïðîñòî êëàñ-
ñîì Êàðàòåîäîðè, åñëè ýòî íà âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé. Çàìåòèì, ÷òî C :=

⋃
t>0

Ct.

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w (w = f(z)), òî áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíè-
åì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü
{f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê
èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [3], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t h(z), h ∈ C1. (2)
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè C1 è Bt. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
t > 0 ôóíêöèÿ F (z, t) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ êàæäîé ôóíêöèè êëàññà Bt.

1. Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà

Ïðèâåä¼ì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò [17, 18]:

Òåîðåìà 1 (Êàðàòåîäîðè,Ò¼ïëèö). Ïóñòü n ∈ N, {h}0 > 0, {h}1, . . . , {h}n ∈ C.
Ìíîãî÷ëåí

qn(z) = {h}0 +
n∑

k=1

{h}kzk

ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè

h(z) = qn(z) + o(zn) ∈ C

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëè

Mk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2{h}0 {h}1 · · · {h}k−1 {h}k
{h}1 2{h}0 · · · {h}k−2 {h}k−1

...
...

. . .
...

...

{h}k−1 {h}k−2 · · · 2{h}0 {h}1
{h}k {h}k−1 · · · {h}1 2{h}0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n,

ëèáî âñå ïîëîæèòåëüíû, ëèáî ïîëîæèòåëüíû äî êàêîãî-òî íîìåðà m ⩽ n, íà÷è-
íàÿ ñ êîòîðîãî âñå ðàâíû íóëþ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî è

ñóùåñòâóþò ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m, è ÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π òàêèå,

÷òî

h(z) :=

m∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
. (3)

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn+1, n ∈ N, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç
(n+1)-ãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà h(n+1) := ({h}0, . . . , {h}n). Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
òî÷åê h(n+1) ∈ Cn+1 òàêèõ, ÷òî ÷èñëà {h}0, . . . , {h}n ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè n + 1 êî-
ýôôèöèåíòàìè íåêîòîðîé ôóíêöèè h ∈ C áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C(n) è íàçûâàòü
(n+ 1)-ûì òåëîì êîýôôèöèåíòîâ êëàññà C.

Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå C ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå íóæíî íàëîæèòü íà ÷èñëà {h}0, {h}1, {h}2, . . . äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ðÿä {h}0 + {h}1z + {h}2z2 + . . . áûë ðÿäîì Òåéëîðà íåêîòîðîé ôóíêöèè
êëàññà C. Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ðåøíèåì ïðîáëåìû
êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå C.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

Êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z è îò-
íîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w (w = f(z)). Òî åñòü, åñëè n ∈ N
è f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ ýòîãî íîìåðà n, òî ηf(ζz),
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|η| = |ζ| = 1, òîæå ýêñòðåìàëüíàÿ. Ïðè ýòîì âðàùåíèå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z
íå çàòðàãèâàåò êîýôôèöèåíò {f}0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî åñëè f � ýêñòðåìàëüíàÿ, òî {f}0 > 0 è {f}n > 0. Âñþäó
äàëåå, ãîâîðÿ î ôóíêöèè f , ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà áóäåì ïîäðàçóìå-
âàòü, ÷òî {f}0 > 0, {f}n > 0 è íàéä¼òñÿ t > 0 òàêîå, ÷òî f ∈ Bt. Òàêæå, ôóíêöèþ,
ýêñòðåìàëüíóþ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî
ýêñòðåìàëüíîé, åñëè ïîíÿòíî î êàêîì n èä¼ò ðå÷ü.

Èç êðèòåðèÿ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà è ôîðìóëû (2) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ëþáóþ
ôóíêöèþ f èç êëàññà Bt ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèÿìè g(z) = e−h(z), ãäå
h çàäàíà ôîðìóëîé (3), ïðè÷¼ì {f}k = {g}k, k = 0, . . . , n. Åñëè f(z) = e−h(z) �
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî, êàê èçâåñòíî [19], òî÷êà h(n+1) ïðèíàäëåæèò ãðàíè-
öå C(n), òî åñòü Mn = 0, ÷òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà îçíà÷àåò
åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèÿ. Ñòàëî áûòü ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò
âèä f(z) = e−h(z), ãäå h çàäàíà ôîðìóëîé (3) è, òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n ∈ N. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëå-

ìå Êøèæà, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m,
m∑

k=1

αk = t, t = − ln{f}0,

0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π, òàêèå, ÷òî f(z) = e−h(z), ãäå h çàäàíà ôîðìóëîé (3), à
m ⩽ n.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n ∈ N, à f è g � ãîëîìîðôíûå â ∆ ôóíêöèè, òî

{f · g}n = {f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n. (4)

Ëåììà 1. Ïóñòü n ∈ N, f , g � ãîëîìîðôíûå â ∆ ôóíêöèè, ε → 0, ε ∈ R è

v(z) := f(z)e−εg(z), (5)

òîãäà

{v}n = {f}n − ε{f · g}n + o(ε). (6)

Åñëè êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé f è g äåéñòâèòåëüíûå, òî {v}n ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ v ôóíêöèè f ôóíêöèåé eεg, ε ∈ R. Óñòðå-
ìèâ ε ê íóëþ èìååì:

v(z) := f(z)e−εg(z) = f(z)(1− εg(z) + o(ε)) = f(z)− εf(z)g(z) + o(ε).

Âû÷èñëèâ òåïåðü {v}n ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó (6). ■

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçàèìñòâîâàí èç [16, ñòð. 726]. Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåä¼ì
åãî ñ äîêàçàòåëüñòâîì òàêæå âçÿòûì èç [16].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà è

h = − ln f , òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0. (7)

Â ÷àñòíîñòè

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) = 0. (8)
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Ïóñòü

H(z) := {f}n + 2{f}n−1z + . . .+ 2{f}0zn, (9)

òîãäà

H ∈ C. (10)

Áîëåå òîãî,

ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m, (11)

ãäå m ⩽ n, à 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π òàêèå, ÷òî h îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ôîðìóëó (7). Ïóñòü g ∈ C. Âàðèàöèÿ v ôóíêöèè f ,
çàäàííàÿ ôîðìóëîé (5), ïðè ε > 0 åñòü âíóòðåííÿÿ âàðèàöèÿ, òî åñòü v ∈ B. Ïðè
ε → 0 ñïðàâåäëèâà ëåììà 1, à ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f � ýêñòðåìàëüíàÿ, çíà÷èò
Re {v}n ⩽ {f}n, îòêóäà (ñì. (6)) è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (7).

2. Äîêàæåì ôîðìóëó (8). Âîçüì¼ì òåïåðü g = h. Âàðèàöèÿ v ôóíêöèè f , çà-
äàííàÿ ôîðìóëîé (5), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε < 0 åñòü âíóòðåííÿÿ âàðèàöèÿ, òî
åñòü v = f · fε ∈ B. Òàê êàê ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f � ýêñòðåìàëüíàÿ, òî èç
ôîðìóëû (6) äëÿ ε < 0 ïîëó÷àåì

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩽ 0,

à äëÿ ε > 0 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (7), òî åñòü

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩾ 0,

îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ôîðìóëà (8) âåðíà.
3.Äîêàæåì (10). Ïîëîæèì g(z) = 1+ζz

1−ζz = 1+2ζz+2ζ2z2+. . .Ïîäñòàâèâ êîýôôè-

öèåíòû ôóíêöèè g â ôîðìóëó (7) ïîëó÷èì Re ({f}n + {f}n−1ζ + . . .+ {f}0ζn) ⩾ 0,
|ζ| ⩽ 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆̄. Òàê êàê H(0) > 0, òî ïî ïðèíöèïó
ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè ReH(z) > 0, z ∈ ∆, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî (10).

4. Äîêàæåì ôîðìóëó (11). Ôèêñèðóåì k è âîçüì¼ì

g(z) =
1 + eiφkz

1− eiφkz
= 1 + 2eiφkz + 2e2iφkz2 + . . . ,

òîãäà v = f ·e−εg ∈ B, êàê ïðè ε ⩾ 0, òàê è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε < 0 (ε > −αk).
Èç ëåììû 1, óñëîâèÿ {f}n > 0 è ýêñòðåìàëüíîñòè f âûòåêàåò äëÿ ε < 0, ÷òî

Re ({f}n + {f}n−12e
iφk + . . .+ {f}02eniφk) ⩽ 0,

à äëÿ ε > 0
Re ({f}n + {f}n−12e

iφk + . . .+ {f}02eniφk) ⩾ 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ReH(eiφk) = 0. ■

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (7) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (10) è, â ÷àñòíîñòè, ôîðìó-
ëà (8) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (11).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ∈ C. Â ÷àñòíîñòè,

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî Re {f · g}n ⩾ 0 âëå÷¼ò H ∈ C, ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ôîðìóëû (10).

Ïîêàæåì, ÷òî H ∈ C âëå÷¼ò Re {f · g}n ⩾ 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî g ∈ C,
òîãäà ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 1) ñóùåñòâóþò ÷èñëà
αk > 0, k = 1, . . . ,m, è 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π, òàêèå, ÷òî ïåðâûå n + 1 êîýôôè-
öèåíòîâ ôóíêöèè g ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèè

g̃(z) :=

m∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
=

m∑
k=1

αk(1 + 2eiφkz + . . .+ 2einφkzn + . . .).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4),

{f · g}n = {f · g̃}n =

=

m∑
k=1

αk({f}n + {f}n−12e
iφk + . . .+ {f}02einφk) =

=

m∑
k=1

αkH(eiφk). (12)

Òàê êàê ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆̄, òî Re {f · g}n ⩾ 0, ïî ôîðìóëå (12).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïðè g = h, à z = eiφk . Äåéñòâèòåëü-

íî, èç Re {f · h}n = 0 (ïî ôîðìóëå (12)) âûòåêàåò, ÷òî
m∑

k=1

αkH(eiφk) = 0, à òàê

êàê ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆̄, (ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ) òî ReH(eiφk) = 0,

k = 1, . . . ,m. Èç òîãî, ÷òî
m∑

k=1

αkH(eiφk) = 0 ïî ôîðìóëå (12) âûòåêàåò, ÷òî

Re {f · h}n = 0. ■

3. Òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà

Ïóñòü n ∈ N. Ïî òåîðåìå 2 ïîëèíîìH, ñîñòàâëåííûé èç ïåðâûõ n+1 êîýôôèöè-
åíòîâ ôóíêöèè, ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì
n, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â êðóãå ∆. Âûâåäåì íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ êëàññà C, ÷òîáû èçó÷èòü óïîìÿíóòóþ ýêñ-
òðåìàëüíóþ ôóíêöèþ.

Ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà φ

T (φ) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ), a0, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n,

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n, åñëè a2n + b2n > 0.
Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2. Åñëè H(z) := h0 + 2
n∑

n=1
hkz

k, ãäå

h0 := a0 ∈ R, hk :=
ak + ibk

2
, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n,
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òî ñóæåíèå ReH íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ∂∆ åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïî-

ëèíîì

T (φ) := ReH(eiφ) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ).

Åñëè H ∈ C, òî T (φ) ⩾ 0, φ ∈ R.

Êàê óêàçûâàåòñÿ â [20], â íà÷àëå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà Ë. Ôåéåð [21] ïåðâûì
îòìåòèë âàæíîñòü êëàññà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ïðèíèìàþùèõ òîëü-
êî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Åãî ïðåäïîëîæåíèå î
ñòðóêòóðå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëî äîêàçàíî Ô. Ðèññîì [22] è ñåãîäíÿ èçâåñòíî
êàê òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè P , � ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
è T (φ) := |P (eiφ)|2, òî T (φ) ⩾ 0, äëÿ âñåõ φ ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ëåì-

ìå 2, T (φ) =
n∑

k=0

(ak cos kφ − bk sin kφ) è ak, bk ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pn ̸= 0, pk ∈ C, T (φ) := |P (eiφ)|2, φ ∈ R,

òî íàéäóòñÿ ak, bk ∈ R, a2n + b2n > 0, òàêèå, ÷òî T (φ) =
n∑

k=0

(ak cos kφ− bk sin kφ).

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ 1.

Òåîðåìà 4 (Ðèññ, Ôåéåð). Åñëè T (φ) :=
n∑

k=0

(ak cos kφ− bk sin kφ) ⩾ 0, a2n+ b2n > 0,

φ, ak, bk ∈ R, òî íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pk ∈ C, pn ̸= 0 òàêîé, ÷òî

T (φ) = |P (eiφ)|2. Áîëåå òîãî, P ìîæåò áûòü ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû âñå åãî íóëè

ëåæàëè âíå åäèíè÷íîãî êðóãà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå P îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèññà-Ôåéåðà ìîæíî íàéòè â [23] è â [24, ñòð. 154].

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî åñëèm èç n êîðíåé ïîëèíîìà P ëåæàò íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T èìååò 2m êîðíåé.

Ñëåäñòâèå 2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå ÷åì

2n êîðíåé.

4. Ìíîãî÷ëåíû ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

Òåîðåìà 5. Ìíîãî÷ëåí H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k, h0 > 0, hk ∈ C, k = 1, . . . , n,

èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàéäóòñÿ ÷èñëà pk ∈ C, k = 0, . . . , n, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, òàêèå, ÷òî

h0 =

n∑
j=0

|pj |2, hk =

n−k∑
j=0

pj+kp̄j , k = 1, . . . , n. (13)

Áîëåå òîãî, hk ∈ R, k = 0, . . . , n, ðàâíîñèëüíî pj ∈ R, j = 0, . . . , n.



8 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü: äîêàæåì, ÷òî åñëè H ∈ C, òî H èìååò êî-
ýôôèöèåíòû (13). Ïî ëåììå 2, âûðàæåíèå T (φ) := ReH(eiφ) åñòü òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé ïîëèíîì è T (φ) ⩾ 0, φ ∈ R. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí

P (z) :=
n∑

j=0

pjz
j , pj ∈ C, j = 1, . . . , n, òàêîé, ÷òî T (φ) = |P (eiφ)|2. Òàêèì îáðàçîì,

ReH(eiφ) =T (φ) = P (eiφ)P (eiφ) =

n∑
k=0

pke
ikφ

n∑
k=0

p̄ke
−ikφ =

= |p0|2+ . . .+ |pn|2+
+(p0p̄1 + p1p̄2 + . . .+ pn−1p̄n)e

−iφ + (p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1)e
iφ+

+(p0p̄2 + p1p̄3 + . . .+ pn−2p̄n)e
−i2φ + (p2p̄0 + p3p̄1 + . . .+ pnp̄n−2)e

i2φ+

. . .

+p0p̄ne
−inφ + pnp̄0e

inφ =

= |p0|2+ . . .+ |pn|2+
+2Re({p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1}eiφ)+
+2Re({p2p̄0 + p3p̄1 + . . .+ pnp̄n−2}ei2φ)+
. . .

+2Re(pnp̄0e
inφ) =

= Reh(eiφ),

ãäå
h(z) :=|p0|2 + . . .+ |pn|2+

+2(p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1)z+

+2(p2p̄0 + p3p̄1 + . . .+ pnp̄n−2)z
2+

. . .

+2pnp̄0z
n.

Èòàê, ìû ñíà÷àëà ïåðåøëè îò îáû÷íîãî ìíîãî÷ëåíà H ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó
T (φ) := ReH(eiφ) ïðè ïîìîùè çàìåíû z = eiφ, çàòåì ôàêòîðèçîâàâ T ïðè ïî-
ìîùè òåîðåìû Ðèññà-Ôåéåðà ïîëó÷èëè òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ïîëèíîìà H, ïîñëå ÷åãî ñäåëàëè îáðàòíóþ çàìåíó eiφ = z è âîññòàíîâèëè àíàëè-
òè÷åñêóþ ôóíêöèþ h ïî äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ôóíêöèè H (ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâ-
êè h(0) = 0), çàäàííîé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è ïðîäîëæèëè å¼ ñ åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Òàê êàê ñîãëàñíî âíóòðåííåé òåîðå-
ìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå åäèí-
ñòâåííî, òî H ≡ h.

Äîñòàòî÷íîñòü: äîêàæåì ÷òî åñëè H èìååò êîýôôèöèåíòû (13), òî H ∈ C.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H èìååò êîýôôèöèåíòû (13). Ïðîñìîòðåâ âû÷èñëåíèÿ èç
äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïðèõîäèì ê

ReH(eiφ) = P (eiφ)P (eiφ) = T (φ).

Ñòàëî áûòü, ReH(eiφ) ⩾ 0, φ ∈ R, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1. Òàê êàê H(0) > 0, òî
ïî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè ReH(z) > 0, z ∈ ∆. ■
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5. Óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ìíîãî÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëü-

íîé ÷àñòüþ

Ëåììà 3. Ïóñòü n ∈ N è h0 > 0. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî

âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z ìíîãî÷ëåí H(z) := h0+2
n∑

k=1

hkz
k òàêîé, ÷òî

H ∈ C è h0 = 2|hn|, ïðè÷¼ì H(z) = h0(1 + ηzn), |η| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5 ñóùåñòâóþò ÷èñëà pk ∈ C, k = 0, . . . , n, òàêèå, ÷òî

h0 = |p0|2 + . . .+ |pn|2, hn = pnp̄0.

Ñòàëî áûòü, òàê êàê ïî óñëîâèþ h0 = 2|hn|, òî

|p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2|pnp0|,

÷òî ýêâèâàëåíòíî

(|p0|2 − 2|pnp0|+ |pn|2) + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 0,

÷òî ðàâíîçíà÷íî
(|p0| − |pn|)2 + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 0,

à ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî |p0| = |pn| è p1 = . . . = pn−1 = 0. Èòàê

H(z) = 2|p0|2 + 2pnp̄0z
n = 2|p0|2(1 + ηzn), |η| = 1.

■

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü n ∈ N è h0 > 0. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí

H(z) := h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k

òàêîé, ÷òî H ∈ C, hn > 0 è z1, . . . , zn ∈ ∂∆ � êîðíè H, ïðè÷¼ì H(z) = h0(1+zn),
à z1, . . . , zn ∈ ∂∆ � âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ z1, . . . , zn � êîðíè H, òî

H(z) = 2hn

n∏
k=1

(z − zk) = 2hn((−1)nz1 · . . . · zn + . . .+ zn).

Òàêæå ïî óñëîâèþ |z1| · . . . · |zn| = 1, ïîýòîìó h0 = 2|hn|. Ïðèìåíèâ ëåììó 3
ïîëó÷àåì, ÷òî H(z) = h0(1 + zn). ■

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü n ∈ N è h0 > 0. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí

H(z) := h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k

òàêîé, ÷òî H ∈ C, hn > 0 è z1, . . . , zn ∈ ∂∆ � âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè

èç −1 è ReH(zk) = 0, k = 1, . . . , n, ïðè÷¼ì H(z) = h0(1 + zn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 2 ìíîãî÷ëåí H(z) = h0(1 + zn) � åäèíñòâåí-
íûé ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ H ∈ C è èìåþùèé ñâîèìè íóëÿìè
âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1. Î÷åâèäíî, ÷òî ReH èìååò òå æå êîðíè,
íî êðàòíîñòè 2 (ñì. ñëåäñòâèå 2). Òàê êàê âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
ïî å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíèìîé êîíñòàíòû, òî ñ
ó÷¼òîì íîðìèðîâêè H(0) = 0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ■



10 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

6. Î åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íàìè âûøå íà ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæ-
íî ñòàâèòü âîïðîñ î å¼ åäèíñòâåííîñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïåðåêëèêàåòñÿ ñ
îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè [16, ñòð. 735].

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ∈ N, f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà è

{f}n = 2{f}0 > 0, òîãäà f � åäèíñòâåííàÿ è {f}1 = . . . = {f}n−1 = 0, äðóãèìè
ñëîâàìè f = F (zn, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 ìíîãî÷ëåí H, çàäàííûé ôîðìóëîé (9) ëåæèò â
C, óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 3, òî åñòü H(z) = {f}n +2{f}0zn è, ñòàëî
áûòü, èñêîìàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì {f}n = 2{f}0,
{f}1 = . . . = {f}n−1 = 0.

Íàéä¼ì {f}0 â âèäå {f}0 = e−t, ãäå t > 0. Èìååì f(z) = e−t + 2e−tzn + o(zn).
Ñëåäîâàòåëüíî h := − ln f ∈ C. Ïðèìåíèâ êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà âèäèì,
÷òî ïðè t > 0 ìèíîðû Mk > 0, k = 1, . . . , n − 1, à Mn = tn−1(t2 − 1) ⩾ 0. Ìèíîð
Mn = 0 òîëüêî ïðè t = 1, ñëåäîâàòåëüíî {f}0 = e−1, à f(z) = e−1+2e−1zn+ o(zn).

Ôóíêöèÿ F (zn, 1), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1) ëåæèò â B, ñîîòâåòñòâóåò âñåì ýòèì
òðåáîâàíèÿì è, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 1), ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ìíîãî÷ëåíà e−1 + 2e−1zn äî ôóíêöèè êëàññà B. Òà-
êèì îáðàçîì f(z) = F (zn, 1). ■

7. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Êøèæà

Òåîðåìà 7. Åñëè n ∈ N, f ∈ B, òî

|{f}n| ⩽
2

e
,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ

eiθF (eiφzn, 1), φ, θ ∈ R,

ãäå ôóíêöèÿ F çàäàíà ôîðìóëîé (1).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íîìåð n è ïðîèçâîëüíóþ ýêñòðåìàëü-
íóþ ôóíêöèþ f . Ïî ñëåäñòâèþ 1 ñóùåñòâóþò ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m, m ⩽ n,
α1 + . . .+ αm = t, t = − ln{f}0, è 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π òàêèå, ÷òî

f(z) = e
−

n∑
k=1

αk
1+eiφkz

1−eiφkz .

Ôóíêöèÿ F (zn, 1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8), ñòàëî áûòü, èç òåîðåìû 3
ñëåäóåò, ÷òî m = n, à eiφk , k = 1, . . . , n, � âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1,
òàê êàê ïî òåîðåìå 3

F (zn, 1) = e−
1−zn

1+zn = e
− 1

n

n∑
k=1

1+eiφkz

1−eiφkz .
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí H, çàäàííûé ôîðìóëîé (9). Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî
H ∈ C è ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . , n, à ïî óòâåðæäåíèþ 3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé ìíîãî÷ëåí H ∈ C ñòåïåíè n äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò ñâîèìè
êîðíÿìè âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1 è

H(z) = {f}n + 2{f}0zn = h0(1 + zn),

ãäå h0 � ïîëîæèòåëüíûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Òàêèì îáðàçîì,

{f}n = 2{f}0.

Ïî òåîðåìå 6 ôóíêöèÿ f(z) = F (z, 1)� åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå
Êøèæà ôóíêöèÿ êëàññà B, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ {f}n = 2{f}0. ■

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîáëåìû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé òàê èëè
èíà÷å ñâÿçàííûå ñ ãèïîòåçîé Êæèæà îñâåùåíû â ðàáîòàõ [25, 26, 7, 27, 28, 29, 15,
30, 31].
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