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В работе [1] было показано, что регрессионная задача машинного 

обучения может быть успешно решена на основе теории случайных функций 

[2]. В качестве решения было получены выражения, которые можно 

рассматривать как разновидность полигармонического сплайна специального 

вида. В данной статье, чтобы масштабировать полученное решение для работы 

с “большими данными” следующим шагом предложено рассматривать наборы 

таких полигармонических сплайнов в виде пакетов. Рассмотрена 

необходимость дальнейшего последовательного объединения таких пакетов в 

общую вычислительную систему. Предложены эффективные процедуры 

вычисления и дифференцирования последовательности таких пакетов 

функций. 
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In the work [1] it was shown that the regression problem of machine learning 

can be successfully solved based on the theory of random functions [2]. As a 

solution, expressions were obtained that can be considered as a type of polyharmonic 

spline of a special type. In this article, in order to scale the obtained solution for 

working with "big data", the next step is to consider sets of such polyharmonic 
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В работе [1] была рассмотрена регрессионная задача машинного 

обучения, как задача аппроксимации с использованием математического 

аппарата теории случайных функций [2]. Было показано, что если допустить 

существование некоторых симметрий плотности вероятности в 

функциональном пространстве случайной функции, то можно получить 

точный метод решения задачи. 

Опишем ключевые моменты решения из [1]. 

Пусть обучающая выборка представлена в виде 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘(𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛) 

набора из 𝑘 векторов размерностью 𝑛 на входе и 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘 (𝑦𝑖 ∈ 𝑅) значений 

на выходе. 

Решением регрессионной задачи будет функция 𝑓(𝑥), которая связана с 

обучающей выборкой следующим образом: 

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝑢𝑖 ,      (1) 

где 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 ∈ 𝑅 – независимые нормальные случайные величины с 

нулевым математическим ожиданием и дисперсией 𝜎2 (которую можно 

задать). 

Если рассматривать 𝑓(𝑥) как некоторую неизвестную реализацию 

случайной функции и допустить существование некоторых симметрий 

плотности вероятности в функциональном пространстве (рассмотренных в 

[1]), то можно получить решение, где 𝑓(𝑥) будет определяться как: 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝜆𝑖𝑘𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥)

𝑘

𝑖=1

 ,                                                      (2) 

где 𝑘𝑓(𝜏) было получено в виде: 

𝑘𝑓(𝜏) =  𝜏2(ln(‖𝜏‖) − 𝑏) + 𝑐 , 𝜏 ∈ 𝑅𝑛                                      (3) 

где 𝑏 и 𝑐 – можно взять константами, значения которых можно оценить как 

приближенное значение функций: 

𝑏(𝜏) =
sin(𝜔0𝜏)

𝜔0𝜏
− ln(𝜔0) − 𝛾 − ∫

cos(𝜔) − 1

𝜔
𝑑𝜔

𝜔0𝜏

0

                    (5) 

где 𝛾 – постоянная Эйлера-Маскерони 

𝑐(𝜏) =
cos(𝜔0𝜏)

𝜔0
2                                                                                       (6) 

По сравнению со значениями 𝜏 (расстояния между векторами в 

обучающей выборке) частота 𝜔0 (ниже которой гармоники в случайной 



функции будут отсутствовать) будет являться очень малой величиной, для 

которой период 𝑇0, определяемый выражением 

𝑇0 =
2𝜋

𝜔0
                                                                            (7) 

будет наоборот, значительно больше, чем расстояние между векторами во 

входной части обучающей выборки. Например, для ‖𝜏‖ в пределах от 0 до 10 

и 𝜔0 = 0.001, в [1] были определены коэффициенты b = 7.33054 и 𝑐 =

1000000. 

Коэффициенты 𝜆𝑖 из (2) будут определяться решением системы 

уравнений: 

𝜆 = (𝐾 + 𝜎2𝐸)−1𝑌                                    (8) 

   где  𝐾 – квадратная матрица элементов 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) , 𝑖, 𝑗 =  1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ 

 𝐸 – единичная матрица 

𝜆 – вектор столбец (𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘) 

  𝑌 – вектор столбец (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘) из обучающей выборки 

  𝜎2 – дисперсия случайных величин 𝑢𝑖 из (1) 

Но значения 𝑏 и 𝑐 могут быть оценены однократно и основными 

рабочими выражениями являются (1), (2), (3) и (8). 

Функция 𝑘𝑓(𝜏) является не чем иным как автокорреляционной функцией 

для случайной функции, для которой 𝑓(𝑥) будет являться одной из 

реализаций. 

В то же время функция 𝜏2𝑙𝑛(𝜏) и ее линейные комбинации известны как 

полигармонический сплайн, так называемый сплайн тонкой пластины (thin 

plate spline) [4] и [5]. 

Значение 𝑘𝑓(0) является также значением дисперсии случайной функции. 

Одновременное умножение 𝑘𝑓(𝜏) в (3) и 𝜎2 в (8) на одно и то же любое 

ненулевое значение приведет к тому же самому решению и той же функции в 

𝑓(𝑥) в (2). 

Однако, рассмотренная в [1] задача аппроксимации касается лишь случая, 

когда 𝑦𝑖 ∈ 𝑅, т.е. для определения одной единственной функции 𝑓(𝑥). 

Рассмотрим теперь случай, когда на выходе нужно получить вектора значений 



𝑦𝑖 ∈ 𝑅𝑚. Т.е., чтобы решить задачу аппроксимации нужно вычислить 𝑚 

функций 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … , 𝑓𝑚(𝑥). 

Вычислить эти функции можно независимо, используя выражения (1) – 

(8). Однако, несмотря на то что значения этих функций могут быть никак не 

связаны между собой, с вычислительной точки зрения между этими 

функциями будет определенная взаимосвязь. Все они будут описываться 

выражением (2), отличаясь между собой лишь коэффициентами 𝜆𝑖. В 

выражении (8), в котором вычисляются сами 𝜆𝑖, во всех случаях будет 

одинаковая матрица 𝐾, а если допустить одинаковую дисперсию 𝜎2, то будет 

одинаковой обратная матрица (𝐾 + 𝜎2𝐸)−1
. 

На рисунке 1 проиллюстрирован пример одномерных функций. 

 

Рисунок 1. 

Здесь представлен пример построения четырех различных функций 

(вариант интерполяции при 𝜎2 = 0). Они сильно отличаются друг от друга, но 

все были построены по координатам в одних и тех же точках 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥5. 

Все четыре функции описываются одним и тем же выражением (2), 

отличаясь только значениями 𝜆𝑖 , которые в свою очередь вычисляются в (8) с 

использованием одной и той же обратной матрицы. 

Таким образом, если мы зададим некоторый набор ключевых точек 

𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑘 (назовем их “созвездием”) и однократно вычислим для них 

матрицу: 

𝑈 = (𝐾(𝑐) + 𝜎2𝐸)
−1

 ,     (9) 



где матрица 𝐾(𝑐) состоит из элементов 𝑘𝑖𝑗
(𝑐)

= 𝑘𝑓(𝑐𝑖 − 𝑐𝑗) , значений 

функции (3). 

тогда теперь в рамках этого созвездия мы можем описать любое произвольное 

количество функций, каждая из которых будет описываться как (2), но 

заданная через точки созвездия. 

Пусть количество функций равно 𝑚. Тогда их можно записать: 

𝑓𝑡(𝑥) = ∑ 𝜆𝑝𝑡𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥)

𝑘

𝑝=1

 , 𝑡 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅                               (10) 

Задание любой из этих функций сведется к заданию ее значений (в виде 

вектора столбца) в ключевых точках созвездия (или приближенных её 

значений, если 𝜎2 > 0) и умножению этого вектора на матрицу 𝑈 из (9) для 

вычисления вектора столбца 𝜆𝑡(𝜆1𝑡 , 𝜆2𝑡 , … , 𝜆𝑘𝑡). 

В общем виде для 𝑚 функций это будет матрица Λ размерностью (𝑘 × 𝑚) 

Λ = 𝑈𝑌∗,                                  (11) 

где 𝑌∗ - матрица (𝑘 × 𝑚) [𝑦1
∗, 𝑦2

∗, … , 𝑦𝑚
∗ ] в которой 𝑦𝑡

∗ это вектора 

столбцы с заданием значений для 𝑓𝑡(𝑥), 𝑡 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   , 

Λ – матрица элементов 𝜆𝑝𝑡 из (10) 

Выражение (10) можно записать в матричном виде: 

𝐹𝑥 = 𝐾𝑥Λ ,     (12) 

где  𝐾𝑥 – вектор строка [𝑘𝑓(𝑐1 − 𝑥), 𝑘𝑓(𝑐2 − 𝑥), … , 𝑘𝑓(𝑐𝑘 − 𝑥)], 

𝐹𝑥 – вектор строка значений [𝑓1(𝑥), 𝑓𝑥(𝑥), … , 𝑓𝑚(𝑥)] 

Набор описанных таким образом функций на некотором созвездии точек 

в контексте данной статьи будем называть пакетом. 

Рассмотрим более подробно, как удобнее работать с таким 

математическим объектом. Предположим, мы решаем задачу аппроксимации 

в 𝑅𝑛 с помощью пакета из 𝑚 функций 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … , 𝑓𝑚(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. 

Представим созвездие точек (о котором уже говорили выше) в виде матрицы 

𝐶, каждая строка которой 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑘 ∈ 𝑅𝑛 соответствует одной из точек 

созвездия. 

Преобразуем (3) в более удобный для вычисления вид: 



𝑘𝑓(𝜏) = 𝜏2(ln(‖𝜏‖) − 𝑏) + 𝑐 = 𝜏2 (
1

2
ln(𝜏2) − 𝑏) + 𝑐 = 

=
1

2
𝜏2(ln(𝜏2) − 2𝑏) + 𝑐                                              (13) 

 Выражение (13) удобно тем, что 𝜏 в нем везде входит как 𝜏2(квадрат 

длины вектора 𝜏). Тогда чтобы найти матрицу 𝐾(𝑐) из (9) первым шагом 

найдем матрицу квадратов расстояний между точками созвездия (обозначим 

эту матрицу как 𝑀𝑐 размерностью (𝑘 × 𝑘)). Запишем теорему косинусов в 

матричном виде: 

𝑀𝑐 = 𝑁𝑐𝐽1,𝑘 + 𝐽𝑘,1𝑁𝑐
𝑇 − 2𝐶𝐶𝑇 ,    (14) 

где 𝑁𝑐 – вектор столбец квадратов расстояний до точек созвездия от 

начала координат 

𝑁𝑐 = (𝐶 ∘ 𝐶)𝐽𝑛,1,     (15) 

∘ - произведение Адамара, 

𝐽1,𝑘 – вектор строка единиц размера 𝑘, 

𝐽𝑘,1 – вектор столбец единиц размера 𝑘, 

𝐽𝑛,1 - вектор столбец единиц размера 𝑛. 

Теперь можем вычислить элементы матрицы 𝐾(𝑐): 

𝑘𝑖𝑗
(𝑐)

=
1

2
𝑚𝑖𝑗

(𝑐)
(ln (𝑚𝑖𝑗

(𝑐)
) − 2𝑏) + 𝑐 ,   (16) 

где 𝑘𝑖𝑗
(𝑐)

 – элемент матрицы 𝐾(𝑐) из (9), 

𝑚𝑖𝑗
(𝑐)

 – элемент матрицы 𝑀𝑐 из (14). 

Зная матрицу 𝐾(𝑐), определяем в (9) матрицу U, по которой затем в (11) 

можем разом вычислить коэффициенты (матрицу Λ) для любого 

произвольного количества 𝑚 функций в пакете. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда нужно вычислить пакет функций не 

от одного некоторого значения 𝑥 (что описано в (2) или (10), (12)), а сразу от 

множества значений. Это может потребоваться для работы с порциями данных 

(батчами).  

Пусть на вход пакета поступает 𝑟 векторов 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟(𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛), которые 

обозначим в виде матрицы 𝑋 размерностью (𝑟 × 𝑛), каждая строка которой это 

будет один из этих векторов 𝑥𝑖. Для каждого из них нужно вычислить вектора 

на выходе пакета 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑟 (𝑦𝑖 ∈ 𝑅𝑚) , которые будут размерностью 𝑚, в 



соответствии с количеством функций в пакете. Совокупность всех этих 

векторов 𝑦𝑖  обозначим в виде матрицы 𝑌 (𝑟 × 𝑚). 

Аналогично (14) сначала вычислим матрицу квадратов расстояний между 

всеми векторами в 𝑋 и всем точками созвездия в 𝐶. 

𝑀𝑥𝑐 = 𝑁𝑥𝐽1,𝑘 + 𝐽𝑟,1𝑁𝑐
𝑇 − 2𝑋𝐶𝑇 ,    (17) 

где  

𝑁𝑥 = (𝑋 ∘ 𝑋)𝐽𝑛,1 ,     (18) 

𝑁𝑐 = (𝐶 ∘ 𝐶)𝐽𝑛,1  (аналогично (15)). 

В отличие от (14) матрица 𝑀𝑥𝑐 будет не квадратной, а прямоугольной, 

размерностью (𝑟 × 𝑘). Далее аналогично (16) найдем, но уже прямоугольную, 

матрицу 𝐾(𝑥𝑐). 

𝑘𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

=
1

2
𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)
(ln (𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)
) − 2𝑏) + 𝑐 ,   (19) 

где 𝑘𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

 – элемент матрицы 𝐾(𝑥𝑐), 

𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

 – элемент матрицы 𝑀𝑥𝑐 из (17), 

𝑖 =  1, 𝑟̅̅ ̅̅  ;  𝑝 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ . 

Теперь можем вычислить 𝑌: 

𝑌 =  𝐾(𝑥𝑐)Λ     (20) 

Таким образом, получаем пакет полигармонических сплайнов 

специального вида, как универсальную конструкцию вычисления 

произвольного количества многомерных функций, для описания которых в 

рамках пакета достаточно задать их значения в ключевых точках (в точках 

заданного созвездия). 

Очевидно, что если взять несколько пакетов полигармонических 

сплайнов рассматриваемого типа, то их можно соединить последовательно в 

виде каскада, аналогично, как слои нейронов в алгоритмах многослойных 

искусственных нейронных сетей (Рисунок 2). 

Однако, возникает вопрос. В [1] было показано, что выражения (1) – (8) 

являются решением на множестве всех возможных непрерывных функций. 

Следовательно, даже наличие только одного пакета не накладывает никаких 

ограничений на аппроксимацию многомерных нелинейных функций сколь 

угодно большой сложности. К тому же, уже гарантируется, что решение будет 

в определенном смысле оптимальным (при условиях, описанных в [1]). 



 

Рисунок 2. 

Зачем тогда создавать конструкцию из последовательности пакетов? На 

это есть несколько веских причин. Перечислим наиболее важные. 

Первая причина заключается в том, что в (2) (или в (10)) количество 

слагаемых равно размеру обучающей выборки. Ту же роль играет количество 

вершин в созвездии, если говорить о пакете. Точно также растет и количество 

строк и столбцов в вычисляемой обратной матрице (8) - (9), количество 

элементов которой (а значит и место, занимаемое в памяти) растет уже как 

вторая степень, а сложность вычисления как третья степень (или около неё) от 

этого количества. 

Следовательно, если обучающая выборка начинает превышать 10-100 

тысяч примеров, то решать регрессионную задачу напрямую с помощью 

разобранных выше выражений (1) – (8), просто наращивая количество 

слагаемых в (2), становится невозможным. Аналогично, использовать только 

один пакет полигармонических сплайнов, бесконечно наращивая количество 

точек в созвездии (вместо каскадного соединения нескольких пакетов) 

выглядит как тупиковый путь. 

Но дело не только в вычислительной сложности. При решении многих 

практических регрессионных задач машинного обучения конструкция из 

последовательности пакетов может дать лучшее качество решения, чем один 

слой. Рассмотрим далее, почему так происходит. 

При решении многих реальных задач машинного обучения, количество 

признаков (размерность векторов 𝑥𝑖 во входной части обучающей выборки) на 

входе модели на самом деле является избыточным. Часть признаков могут 

быть неинформативными и никак не быть связанными со значениями, которые 

должны быть вычислены на выходе. Часть признаков могут быть 

коррелированы между собой и нести одну и ту же информацию.  



Т.е. обычно существует способ преобразовать входное исходное 

пространство параметров до другого пространства, гораздо меньшей 

размерности, на котором без потери качества можно решить задачу 

аппроксимации. Этот способ преобразования одного пространства в другое 

может быть неизвестен, но в данном случае, важен сам факт его 

существования. 

Рассмотрим, к чему это может привести, если вернуться к решению 

регрессионной задачи на основе теории случайных функций, в результате 

приведшее к выражениям (1) – (8). 

Но сначала перечислим четыре положения о симметриях функции 

плотности вероятности 𝑃(𝑓) в функциональном пространстве, которые легли 

в основу математических выражений, на основе которых было получено 

решение в [1]. 

1. Допустим, что если для некоторых двух функций 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) 

существуют такие 𝐴 и 𝑡, что 

𝑓2(𝑥) = 𝑓1(А𝑥 + 𝑡), 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑅𝑛    (21) 

𝐴- некоторая матрица поворота 

тогда плотность вероятности для 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) должна быть одинаковой 

𝑃(𝑓1) = 𝑃(𝑓2). 

Т.е. для любого подмножества функций, которые преобразуются друг в друга 

путем поворота или параллельного переноса должна быть задана одинаковая 

плотность вероятности. 

2.  Допустим, что если для некоторых двух функций 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) 

выполняется: 

𝑓2(𝑥) = 𝑘𝑓1(𝑥 𝑘⁄ ), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛    (22) 

где 𝑘 ∈ 𝑅 – некоторый ненулевой коэффициент 

тогда плотность вероятности для 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) должна быть одинаковой 

𝑃(𝑓1) = 𝑃(𝑓2). 

Т.е. для любого подмножества функций, которые преобразуются друг в друга 

изменением масштаба должна быть задана одинаковая плотность вероятности. 

3. Допустим, что если предположить, что решением является одна из 

функций на подмножестве функций, которые описываются как: 

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑘𝑓1(𝑥), 𝑘 ∈ 𝑅      (23) 

где 𝑘 – некоторое вещественное число (назовем его в данном контексте 

амплитудой 𝑓1(𝑥)) 



𝑓1(𝑥) – некоторая произвольная непрерывная функция, взятая чтобы 

породить множество в (23)  

 Тогда условная плотность вероятности на этом подмножестве функций 

будет определяться нормальным законом от амплитуды 𝑘, с математическим 

ожиданием при 𝑘 = 0. 

4.  Прибавим ко всем функциям в множестве, что описано в п.3. одну и ту 

же функцию 𝑓2(𝑥) и получим новое множество функций, элементы 

которого можно описать как: 

𝑓𝑘
∗(𝑥) = 𝑘𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥), 𝑘 ∈ 𝑅    (24) 

где 𝑘 – некоторое вещественное число (амплитуда 𝑓1(𝑥)) 

𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) – любые непрерывные функции 

Предположим, что какую бы мы функцию 𝑓2(𝑥) не взяли, плотность 

вероятности на этом подмножестве функций также как и в п.3. сохранит 

нормальный закон распределения от амплитуды 𝑘 (но математическое 

ожидание уже может не равняться нулю). 

Фактически, пунктами 3 и 4 мы и предполагаем, что 𝑃(𝑓) будет 

бесконечномерным нормальным законом распределения в гильбертовом 

пространстве. 

На самом можно придумать формулировку, которая бы объединила 

условия в п.3. и п.4. Однако третий и четвертый пункты были специально 

выделены отдельно, поскольку может иметь место требующая анализа 

ситуация, когда п.3. выполняется, а п.4 нет (что будет разобрано далее). 

Итак, теперь рассмотрим ситуацию, когда априорно ожидается, что часть 

признаков на входе избыточна (или неинформативна).  

В качестве примера рассмотрим функцию двух переменных, 

аппроксимацию которой мы собираемся выполнить алгоритмом, в основе 

которого лежат пункты (21) – (24) (соответственно можем ее рассматривать 

как реализацию случайной функции).  

𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) 

Предположим известно, что с очень большой вероятностью (но меньшей, 

чем 1) априорно ожидается, что одна из переменных либо 𝑥1 либо 𝑥2 будет 

являться неинформативной. Т.е. функция 𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) на самом деле является 

либо функцией 𝑦 = 𝑓(𝑥1), либо функцией 𝑦 = 𝑓(𝑥2), хотя какой именно 

вариант неизвестно. Будем дальше обозначать их как 𝑓(𝑥1, _) и 𝑓(_, 𝑥2), 

подразумевая, что функция остается двумерная, но в первом случае ее 

значения никак не зависят от 𝑥2, а во втором случае никак не зависят от 𝑥1. И 



только с очень малой вероятностью (но не равной нулю) будем ожидать, что 

𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) является некоторой нелинейной функцией от двух переменных. 

Рассматривая 𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) как некоторую неизвестную реализацию 

случайной функции, в качестве вариантов ответа могут быть любые 

непрерывные двумерные функции, среди которых в качестве подмножеств 

входят в том числе и всевозможные непрерывные функции вида 𝑦 = 𝑓(𝑥1, _) и 

𝑦 = 𝑓(_, 𝑥2). Но получается, что плотность вероятности на этих 

подмножествах должны быть значительно выше, по сравнению с другими 

вариантами решений. 

Возьмем некоторые две нелинейные функции из этих подмножеств 

𝑓1(𝑥1, _) и 𝑓2(_, 𝑥2) . Введем в рассмотрение еще одну функцию, являющуюся 

их разностью: 

𝑓3(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓2(_, 𝑥2) − 𝑓1(𝑥1, _)                                        (25) 

 Очевидно, что 𝑓3(𝑥1, 𝑥2) будет нелинейной функцией от двух 

переменных и для определения её значения нужно знать как значение 𝑥1 так и 

𝑥2. 

Теперь рассмотрим подмножество функций, которое описывается 

следующим образом: 

𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓1(𝑥1, _) + 𝑘𝑓3(𝑥1, 𝑥2) ,     (26) 

где 𝑘 – некоторое вещественное число 

Выражение (26) полностью попадает под действие п.4. (24), однако 

подставив в него (25) получим: 

𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓1(𝑥1, _) + 𝑘(𝑓2(_, 𝑥2) − 𝑓1(𝑥1, _))   (27) 

Тогда при 𝑘 = 0: 

𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓1(𝑥1, _),    (28) 

а при 𝑘 = 1: 

𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓2(_, 𝑥2)    (29) 

Таким образом получается, что при 𝑘 = 0 получившаяся функция  

𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2) зависит только от параметра 𝑥1 а при 𝑘 = 1 только от параметра 𝑥2. 

При остальных значениях 𝑘 в этом подмножестве будет нелинейная 

зависимость от двух переменных. 

Но тогда плотность вероятности в функциональном пространстве на этом 

подмножестве функций в зависимости от 𝑘 будет иметь две локальные точки 

максимума при 𝑘 = 0 и 𝑘 = 1. Это противоречит п.4 (24). 



Значит мы уже не можем рассматривать случайную функцию, которая 

имеет в функциональном пространстве бесконечномерный нормальный закон 

распределения. В этом случае уже нельзя рассматривать каноническое и 

спектральное разложения случайной функции и все следующие выводы. 

Значит решение в виде выражений (1) – (8) уже не будет оптимальным. 

Какие качественные рассуждения можно провести про бесконечно 

мерный закон распределения вероятностей в этом случае? 

Фактически в [1] для рассматриваемой случайной функции плотность 

вероятности ее реализаций в функциональном пространстве была задана как 

бесконечномерный нормальный закон распределения, линии уровня которого 

представляют собой бесконечномерные эллипсоиды, главные оси которых 

направлены вдоль функций 𝑒𝑖𝑤𝑥 (если рассматривать спектральное 

разложение случайной функции в комплексной форме). 

В ситуации же когда мы априорно ожидаем, что размерность исходного 

пространства признаков (в котором решается задача регрессии) избыточна, и 

это пространство относительно легко (например, сокращая размерность 

отбрасыванием неинформативных признаков или с помощью преобразований 

близких к линейным) может быть преобразовано (пусть и исходно это 

преобразование неизвестно) в пространство гораздо меньшей размерности, в 

котором без потери качества можем решить эту же задачу регрессии, тогда 

рассматривать многомерные эллипсоиды в качестве линий уровня мы уже не 

можем. 

Функции, которые будут зависеть от меньшего числа признаков (а также 

функции, которые преобразуются в них путем некоторого многомерного 

поворота) будут обладать большей плотностью вероятности и образовывать 

выступы на линиях уровня, по сравнению с функциями большей размерности. 

В этом случае линии уровня будут скорее похожи на бесконечномерного “ежа” 

или “осьминога”, чем на эллипсоиды. 

Хотя это лишь качественные рассуждения, они позволяют предположить, 

что в случае избыточности исходного признакового пространства решение 

задачи, рассмотренное в [1], может не дать оптимальный результат. 

Однако, если мы рассмотрим задачу аппроксимации с помощью каскада 

пакетов полигармонических сплайнов, то ситуация меняется. 

Рассмотрим пространство размерностью 𝑛, с заданной на нем случайной 

функцией с рассматриваемыми симметриями (21) - (24). Далее пусть мы 

наблюдаем 𝑚 (𝑚 ≪ 𝑛) реализаций этой случайной функции. На множестве 

значений (размерностью меньшей чем 𝑛) этих функций может быть снова 



задана случайная функция с симметриями (21) - (24). Процедуру можно 

многократно повторить далее. 

Весь этот каскад также можно рассматривать как единую случайную 

функцию. Но как распределяться вероятности различных реализаций такой 

случайной функции между собой? Будут ли выполняться для такой составной 

случайной функции симметрии плотности вероятности в функциональном 

пространстве из четырех пунктов (21) - (24)? 

Обозначим такую составную случайную функцию как 𝐹𝑄(𝑥), которая 

состоит из 𝑞 слоёв случайных функций (описанных выше), которые обозначим 

как 𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), … 𝐹𝑞(𝑥). 

𝐹𝑄(𝑥) = 𝐹𝑞 (𝐹𝑞−1 (… (𝐹1(𝑥))))     (30) 

Поскольку все входящие в (30) случайные функции стационарны, то 

стационарна будет и 𝐹𝑄(𝑥). На самом деле, для этого было бы достаточно, 

чтобы была стационарной 𝐹1(𝑥). Таким образом, пункт первый, 

соответствующий (21), для составной случайной функции будет выполняться. 

Также будет выполнен и п.3 (23). Т.е. плотность вероятности на любом 

подмножестве реализаций, в котором реализации отличаются друг от друга 

только амплитудой, будет нормальным распределением, зависящим от 

амплитуды (с математическим ожиданием равным нулю). Для этого 

достаточно, чтобы п.3. выполнялся для случайных функций в 𝐹𝑞(𝑥). 

Но как на счет выполнения второго пункта (22)? 

Рассмотрим некоторую конкретную реализацию 𝑓𝑄(𝑥) случайной 

функции (30). 

𝑓𝑄(𝑥) = 𝑓𝑞 (𝑓𝑞−1 (… (𝑓1(𝑥)))) ,   (31) 

где 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … 𝑓𝑞(𝑥) – некоторые конкретные реализации, которые 

приняли случайные функции 𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), … 𝐹𝑞(𝑥). 

На самом деле под 𝑓𝑖(𝑥) будем подразумевать сразу несколько 

реализаций, количество которых равно количеству выходов 𝑖 − го слоя. 

Плотность вероятности события появления 𝑓𝑄(𝑥) как этой конкретной 

некоторой комбинации реализаций в (31) будет равна произведению 

плотностей вероятности соответствующих реализаций 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … 𝑓𝑞(𝑥) из 

этой комбинации. 

Теперь рассмотрим реализацию 𝑓𝑄
∗(𝑥): 



𝑓𝑄
∗(𝑥) = 𝑓𝑞

∗ (𝑓𝑞−1
∗ (… (𝑓1

∗(𝑥)))) ,   (32) 

где 

𝑓𝑖
∗(𝑥) = 𝑘𝑓𝑖 (

𝑥

𝑘
) ,     (33) 

𝑘 – некоторое число (𝑘 ≠ 0), одинаковое для всех 𝑓𝑖
∗(𝑥) в (33) 

Для всех рассмотренных случайных функций 𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), … 𝐹𝑞(𝑥) на 

основании свойства в п.2. (22) плотность вероятности 𝑓𝑖(𝑥) и 𝑓𝑖
∗(𝑥) должны 

быть одинаковы. 

Тогда плотность вероятности появления 𝑓𝑄(𝑥) как некоторой конкретной 

комбинации реализаций 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … 𝑓𝑞(𝑥) в (31) будет равна плотности 

вероятности события появления 𝑓𝑄
∗(𝑥) как соответствующей комбинации 

𝑓1
∗(𝑥), 𝑓2

∗(𝑥), … , 𝑓𝑞
∗(𝑥) в (32). 

Но используя (33) можно записать (32) как: 

𝑓𝑄
∗(𝑥) = 𝑘𝑓𝑞 (𝑘𝑓𝑞−1 (… 𝑘𝑓2 (

𝑘𝑓1 (
𝑥
𝑘

)

𝑘
) /𝑘) /𝑘) =  

= 𝑘𝑓𝑞 (𝑓𝑞−1 (… (𝑓1(𝑥/𝑘)))) = 𝑘𝑓𝑄(𝑥/𝑘)   (34) 

Поскольку (34) будет справедливо для любых реализаций и их 

комбинаций в (31)-(32), а также для любого значения 𝑘, то составная 

случайная функция (30) будет обладать тем же свойством п.2. (22) что и 

входящие в ее состав случайные функции. 

Рассмотрим теперь соответствие составной функции (30) пункту 4 (24). 

Теоретически, в качестве реализаций составной случайной функции (30) 

может быть любая непрерывная вещественная функция в виде сложной 

нелинейной зависимости от всех 𝑛 входных параметров. Например, получится 

такая функция может в виде одной из реализаций выпавшей на первом слое 

случайной функции 𝐹1(𝑥), а все остальные реализации случайных функций 

𝐹2(𝑥), … 𝐹𝑞(𝑥) могут случайно выпасть даже линейными. 

Однако, поскольку характеристики всех случайных функций 

𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), … 𝐹𝑞(𝑥) одни и те же, а появление той или иной реализации носит 

случайный характер, то более вероятным следует ожидать такие их 

комбинации, когда сборка и усложнение случайной функции (30) будет носить 

поэтапный характер от слоя к слою. Но, если, как мы уже решили, количество 

реализаций 𝑚 случайной функции 𝐹1(𝑥) (размерность после первого слоя) 



будет значительно меньше размерности исходного пространства признаков 𝑛 

(𝑛 ≪ 𝑚), то тем самым мы моделируем ситуацию, когда сложные нелинейные 

зависимости если будут присутствовать, то будут определяться в пространстве 

внутренних признаков меньшей размерности 𝑚, в которое будет осуществлен 

переход более простым способом с помощью лишь одного слоя реализаций 

случайной функции 𝐹1(𝑥). 

Таким образом мы получаем модель того, что как раз можем ожидать при 

решении большинства практических регрессионных задач машинного 

обучения. И как уже было показано выше, пункт 4 (24) в этом случае может не 

выполняться. 

В итоге, можно сделать вывод, что, если для случайной функции 

предположить существование симметрий в функциональном пространстве п.1 

– 3 (21) – (23), но имеется нарушение в п.4. (24), порожденное в ситуации, 

когда априорно ожидается, что решение регрессионной задачи лежит в 

пространстве меньшей размерности, чем исходное пространство признаков, 

тогда моделью для решения задачи может служить каскадное 

последовательное соединение пакетов полигармонических сплайнов (1) – (8). 

Если бы были известны последовательно все промежуточные правильные 

значения преобразования входной части обучающей выборки после каждого 

пакета, то можно было бы напрямую вычислить все функции в каждом слое, 

используя (9) – (20). 

Однако обучающая выборка в регрессионной задаче состоит из 

представленных данных на входе и соответствующим им данным на выходе. 

Промежуточные значения, которые должны быть внутри модели между 

слоями не известны. 

Таким образом, на основе рассуждений выше, можно сделать вывод, что 

объединение пакетов функций в виде каскада может повысить качество и 

открыть путь к масштабированию решения, предложенного в [1]. Можно 

ожидать, что получение такой математической конструкции и разработка 

методов решения с ее помощью задач машинного обучения позволит 

использовать ее для работы с “большими данными”. 

Процедура обработки данных каскадом в прямом направлении выглядит 

просто. Чтобы вычислить результат обработки каскадом некоторого набора 

входных данных нужно сначала вычислить результат на выходе первого 

пакета. Этот результат поступит на вход второго пакета и т.д. Т.е. нужно 

просто последовательно вычислить набор пакетов функций (в том порядке как 

они соединены в каскаде в систему) с использованием выражений (17) – (20). 



Разберем теперь процедуру дифференцирования. Рассмотрим пакет 

полигармонических сплайнов, который находится в качестве одного из 

элементов внутри некоторой более сложной вычислительной системы. 

 

Рисунок 3. 

Обозначим как 𝑋 матрицу элементов 𝑥𝑖𝑗 размерностью (𝑟 × 𝑛), 

содержащую некоторый фрагмент данных (батч), который пришел на вход 

пакету с предыдущих слоёв. Каждая строка 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, … , 𝑥𝑖𝑛) матрицы 𝑋 

является независимо обрабатываемым вектором, от которого в пакете 

вычисляется 𝑚 функций, образуя строку 𝑦𝑖 = (𝑓1(𝑥𝑖), 𝑓2(𝑥𝑖), … , 𝑓𝑚(𝑥𝑖)) в 

матрице 𝑌 на выходе пакета. Таким образом каждый элемент матрицы 𝑌 равен 

𝑦𝑖𝑡 = 𝑓𝑡(𝑥𝑖). 

Строки матрицы 𝐶(𝑘 × 𝑛) представляют собой точки созвездия (𝑘 точек). 

Матрица Λ содержит коэффициенты для вычисления функций 𝑓𝑡(𝑥𝑖) в (20). 

Пусть где-то на выходе вычислительной системы был получен вектор 

значений 𝐿 = (𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑟) размерностью (𝑟 × 1) так, что его составляющие 𝑙𝑖 

были получены как результаты вычислений следующими после 

рассматриваемого пакета слоями над поступившими им на вход векторами 𝑦𝑖 . 

Т.е. каждая строка 𝑦𝑖  матрицы 𝑌 дала (независимо от остальных строк) на 

выходе системы значение 𝑙𝑖, а матрица 𝑌 целиком дала на выходе вектор 𝐿. 

Теперь предположим, что каким-то образом была получена матрица 𝐺𝑌 

размерностью (𝑟 × 𝑚), элементы которой равны: 

𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

=
𝑑𝑙𝑖

𝑑𝑦𝑖𝑡
,    𝑖 = 1, 𝑟̅̅ ̅̅  ; 𝑡 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅     (35) 



Т.е. если мы представим все последующие слои в виде некоторой единой 

𝑚 – мерной функции, то 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

 будут ее частными производными в точках 𝑦𝑖 . 

Рассмотрим теперь, как на основе представленных матриц вычислить 

матрицу 𝐺𝑋 , элементы которой равны: 

𝑔𝑖𝑡
(𝑋)

=
𝑑𝑙𝑖

𝑑𝑥𝑖𝑗
 ,  𝑖 = 1, 𝑟̅̅ ̅̅  ; 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅     (36) 

Имея такую процедуру можно рассчитать производные функции, 

которую образует в совокупности собой каскад, последовательно от конца к 

началу для всех слоёв. 

Здесь есть прямая аналогия с алгоритмом обратного распространения 

ошибки [3] и [6], который используется при обучении искусственных 

нейронных сетей. Но в данном случае нас будет интересовать пересчет от слоя 

к слою не ошибки (целевой функции), а просто производных вычисляемой 

каскадом функции от входных значений для каждого слоя (пакета функций). 

Хотя одну задачу можно свести к другой. 

Элементы 𝑥𝑖𝑗 матрицы 𝑋 взятые из 𝑖 – той строки будут влиять только на 

элементы 𝑦𝑖𝑡 взятые тоже из 𝑖 – той строки матрицы 𝑌 и соответственно будут 

влиять только на 𝑖 – тый элемент 𝑙𝑖 вектора 𝐿. 

Поскольку 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

 это частные производные функции, вычисляющей 𝑙𝑖 по 

𝑦𝑖𝑡 в точке 𝑦𝑖  то дифференциал 𝑙𝑖 будет равен: 

𝑑𝑙𝑖 = ∑ 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

𝑑𝑦𝑖𝑡

𝑚

𝑡=1

                                                     (37) 

Отсюда выразим 𝑔𝑖𝑗
(𝑋)

: 

𝑔𝑖𝑗
(𝑋)

=
𝑑𝑙𝑖

𝑑𝑥𝑖𝑗
= ∑ 𝑔𝑖𝑡

(𝑌) 𝑑𝑦𝑖𝑡

𝑑𝑥𝑖𝑗

𝑚

𝑡=1

= ∑ 𝑔𝑖𝑡
(𝑌) 𝑑𝑓𝑡(𝑥𝑖)

𝑑𝑥𝑖𝑗

𝑚

𝑡=1

                            (38) 

  

Поскольку используя (10) можно 𝑓𝑡(𝑥𝑖) можно записать как: 

𝑓𝑡(𝑥𝑖) = ∑ 𝜆𝑝𝑡𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖)

𝑘

𝑝=1

                                                     (39) 

Тогда 



𝑑𝑓𝑡(𝑥𝑖)

𝑑𝑥𝑖𝑗
= ∑ 𝜆𝑝𝑡

𝑑𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖)

𝑑𝑥𝑖𝑗

𝑘

𝑝=1

                                                (40) 

Но 𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖) в свою очередь можно выразить используя (13) и (19) как: 

𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖) =
1

2
𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)
(ln (𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)
) − 2𝑏) + 𝑐 ,                               (41) 

где 𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

 – элемент матрицы квадратов расстояний (17), который можно 

выразить как:  

𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

= ‖𝑐𝑝 − 𝑥𝑖‖
2

= ∑(𝑐𝑝𝑢 − 𝑥𝑖𝑢)
2

𝑛

𝑢=1

                                     (42) 

Тогда 

𝑑𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖)

𝑑𝑥𝑖𝑗
=

𝑑𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖)

𝑑𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

∙
𝑑𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)

𝑑𝑥𝑖𝑗
                                       (43) 

Рассмотрим отдельно два множителя из (43) 

𝑑𝑘𝑓(𝑐𝑝 − 𝑥𝑖)

𝑑𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

=
1

2
(ln (𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)
) − 2𝑏 + 1)                                       (44) 

𝑑𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

𝑑𝑥𝑖𝑗
=

𝑑 (∑ (𝑐𝑝𝑢 − 𝑥𝑖𝑢)
2𝑛

𝑢=1 )

𝑑𝑥𝑖𝑗
= 2(𝑥𝑖𝑗 − 𝑐𝑝𝑗)                               (45) 

 

Подставив (44) и (45) в (40): 

𝑑𝑓𝑡(𝑥𝑖)

𝑑𝑥𝑖𝑗
= ∑ 𝜆𝑝𝑡(𝑥𝑖𝑗 − 𝑐𝑝𝑗) (ln (𝑚𝑖𝑝

(𝑥𝑐)
) − 2𝑏 + 1)

𝑘

𝑝=1

                          (46) 

Тогда (38) можем записать как: 

𝑔𝑖𝑗
(𝑋)

= ∑ 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

∑ 𝜆𝑝𝑡(𝑥𝑖𝑗 − 𝑐𝑝𝑗) (ln (𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

) − 2𝑏 + 1)

𝑘

𝑝=1

𝑚

𝑡=1

                     (47) 

В выражении (47) вложенность циклов суммирования можно поменять 

местами, а также представить выражение в виде двух слагаемых: 



𝑔𝑖𝑗
(𝑋)

= 𝑥𝑖𝑗 ∑ (ln (𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

) − 2𝑏 + 1) ∑ 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

𝜆𝑝𝑡

𝑚

𝑡=1

𝑘

𝑝=1

− ∑ 𝑐𝑝𝑗 (ln (𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

) − 2𝑏 + 1) ∑ 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

𝜆𝑝𝑡

𝑚

𝑡=1

𝑘

𝑝=1

                                     (48) 

Введем в рассмотрение матрицы Θ и Ψ размерностью (𝑟 × 𝑘) (такой же 

размерностью как и матрица 𝑀𝑥𝑐 из (17)), что элементы матрицы Θ 
вычисляются как: 

𝜃𝑖𝑝 = ln (𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

) − 2𝑏 + 1 ,                                                (49) 

где 𝑚𝑖𝑝
(𝑥𝑐)

 – элементы матрицы 𝑀𝑥𝑐 (17) 

а элементы матрицы Ψ вычисляются как: 

𝜓𝑖𝑝 = 𝜃𝑖𝑝 ∑ 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

𝜆𝑝𝑡

𝑚

𝑡=1

                                                     (50) 

Поскольку сумма произведений 𝑔𝑖𝑡
(𝑌)

 и 𝜆𝑝𝑡 в (50) означает не что иное, как 

произведение матриц 𝐺𝑌 и Λ𝑇, то получим матричное представление для Ψ : 

Ψ = Θ ∘ (𝐺𝑌Λ𝑇) ,                                       (51) 

∘ - произведение Адамара 

Выражение (48) можно записать: 

𝑔𝑖𝑗
(𝑋)

= 𝑥𝑖𝑗 ∑ 𝜓𝑖𝑝

𝑘

𝑝=1

− ∑ 𝑐𝑝𝑗𝜓𝑖𝑝

𝑘

𝑝=1

                                     (52) 

Но тогда (52) можно выразить в матричном виде: 

𝐺𝑋 = 𝑋 ∘ (Ψ𝐽𝑘,1𝐽1,𝑛) − Ψ𝐶 ,                              (53) 

где  ∘ - произведение Адамара, 

𝐽𝑚,1 – вектор столбец единиц размера 𝑚, 

𝐽1,𝑟 – вектор строка единиц размера 𝑟 

Подведем итог.  

Пусть мы рассматриваем пакет функций (полигармонических сплайнов 

специального вида), который можно описать с помощью матрицы 𝐶, 

содержащей точки созвездия, а также матрицы Λ, вычисленную в (11) и 



содержащую коэффициенты для уравнений функций в пакете. На вход 

поступает набор данных (батч) в виде матрицы 𝑋. 

Тогда мы можем найти матрицу квадратов расстояний 𝑀𝑥𝑐 между 

векторами строками в матрицах 𝑋 и 𝐶 через выражения (17) – (18). А также 

матрицу 𝐾(𝑥𝑐) через (19), содержащую значения корреляционной функции. 

Умножив 𝐾(𝑥𝑐) на Λ в (20) получим матрицу 𝑌 на выходе пакета. 

Кстати, матрицу 𝐾(𝑥𝑐) можно выразить и через  матрицу Θ, вычисление 

элементов которой описано в (49): 

𝐾(𝑥𝑐) =
1

2
𝑀𝑥𝑐 ∘ (Θ − 1) + 𝑐                                      (54) 

Если же нужно вычислить частные производные в точках, заданных в 

матрице 𝑋, от некоторой более глобальной функции, частью которой является 

рассматриваемый пакет, по известным частным производным в точках 

(строках) матрицы 𝑌(на выходе пакета), то такой пересчет можно сделать 

используя выражения (49) – (53). 

Таким образом появляется возможность соединения пакетов в виде 

каскада в многоуровневую вычислительную систему. Последовательно 

вычисляя пакеты сплайнов можно вычислить значения на выходе всей 

системы. А также можно выполнять дифференцирование, последовательно 

пересчитывая частные производные, но уже двигаясь в обратном порядке от 

последнего пакета в каскаде к первому. Очевидно, что на последнем слое (где 

непосредственно вычисляется вектор 𝐿) чтобы начать процедуру в качестве 𝐺𝑌 

нужно взять вектор размерности (𝑟 × 1), состоящий из единиц. 

Также по полученным преобразованиям видно, что все вычисления 

сводятся к набору операций над матрицами, а значит могут быть эффективно 

произведены с помощью параллельных вычислений с использованием GPU. 

Кроме того, все матрицы двумерны. Нигде в вычислениях не 

используются трехмерные или более тензоры. Это может дать 

дополнительную возможность. Предположим, что есть сразу несколько 

вычислительных систем с одинаковой структурой, с одинаковыми, 

входящими в их состав пакетами сплайнов (с одним и тем же количеством 

точек в созвездиях). Вычисляемые функции в этих системах, причем на всех 

этапах в пакетах внутри них, могут быть совершенно разные (значения матриц 

𝐶 и Λ различные). Но чтобы смоделировать такую многоуровневую систему 

достаточно просто перейти от двумерных матриц к 3-х мерным тензорам. Все 

выражения как для прямого прохода вычислений, так и для 

дифференцирования останутся те же самые. 



Примечание: Данное исследование проводилось независимо и вне рамок 

профессиональной деятельности в организации ООО “ЛИС”. 
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