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Èçëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Êøèæà, îñíîâàííîå íà ïðèìåíåíèè
âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, à òàêæå íà èñïîëüçîâàíèè äâóõ êëàññè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ è íåêîòîðûõ èõ ñëåäñòâèé. Óïîìÿíóòûìè ðåçóëüòàòàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà ïðîäîëæàåìîñòè ïîëèíîìà äî
ôóíêöèè êëàññà Êàðàòåîäîðè è òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà î òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

Óïîìÿíóòîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ íîâûì è ýëåìåíòàðíûì, èçëîæå-
íèå äà¼òñÿ â çàìêíóòîé è ñàìîäîñòàòî÷íîé ôîðìå. Âñå ññûëêè íà ëèòå-
ðàòóðó ïðèâåäåíû äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ èëè êàê èñòî÷-
íèêè.

WITHDRAWN: The proof contains an uncorrectable gap in the
proof of theorem 7 on page 12.

A proof of the Krzyz conjecture is presented, based on the application of the
variational method, as well as on the use of two classical results and some of
their consequences. The mentioned results are the Caratheodory�Toeplitz
criterion of continuing a polynomial to a Caratheodory class function, and
the Riesz�Fejer theorem about trigonometric polynomials.

The mentioned proof is new and elementary, presented in a self-contained
and complete form. All literature references are provided for further reading
or as sources.
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Ââåäåíèå

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé êðóã ÷åðåç ∆ := {z : z ∈ C, |z| < 1}, à åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü � ÷åðåç ∂∆. Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f áóäåì îáîçíà-
÷àòü {f}n, n ∈ {0} ∪ N.
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Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì
êðóãå ∆ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.

Â 1968 ã. ßí Êøèæ âûäâèíóë ãèïîòåçó [1], ñîãëàñíî êîòîðîé, åñëè f ∈ B, òî

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiθF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t 1−z
1+z , φ, θ ∈ R, t ∈ [0,+∞). (1)

Ôèêñèðóåì n ∈ N. Çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

mn := max
f∈B

|{f}n|,

áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà äëÿ íîìåðà n. Ôóíêöèþ f ∈ B áóäåì íàçûâàòü
ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n, åñëè |{f}n| = mn.

Çàäà÷ó î òî÷íîé îöåíêå âåëè÷èíû |{f}n| äëÿ âñåõ n ∈ N íà êëàññå B áóäåì
íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà. Ïðîáëåìó Êøèæà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n òàêæå äî-
ïóñòèìî íàçûâàòü ïðîñòî ïðîáëåìîé Êøèæà, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìå-
íèÿì.

Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íîìåðà
n î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåò-
ñÿ êîìïàêòíîå â ñåáå (â òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) ñåìåéñòâî
ôóíêöèé, à ôóíêöèîíàë, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè èç B å¼ òåéëîðîâñêèé
êîýôôèöèåíò ñ íîìåðîì n, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà B.

×åðåç Ω0 îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé ω, ãîëîìîðôíûõ â ∆ è óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì |ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0.

Ïóñòü îòîáðàæåíèÿG è g ãîëîìîðôíû â∆. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ïîä÷èí¼ííîé
äëÿ ôóíêöèè G â åäèíè÷íîì êðóãå ∆, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â
âèäå g(z) = G(ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ G áóäåì íàçûâàòü
ìàæîðàíòîé äëÿ g â ∆. Òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ èçëîæåíà, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [3].

Êëàññ ôóíêöèé, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â êðóãå ∆, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç C. Ýòîò êëàññ áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Êàðàòåîäîðè. Ôèêñèðóåì
t > 0. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé h èç C, íîðìèðîâàííûõ óñëîâèåì h(0) = t, îáîçíà÷èì
÷åðåç Ct è áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííûì êëàññîì Êàðàòåîäîðè, èëè ïðîñòî êëàñ-
ñîì Êàðàòåîäîðè, åñëè ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé. Çàìåòèì, ÷òî C :=

⋃
t>0

Ct.

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w (w = f(z)), òî áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü
{f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð t ∈ (0,+∞). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäêëàññû îáîçíà÷èì
÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [3], êàæäóþ ôóíêöèþ
êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t h(z), h ∈ C1. (2)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè C1 è Bt. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì t > 0 ôóíêöèÿ F (z, t) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç
êëàññà Bt.
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Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî |{f}0| ⩽ 1. Òî÷íóþ îöåíêó
|{f}1| ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íà÷èíàÿ ñ 1934 ãîäà; ïåðâîé èç íèõ áûëà
ðàáîòà [2]. Îöåíêà |{f}2| íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé ñ 1943 ãîäà [3]. Êøèæ ñôîðìó-
ëèðîâàë îáñóæäàåìóþ çäåñü ãèïîòåçó, îïèðàÿñü íà îöåíêè ìîäóëåé ïåðâûõ äâóõ
êîýôôèöèåíòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 âïåðâûå áûëî îïóáëèêîâàíî â
1977 ãîäó â ðàáîòå Äæ. Õàììåëÿ, Ñ. Øåéíáåðãà è Ë. Çàëüöìàíà [4]. Òî÷íàÿ ïðè
êàæäîì t > 0 îöåíêà ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà êëàññå Bt áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [5].
Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé èç Bt ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [6]. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 ñëåäóåò óïîìÿíóòü äîêàçà-
òåëüñòâî Â. Øàïåëÿ [7]. Âïåðâûå îöåíêà ïÿòîãî êîýôôèöèåíòà ìåòîäîì Øàïåëÿ
áûëà äàíà â ðàáîòå Í. Ñàìàðèñà [8]. Àâòîð äàííîé ñòàòüè â ðàáîòå [9], èñïîëüçóÿ
ìåòîä Øàïåëÿ, ïîëó÷èë îöåíêó |{f}6| ⩽ 2/e+0.00116077, à â ðàáîòå [10] � îöåíêó
|{f}6| ⩽ 2/e ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìå Êøèæà ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî îñíîâíûõ
íàïðàâëåíèé. Îäíî èç íèõ � ýòî îöåíêè íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, óïîìÿíó-
òûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò òàê íàçûâàåìûå
àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, îñâåù¼ííûå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [11, 12]. Òàêæå âûäå-
ëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïî n îöåíêè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëû Êîøè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Â ñòàòüå [13] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
|{f}n| ⩽ 1 − 1

3π + 4
π sin 1

12 = 0.999877 . . ., à â äèññåðòàöèè [14, ñòð. 19] � óëó÷-
øåííàÿ îöåíêà |{f}n| ⩽ 4

5 + 4
π sin π

20 = 0.999178 . . . Åù¼ îäíî âàæíîå íàïðàâëåíèå
ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè è ïîèñêîì ôóíêöèé êëàññà
B, îáëàäàþùèõ ýòèìè ñâîéñòâàìè. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ðàáîòû [4, 15, 16], à òàêæå íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.

Ñ. Ë. Êðóøêàëü â ðàáîòå [17] ïîëó÷èë äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õàììåëÿ-
Øåéíáåðãà-Çàëüöìàíà [4, ñòð. 189] äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Hp. Ýòî äîêàçà-
òåëüñòâî ïîëó÷åíî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ íîâîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïðèâëå-
÷åíèè ãëóáîêèõ îñîáåííîñòåé ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà. Ãèïîòåçà Êøèæà ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì ãèïîòåçû Õàììåëÿ-Øåéíáåðãà-Çàëüöìàíà ïðè p → ∞.

Çäåñü äà¼òñÿ íîâîå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Êøèæà, èçëîæåííîå
â çàìêíóòîé è ñàìîäîñòàòî÷íîé ôîðìå. Âñå ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ïðèâåäåíû äëÿ
äîïîëíèòåëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ èëè êàê èñòî÷íèêè.

1. Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà

Ïðèâåä¼ì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò [18, 19]:

Òåîðåìà 1 (Êàðàòåîäîðè,Ò¼ïëèö). Ïóñòü n ∈ N, {h}0 > 0, {h}1, . . . , {h}n ∈ C.
Ìíîãî÷ëåí

Qn(z) := {h}0 +
n∑

k=1

{h}kzk (3)

ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè

h(z) := Qn(z) + o(zn) ∈ C
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëè

Mk :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2{h}0 {h}1 · · · {h}k−1 {h}k
{h}1 2{h}0 · · · {h}k−2 {h}k−1

...
...

. . .
...

...

{h}k−1 {h}k−2 · · · 2{h}0 {h}1
{h}k {h}k−1 · · · {h}1 2{h}0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n, (4)

ëèáî âñå ïîëîæèòåëüíû, ëèáî ïîëîæèòåëüíû äî íåêîòîðîãî íîìåðà m ⩽ n, íà-
÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ðàâíû íóëþ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî

è ñóùåñòâóþò ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m, è ÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π òàêèå,

÷òî

h(z) =

m∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
. (5)

Ôèêñèðóåì n ∈ N è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn+1, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ íàáîðû èç (n+ 1)-ãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà h(n+1) := ({h}0, . . . , {h}n). Ìíîæåñòâî
òî÷åê h(n+1) èç ïðîñòðàíñòâà Cn+1 òàêèõ, ÷òî ÷èñëà {h}0, . . . , {h}n ÿâëÿþòñÿ ïåð-
âûìè n + 1 êîýôôèöèåíòàìè íåêîòîðîé ôóíêöèè h ∈ C, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(n+1)

è áóäåì íàçûâàòü (n+ 1)-ûì òåëîì êîýôôèöèåíòîâ êëàññà C.
Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå C ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ÷èñëà
{h}0, {h}1, {h}2, . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä {h}0 + {h}1z+ {h}2z2 + . . . ÿâëÿëñÿ ðÿäîì
Òåéëîðà íåêîòîðîé ôóíêöèè èç êëàññà C. Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà äà¼ò
ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

Êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z è îò-
íîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w (w = f(z)). Òî åñòü, åñëè n ∈ N
è ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ ýòîãî íîìåðà n,
òî ôóíêöèÿ ηf(ζz) ïðè |η| = |ζ| = 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé. Ïðè ýòîì
âðàùåíèå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z íå çàòðàãèâàåò êîýôôèöèåíò {f}0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè f � ýêñòðåìàëüíàÿ,
òî {f}0 > 0 è {f}n > 0. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ôóíêöèè f , ýêñòðåìàëüíîé â
ïðîáëåìå Êøèæà, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî {f}0 > 0, {f}n > 0 è f ∈ Bt, ãäå
t = − ln{f}0. Òàêæå, ôóíêöèþ, ýêñòðåìàëüíóþ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n
÷àñòî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ýêñòðåìàëüíîé, åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî î êàêîì
êîíêðåòíî n èä¼ò ðå÷ü.

Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Åñëè f(z) = e−h(z) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî, êàê
èçâåñòíî [19, 20], òî÷êà h(n+1) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà C(n+1), ÷òî ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî Mn = 0 (Mn îïðåäåë¼í ôîðìóëîé (4)). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ
Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîäîëæåíèå ìíîãî÷ëåíà Qn, îïðåäåë¼í-
íîãî ôîðìóëîé (3), åäèíñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä f(z) = e−h(z), ãäå h çàäàíà ôîðìóëîé (5). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n ∈ N, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå

Êøèæà è t := − ln{f}0. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m,
m∑

k=1

αk = t, è

÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π, òàêèå, ÷òî f(z) = e−h(z), ãäå ôóíêöèÿ h çàäàíà

ôîðìóëîé (5), ïðè÷¼ì m ⩽ n.

Ýòîò ðåçóëüòàò õîðîøî èçâåñòåí ñ íà÷àëà XX âåêà (ñì., íàïðèìåð, [4, ñòð. 171]
è [16, ñòð. 725]).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n ∈ N, à f è g � ãîëîìîðôíûå â ∆ ôóíêöèè, òî

{f · g}n = {f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n. (6)

Ëåììà 1. Ïóñòü n ∈ N, f , g � ãîëîìîðôíûå â ∆ ôóíêöèè, ε ∈ R è

v(z) := f(z)e−εg(z), (7)

òîãäà

{v}n = {f}n − ε{f · g}n + o(ε), ε → 0. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ v ôóíêöèè f ôóíêöèåé e−εg, ε ∈ R.
Óñòðåìèâ ε ê íóëþ èìååì:

v(z) := f(z)e−εg(z) = f(z)(1− εg(z) + o(ε)) = f(z)− εf(z)g(z) + o(ε).

Âû÷èñëèâ òåïåðü {v}n ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó (8). ■

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçàèìñòâîâàí èç [16, ñòð. 726]. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ
ïðèâåä¼ì åãî âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì, òàêæå âçÿòûì èç óêàçàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà è

{f}0 > 0, {f}n > 0, òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0. (9)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè h = − ln f , òî

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) = 0. (10)

Ïóñòü

H(z) := {f}n + 2{f}n−1z + . . .+ 2{f}0zn, (11)

òîãäà

H ∈ C. (12)

Áîëåå òîãî, ïóñòü m ⩽ n, à ÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π ÷àñòè÷íî îïðåäåëÿþò

ôóíêöèþ h := − ln f (ñì. ôîðìóëó (5)), òîãäà

ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m. (13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ôîðìóëó (9). Ïóñòü g ∈ C. Âàðèàöèÿ v ôóíêöèè f ,
çàäàííàÿ ôîðìóëîé (7), ïðè ε > 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, òî åñòü v ∈ B. Ïðè ε → 0
ñïðàâåäëèâà ëåììà 1, à ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f � ýêñòðåìàëüíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
Re {v}n ⩽ {f}n. Îòñþäà (ñì. (8)) è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (9).

2. Äîêàæåì ôîðìóëó (10). Âîçüì¼ì òåïåðü g = h. Òàê êàê g = h, òî âàðèàöèÿ
v ôóíêöèè f , çàäàííàÿ ôîðìóëîé (7), ïðè ε < 0 è |ε| < h0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé
âàðèàöèåé, òî åñòü v = f · f−ε ∈ B. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f �
ýêñòðåìàëüíàÿ, òî èç ôîðìóëû (8) äëÿ ε < 0 ïîëó÷àåì

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩽ 0,

à äëÿ ε > 0 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (9), òî åñòü

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩾ 0,

îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ôîðìóëà (10) âåðíà.
3. Äîêàæåì (12). Çàôèêñèðóåì ζ ∈ ∆̄ è ïîëîæèì

g(z) :=
1 + ζz

1− ζz
= 1 + 2ζz + 2ζ2z2 + . . .

ßñíî, ÷òî g ∈ C1. Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè g â ôîðìóëó (9), ïîëó÷èì

Re ({f}n + 2{f}n−1ζ + . . .+ 2{f}0ζn) ⩾ 0, |ζ| ⩽ 1,

÷òî ðàâíîñèëüíî ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆̄. Òàê êàê H(0) > 0, òî ïî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ
îáëàñòè ReH(z) > 0, z ∈ ∆, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (12).

4. Äîêàæåì ôîðìóëó (13). Ôèêñèðóåì k ÷òîáû âûáðàòü êîíêðåòíîå ÷èñëî φk,
÷àñòè÷íî îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ h (ñì. ôîðìóëó (5)) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) :=
1 + eiφkz

1− eiφkz
= 1 + 2eiφkz + 2e2iφkz2 + . . .

Òîãäà v = f · e−εg ∈ B êàê ïðè ε ⩾ 0, òàê è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε < 0. Òî
åñòü ïðè |ε| ⩽ αk, ãäå αk ÷àñòè÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ h (ñì. ôîðìóëó (5)). Èç
ëåììû 1, óñëîâèÿ {f}n > 0 è ýêñòðåìàëüíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ε < 0

Re ({f}n + {f}n−12e
iφk + . . .+ {f}02eniφk) ⩽ 0,

à äëÿ ε ⩾ 0
Re ({f}n + {f}n−12e

iφk + . . .+ {f}02eniφk) ⩾ 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó ReH(eiφk) = 0. ■

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n ∈ N, f := e−h, ïðè÷¼ì h(z) :=
m∑

k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
, αk > 0,

k = 1, . . . ,m, 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π, m ⩽ n è ïóñòü g(z) :=
m∑

k=1

βk
1 + eiφkz

1− eiφkz
,

βk > 0, k = 1, . . . ,m, à ïîëèíîì H ñãåíåðèðîâàí èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî

ôîðìóëå (11), ïðè÷¼ì H ∈ C. Ðàâåíñòâî

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) = 0

ñïðàâåäëèâî åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâû âñå ðàâåíñòâà

ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

g(z) =

m∑
k=1

βk
1 + eiφkz

1− eiφkz
=

m∑
k=1

βk(1 + 2eiφkz + . . .+ 2einφkzn + . . .).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (6), ïîëó÷àåì:

{f · g}n =

m∑
k=1

βk({f}n + {f}n−12e
iφk + . . .+ {f}02einφk) =

m∑
k=1

βkH(eiφk). (14)

Òàê êàê H ∈ C ïî óñëîâèþ, òî åñòü ReH(z) > 0, z ∈ ∆ è ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∂∆, òî
èç ôîðìóëû (14) ñëåäóåò, ÷òî

Re {f · g}n = 0 ⇔
m∑

k=1

βk ReH(eiφk) = 0 ⇔ ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m.

×òî è òðåáîâàëîñü. ■

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò:

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà,

è ïóñòü g(z) :=
n∑

k=1

βk
1 + eiφkz

1− eiφkz
, βk > 0, k = 1, . . . , n, 0 ⩽ φ1 < . . . < φn < 2π.

Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (10), òî åñòü

Re ({f}n{g}0 + . . .+ {f}0{g}n) = 0,

òî

f(z) = exp

(
−

n∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz

)
.

Òî åñòü m = n è ÷èñëà φk, k = 1, . . . , n, íàì èçâåñòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, ñóùåñòâóþò ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m,

è 0 ⩽ θ1 < . . . < θm < 2π, ãäå m ⩽ n òàêèå, ÷òî h(z) =
m∑

k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
è f = e−h.

Ñãåíåðèðóåì ïîëèíîì H èç êîýôôèöèåíòîâ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f ïî ôîð-
ìóëå (11). Òàê êàêH ∈ C ñîãëàñíî òåîðåìå 2, òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3 âûïîëíåíû.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3 âèäèì, ÷òî m = n è θk = φk, k = 1, . . . , n. ■

3. Òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà

Ïóñòü n ∈ N. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ïîëèíîì H, ñãåíåðèðîâàííûé èç ïåðâûõ n+1
êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè, ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà
ñ íîìåðîì n, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â êðóãå ∆. Âûâåäåì
íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ êëàññà C, íåîáõîäèìûå äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà φ

T (φ) := a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ), a0, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n,
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íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
a2n + b2n > 0. Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2. Ïóñòü çàäàí ïîëèíîì H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k, ãäå

h0 := a0 ∈ R, hk :=
ak + ibk

2
, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n, hn ̸= 0.

Òîãäà ñóæåíèå ReH íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ∂∆ ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèì ïîëèíîìîì

T (φ) := ReH(eiφ) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ).

Áîëåå òîãî, åñëè H ∈ C, òî T (φ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R.

Êàê îòìå÷àåòñÿ â ñòàòüå [21], â íà÷àëå XIX âåêà Ë. Ôåéåð [22] âïåðâûå îáðà-
òèë âíèìàíèå íà âàæíîñòü êëàññà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ïðèíèìàþùèõ
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Åãî ãèïîòåçà î ñòðóêòó-
ðå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëà âïîñëåäñòâèè äîêàçàíà Ô. Ðèññîì [23] è íûíå èçâåñòíà
êàê òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà.

Òåîðåìà 4 (Ðèññ, Ôåéåð). Åñëè T (φ) :=
n∑

k=0

(ak cos kφ− bk sin kφ) ⩾ 0, a2n+ b2n > 0,

φ, ak, bk ∈ R, òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pn ̸= 0 òàêîé, ÷òî

T (φ) = |P (eiφ)|2. Áîëåå òîãî, P ìîæåò áûòü ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû âñå åãî íóëè

ëåæàëè âíå åäèíè÷íîãî êðóãà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå P îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèññà-Ôåéåðà ïðèâåäåíî, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [24]
è â ìîíîãðàôèè [25, ñòð. 154]. Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî åñëè m èç n êîðíåé
ïîëèíîìà P ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
T èìååò 2m êîðíåé.

Ñëåäñòâèå 3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå ÷åì

2n êîðíåé íà [0, 2π) ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòåé.

4. Ìíîãî÷ëåíû ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

Ïðèâåä¼ì çäåñü íåêîòîðûå òåîðåìû î ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, êîòîðûå íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 8. Âñå ôîðìóëè-
ðîâêè àäàïòèðóåì äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ∆.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé â ∆ ôóíêöèè g ìîæíî ïîñòðîèòü ãî-

ëîìîðôíóþ â ∆ ôóíêöèþ h, äëÿ êîòîðîé g ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.

Ïðè÷¼ì h åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ÷èñòî ìíèìîé êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 6 (î åäèíñòâåííîñòè). Åñëè äâå ãàðìîíè÷åñêèå â ∆ ôóíêöèè g1 è g2
ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå A ⊂ ∆, èìåþùåì õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó,

òî g1 ≡ g2 â ∆.
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Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íàêëàäûâà-
åò áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
ãäå òðåáóåòñÿ òîëüêî ÷òîáû ìíîæåñòâî A ñîäåðæàëî ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ u(z) := x, ãäå x := Re z ðàâíà íóëþ íà ìíèìîé îñè, íî u(z) ̸≡ 0.

Òåîðåìà 7 (î ðåøåíèè çàäà÷è Äèðåõëå äëÿ êðóãà). Åñëè ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà
∂∆, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â ∆ ôóíêöèÿ h, ñîâïàäàþùàÿ
ñ g íà ∂∆.

Òåîðåìû 5, 6, è 7 âçÿòû êíèãè èç [26], ñòð. 239, 240 è 246 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 8. Ìíîãî÷ëåí H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k, h0 > 0, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ

äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà

pk ∈ C, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, òàêèå, ÷òî

hk =

n−k∑
j=0

pj+kp̄j , k = 0, . . . , n. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n ∈ N è ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Q(z) := q0 + 2
n∑

k=1

qkz
k, ãäå qk :=

n−k∑
j=0

pj+kp̄j , k = 0, . . . , n.

Äëÿ âñåõ φ ∈ R èìååì:

0 ⩽ReH(eiφ) = T (φ) = |P (eiφ)|2 = P (eiφ)P (eiφ) =

n∑
k=0

pke
ikφ

n∑
k=0

p̄ke
−ikφ =

=|p0|2 + . . .+ |pn|2+
+ (p0p̄1 + p1p̄2 + . . .+ pn−1p̄n)e

−iφ + (p1p̄0 + p2p̄1 + . . .+ pnp̄n−1)e
iφ+

. . .

+ p0p̄ne
−inφ + pnp̄0e

inφ =

=|p0|2 + . . .+ |pn|2 + 2Re((p1p̄0 + . . .+ pnp̄n−1)e
iφ + . . .+ pnp̄0e

inφ) =

=ReQ(eiφ).

(16)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H ∈ C. Ïîêàæåì, ÷òî H èìååò êîýôôèöèåíòû (15).
Ïî ëåììå 2, âûðàæåíèå T (φ) := ReH(eiφ) ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëè-
íîìîì ñòåïåíè n, ïðè÷¼ì T (φ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R, òàê êàê H ∈ C. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 4, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P òàêîé, ÷òî T (φ) = |P (eiφ)|2. Òàêèì îáðàçîì,
èç (16) ñëåäóåò, ÷òî ReH(eiφ) = ReQ(eiφ).

Âûïîëíèì îáðàòíóþ çàìåíó eiφ = z. Èìååì ReH(z) ≡ ReQ(z), z ∈ ∂∆. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 6 ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè ReH(z) è ReQ(z) ñîâïàäàþò âñþäó
â ∆. Îäíàêî, ïî òåîðåìå 7 ýòè ôóíêöèè ïðîäîëæàþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî
ãàðìîíè÷åñêîé â ∆ ôóíêöèè. Âîññòàíîâèì àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè Q è H ïî èõ
ñîâïàäàþùåé â ∆ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî òåîðåìå 5).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íîðìèðîâêó Q(0) = H(0) > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî H ≡ Q â
∆, òàê êàê ãîëîìîðôíàÿ â ∆ ôóíêöèÿ ïî òåîðåìå 5 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé
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äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñòî ìíèìîé àääè-
òèâíîé ïîñòîÿííîé. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè H èìååò êîýôôèöèåíòû (15), òî
H ∈ C. Ïóñòü H èìååò êîýôôèöèåíòû (15), òî åñòü H ≡ Q. Ïðîâåäÿ âû÷èñëå-
íèÿ (16) â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïîëó÷àåì, ÷òî ReH(eiφ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R. Ïî-
ñêîëüêó H(0) > 0, òî ïî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè ReH(z) > 0 ïðè z ∈ ∆. ×òî
è òðåáîâàëîñü. ■

5. Óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ìíîãî÷ëåíà èç êëàññà Êàðàòåîäîðè

Â ýòîì ïóíêòå ñ÷èòàåì, ÷òî n ∈ N, h0 > 0 è

H(z) := h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k. (17)

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè

ïåðåìåííîé z ìíîãî÷ëåí H âèäà (17), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

� H ∈ C;

� h0 = 2|hn| > 0.

Áîëåå òîãî, H(z) = h0(1 + ηzn), ãäå |η| = 1, à arg η = arg{h}n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8, ñóùåñòâóþò ÷èñëà pk ∈ C, k = 0, . . . , n,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

h0 = |p0|2 + . . .+ |pn|2, hn = pnp̄0.

Èç óñëîâèÿ h0 = 2|hn| ïîëó÷àåì:

|p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2|pnp0|.

Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(|p0|2 − 2|pnp0|+ |pn|2) + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 0,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(|p0| − |pn|)2 + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 0.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî |p0| = |pn| è p1 = . . . = pn−1 = 0. Òàêèì
îáðàçîì,

H(z) = 2|p0|2 + 2pnp̄0z
n = 2|p0|2(1 + ηzn), |η| = 1, arg η = arg{h}n.

Òàê êàê ÷èñëà pk, k = 0, . . . , n, îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òî è ìíîãî÷ëåí
H îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ■

Çàìåòèì, ÷òî êîðíÿìè zk ìíîãî÷ëåíà H(z) = h0(1 + zn) ÿâëÿþòñÿ âñå êîðíè

n-é ñòåïåíè èç −1 è òîëüêî îíè, òî åñòü zk = ei
π+2πk

n , k = 0, . . . , n− 1.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H âèäà (17), óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

� H ∈ C;

� hn > 0;

� Âñå êîðíè z1, . . . , zn ìíîãî÷ëåíà H ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂∆.

Áîëåå òîãî, H(z) = h0(1 + zn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó z1, . . . , zn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà H, òî åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå: H(z) = 2hn

n∏
k=1

(z − zk) = 2hn((−1)nz1 · . . . · zn + . . .+ zn). Òàê

êàê âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà H ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (|z1| · . . . · |zn| = 1),
òî h0 = 2|hn|. Ïðèìåíèâ ëåììó 3, ïîëó÷àåì, ÷òî H(z) = h0(1 + zn). ■

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H âèäà (17), óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

� H ∈ C;

� hn > 0;

� Âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1 è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ReH.

Áîëåå òîãî, H(z) = h0(1 + zn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ìíîãî÷ëåí H(z) = h0(1 + zn) ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ H ∈ C è èìåþùèì
ñâîèìè íóëÿìè âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1. Î÷åâèäíî, ÷òî ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ReH èìååò òå æå êîðíè, íî êðàòíîñòè 2 (ñì. ñëåäñòâèå 3). Òàê êàê
âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè åäèíñòâåííî
ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñòî ìíèìîé àääèòèâíîé êîíñòàíòû, òî ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè
H(0) > 0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ■

6. Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íàìè âûøå íà ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ, ìîæ-
íî ñòàâèòü âîïðîñ î å¼ åäèíñòâåííîñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïåðåêëèêàåòñÿ ñ
îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [16, ñòð. 735].

Òåîðåìà 9. Ïóñòü n ∈ N, è ïóñòü f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøè-

æà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ {f}n = 2{f}0 > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ f ñóùåñòâóåò,

åäèíñòâåííà è f = F (zn, 1), ãäå ôóíêöèÿ F çàäàíà ôîðìóëîé (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ìíîãî÷ëåí H, ñãåíåðèðîâàííûé èç êîýô-
ôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî ôîðìóëå (11), ïðèíàäëåæèò êëàññó C è óäîâëåòâîðÿåò
âñåì óñëîâèÿì ëåììû 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

H(z) = {f}n + 2{f}0zn,
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îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

{f}1 = . . . = {f}n−1 = 0.

Ïóñòü {f}0 = e−t, ãäå t > 0. Òîãäà, òàê êàê ïî óñëîâèþ {f}n = 2{f}0, òî:

f(z) = e−t + 2e−tzn + o(zn).

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ h := − ln f = t − 2zn + o(zn) ïðèíàäëåæèò êëàññó C.
(Íàïîìíèì, ÷òî ìèíîðû Mk îïðåäåë¼íû ôîðìóëîé (4).) Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êà-
ðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà, ïîëó÷àåì äëÿ t > 0:

� Ìèíîðû Mk = 2k+1tk+1 > 0 ïðè k = 1, . . . , n− 1;

� Mn = 2n+1tn−1(t2 − 1) ⩾ 0 è Mn = 0 åñëè è òîëüêî åñëè t = 1.

Òàêèì îáðàçîì, {f}0 = e−1 è f(z) = Qn(z) + o(zn), ãäå Qn(z) := e−1 + 2e−1zn.

Ôóíêöèÿ F (zn, 1), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1), ïðèíàäëåæèò êëàññó B, óäîâëåòâî-
ðÿåò âñåì óêàçàííûì óñëîâèÿì è, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåî-
ðåìà 1), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ìíîãî÷ëåíà Qn äî ôóíêöèè êëàññà
B. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = F (zn, 1). ■

7. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Êøèæà

Òåîðåìà 10. Ïóñòü n ∈ N è f ∈ B. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

|{f}n| ⩽
2

e
;

ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(z) = eiθF (eiφzn, 1), φ, θ ∈ R,

ãäå ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íîìåð n è ïðîèçâîëüíóþ ýêñòðå-
ìàëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ B. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, ñóùåñòâóþò ÷èñëà:

� αk > 0, k = 1, . . . ,m,
m∑

k=1

αk = t, ãäå m ⩽ n, à t := − ln{f}0;

� 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π;

òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå:

f(z) = exp

(
−

n∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz

)
.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F (zn, 1) = e−1+2e−1zn+ o(zn)
óäîâëåòâîðÿåòa ñîîòíîøåíèþ (10), ïîýòîìó, èç ñëåäñòâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî:

� m = n,

� òî÷êè eiφk , k = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè n-é ñòåïåíè èç −1,

òàê êàê F (zn, 1) = exp

(
−1− zn

1 + zn

)
= exp

(
− 1

n

n∑
k=1

1 + eiφkz

1− eiφkz

)
.

aÎøèáêà çäåñü: íå F è − lnF äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü (10), à f è − lnF .

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí H, ñãåíåðèðîâàííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî
ôîðìóëå (11). Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî:

� H ∈ C,

� ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . , n.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H ∈ C ñòåïåíè n,
äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò ñâîèìè êîðíÿìè âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é
ñòåïåíè èç −1, ïðè÷¼ì:

H(z) = {f}n + 2{f}0zn = h0(1 + zn),

ãäå h0 � ïîëîæèòåëüíûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Òàêèì îáðàçîì,

{f}n = 2{f}0.

Ïî òåîðåìå 9, ôóíêöèÿ f(z) = F (zn, 1) = e−1 + 2e−1zn + o(zn) ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ {f}n = 2{f}0. ■

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîáëåìû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òàê èëè
èíà÷å ñâÿçàííûå ñ ãèïîòåçîé Êøèæà, ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [27, 28, 7, 29, 30, 31,
15, 32, 33]. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ïðîáëåì ýêâèâàëåíòíû ãèïîòåçå Êøèæà è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èõ òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü ðåø¼ííûìè. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ãèïîòåçû
Êøèæà îïèñàíû â ñòàòüå [4, ñòð. 187].
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