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Èçëîæåíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
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óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â ïðîáëåìå Êøèæà.

The classical Fejer-Riesz theorem for trigonometric polynomials is expo-
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Ââåäåíèå

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé êðóã ÷åðåç ∆ := {z ∈ C : |z| < 1}, à åäèíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü ÷åðåç ∂∆.

Ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â êðóãå ∆ ôóíêöèé, èìåþùèõ òàì ïîëîæèòåëüíóþ
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, îáîçíà÷èì ÷åðåç C è áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Êàðàòåîäîðè.
Ôèêñèðóåì t > 0. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé h èç C, íîðìèðîâàííûõ óñëîâèåì h(0) = t,
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ct è áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííûì êëàññîì Êàðàòåîäîðè, èëè
ïðîñòî êëàññîì Êàðàòåîäîðè, åñëè ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé. Çàìåòèì, ÷òî
C =

⋃
t>0

Ct. Ïîäìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n èç êëàññîâ C è Ct îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Cn è Cn
t .

Ïóñòü a0, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n. Ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà φ

T (φ) := a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ) (1)

1



2 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè) ñòåïåíè n, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå a2n + b2n > 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Óòâåðæäåíèå 1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T (φ), çàäàííûé ôîðìóëîé (1)
ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé φ åñëè

è òîëüêî åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ak è bk ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè T (φ) ∈ R, φ ∈ R, òî T (φ) = T (φ), φ ∈ R. Òàê êàê

T (φ) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ), φ ∈ R,

òî

0 = T (φ)− T (φ) = 2i

(
Im a0 +

n∑
k=1

(Im ak cos kφ− Im bk sin kφ)

)
, φ ∈ R.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ýòî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ. Ïî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæå-
íèÿ â ðÿä Ôóðüå âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà. ■

Äàëåå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò. Ïîýòîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü çàäàí ïîëèíîì

H(z) := h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k, (2)

ãäå

h0 := a0 ∈ R, hk :=
ak + ibk

2
, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n, hn ̸= 0. (3)

Òîãäà ñóæåíèå ReH íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ∂∆ ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè n

T (φ) := ReH(eiφ) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ). (4)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè hk ∈ R (bk = 0), k = 1, . . . , n, òî

T (φ) = a0 +

n∑
k=1

ak cos kφ.

Áîëåå òîãî, åñëè H ∈ Cn, òî T (φ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R.
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Êàê îòìå÷àåòñÿ â ñòàòüå [4], â íà÷àëå XX âåêà Ë. Ôåéåð [1] âïåðâûå îáðà-
òèë âíèìàíèå íà âàæíîñòü êëàññà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ïðèíèìàþùèõ
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Åãî ãèïîòåçà î ñòðóêòó-
ðå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëà âïîñëåäñòâèè äîêàçàíà Ô. Ðèññîì [2] è íûíå èçâåñòíà
êàê òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà.

Â ýòîé ñòàòüå ìû èçëîæèì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ðèññà-Ôåéåðà äëÿ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèññà-Ôåéåðà ïðèâåäåíî íèæå
äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ. Åãî òàêæå ìîæíî íàéòè â [3] è â [5, ñòð. 154].

Äàëåå, îõàðàêòåðèçóåì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé â åäè-
íè÷íîì êðóãå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Â êíèãå [6, ñòð. 64] èìååòñÿ çàäà÷à 4, â
êîòîðîé íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà H èìåþò ñïåöèàëü-
íûé âèä, òî H ∈ C.

Çàòåì, ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ è îãðàíè÷åíèåì íà êîýôôèöèåíòû h0 = 2hn, à òàêæå óêàæåì íà ñâÿçü
ýòîãî ðåçóëüòàòà è óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â ïðîáëåìå
Êøèæà. Îòìåòèì, ÷òî â [15, ñòð. 736] äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êøèæà.

Â çàêëþ÷åíèè, íà îñíîâå èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, ýêñòðåìàëüíûõ â ïðî-
áëåìå Êøèæà ñôîðìóëèðóåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé, ïî ñâîèì ñâîéñòâàì íà-
ïîìèíàþùèõ ýêñòðåìàëüíûå. Îáçîð èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, ýêñòðåìàëüíûõ
â ïðîáëåìå Êøèæà ìû çäåñü òàêæå ïðèâîäèì.

Âñå èçëîæåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû äàþòñÿ â çàìêíóòîé è ñàìîäîñòàòî÷íîé ôîð-
ìå, à ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ïðèâåäåíû äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ èëè
êàê èñòî÷íèêè.

1 Êîìïëåêñíàÿ ôîðìà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëè-
íîìà

Ïîëèíîìîì Ëîðàíà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

Q(z) =

n2∑
k=−n1

qkz
k, ãäå n1, n2 ∈ N ∪ {0}.

Ïóñòü n ∈ N è φ ∈ R. Åñëè z = eiφ, òî zk = eikφ. Îòêóäà cos kφ =
zk + z−k

2
,

sin kφ = −iz
k − z−k

2
. Òàêàÿ çàìåíà ïðåîáðàçóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T ,

îïðåäåë¼ííûé ôîðìóëîé (1) â ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà:

T (φ) = a0 +

n∑
k=1

(
ak
zk + z−k

2
+ ibk

zk − z−k

2

)
=

=

1∑
k=n

ak − ibk
2

z−k + a0 +

n∑
k=1

ak + ibk
2

zk =

1∑
k=n

hkz
−k + h0 +

n∑
k=1

hkz
k =: Q(z), (5)
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ãäå êîýôôèöèåíòû hk, k = 0, . . . , n, î÷åâèäíî, îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (3).
Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

S(z) := znQ(z) = hn + hn−1z + . . .+ h1z
n−1 + h0z

n + h1z
n+1 + . . .+ hnz

2n. (6)

Óòâåðæäåíèå 3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå ÷åì

2n êîðíåé íà [0, 2π) ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò hn ìíîãî÷ëåíà S, îïðåäåë¼ííîãî ôîð-
ìóëîé (6) íå ðàâåí íóëþ, òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû S èìååò ðîâíî 2n êîð-
íåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòåé. Êîðíè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà T ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà S, ðàñïîëîæåí-
íûì íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïîýòîìó èõ íå áîëåå 2n ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. ■

Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (5), ïðîèçâîëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòå-
ïåíè n äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

T (φ) =

n∑
k=−n

hke
ikφ. (7)

Èç òîé æå ôîðìóëû (5) è óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè
T (φ) ∈ R äëÿ âñåõ φ ∈ R ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñîîòíîøåíèé

h−k = hk, k = 0, . . . , n, (h0 = a0 ∈ R). (8)

Ïðåäñòàâëåíèå (7) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ôîðìîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíî-
ìà.

2 Òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà (êîìïëåêñíûå êîýôôèöè-
åíòû)

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü n ∈ N, pn ̸= 0, P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pk ∈ C, k = 0, . . . , n.

Òîãäà åñëè T (φ) := |P (eiφ)|2, φ ∈ R, òî ñóùåñòâóþò a0, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n,
a2n + b2n > 0, òàêèå ÷òî

T (φ) = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kφ− bk sin kφ).

Êîýôôèöèåíòû ak è bk îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N èìååì:

0 ⩽ T (φ) = P (z)P (z) = P (z)P (1/z) =

n∑
k=−n

hkz
k =: Q(z), φ ∈ R, z = eiφ.

Òàê êàê Q(z) = T (φ) � âåùåñòâåííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, çàïèñàííûé
â êîìïëåêñíîé ôîðìå, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà (8), òî åñòü h−k = hk, äëÿ âñåõ
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k = 0, . . . , n. Îòêóäà T (φ) = a0+
n∑

k=1

(ak cos kφ−bk sin kφ), ãäå a0 := h0, ak := 2Rehk,

bk := 2 Imhk, k = 1, . . . , n. Ôóíêöèÿ Q ãîëîìîðôíà â C \ {0}, T (φ) = Q(eiφ),
φ ∈ R, ñëåäîâàòåëüíî ïî âíóòðåííåé òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé, ôóíêöèÿ Q îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì, êàê è å¼ ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå êîíå÷íîãî ðÿäà Ëîðàíà (ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà). ■

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ 4.

Òåîðåìà 1 (Ðèññ, Ôåéåð). Ïóñòü n ∈ N, ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n, a2n + b2n > 0.

Åñëè T (φ) := a0 +
n∑

k=1

(ak cos kφ − bk sin kφ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R, òî ñóùåñòâóåò

ìíîãî÷ëåí P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pn ̸= 0 òàêîé, ÷òî T (φ) = |P (eiφ)|2, φ ∈ R. Áîëåå

òîãî, P ìîæåò áûòü ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû âñå åãî íóëè ëåæàëè âíå åäèíè÷íîãî

êðóãà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå P îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ

äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû Q è S, çàäàííûå ôîðìóëàìè (5) è (6)
ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî êîðíè Q è S ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì S, òàê êàê hn ̸= 0. Èç ñâîéñòâ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
Q(z) = Q (1/z). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè zk � êîðåíü Q ñ |zk| > 1, òî 1/zk òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì Q (ñëó÷àé |zk| = 1 ðàññìîòðèì íèæå). Ïîýòîìó:

S(eiφ) = hn

n∏
k=1

(eiφ − zk)

(
eiφ − 1

zk

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

eiφ − 1

zk
= −e

iφ

zk
(eiφ − zk),

ïîëó÷àåì:

S(eiφ) = hn
(−1)neinφ

z1 · . . . · zn

n∏
k=1

|eiφ − zk|2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ T (φ) = S(eiφ)/einφ, èìååì:

T (φ) =
hn

(−1)nz1 · . . . · zn

n∏
k=1

|eiφ − zk|2. (9)

Èñõîäÿ èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû è çàìåíû z = eiφ ìû ìîæåì çàäàòü èñêîìûé ìíî-
ãî÷ëåí P ñëåäóþùèì îáðàçîì,

P (z) := pn

n∏
k=1

(z − zk). (10)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Q èìååò êîðåíü zk = eiφk , ãäå φk ∈ R. Ïîñêîëüêó zk
ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî zk = 1/zk. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé êîðåíü òåì
íå ìåíåå äîëæåí èìåòü ÷¼òíóþ êðàòíîñòü m. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ T (φ) ⩾ 0
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äëÿ âñåõ φ ∈ R, ïîýòîìó åñëè T (φk) = 0, òî φk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíî-
ãî ìèíèìóìà ôóíêöèè T , à ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà,
÷èñëîm äîëæíî áûòü ÷¼òíûì ÷èñëîì è ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèÿì T (j)(φk) = 0, j = 1, . . . ,m − 1, è T (m)(φk) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîðåíü φk (è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîðåíü zk = eiφk ïîëèíîìà Ëîðàíà Q) äîëæåí
èìåòü ÷¼òíóþ êðàòíîñòü.

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ âñå êîðíè P ëåæàò âíå îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà ∆
è T (φ) = |P (eiφ)|2, òî ìíîãî÷ëåí P îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ
äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. ■

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ hk ìíîãî÷ëåíà S âñå
åãî êîðíè ëèáî âåùåñòâåííûå, ëèáî îáðàçóþò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå ïàðû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí P ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå åãî êîýô-
ôèöèåíòû áûëè äåéñòâèòåëüíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 1 óáðàòü òðåáîâàíèå î òîì, ÷òîáû
âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P , çàäàííîãî ôîðìóëîé (10), ëåæàëè âíå ∆, òî P îïðåäåëÿ-
åòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ÷òî âèäíî èç ïîñòðîåíèé, ïðîâåä¼ííûõ â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé
òåîðåìû.

Èç òåîðåìû 1 ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî åñëè m èç n êîðíåé ïîëèíîìà P ëåæàò íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî íåîòðèöàòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T
èìååò 2m êîðíåé. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3 ãîâîðèò ëèøü î òîì, ÷òî T èìååò
íå áîëåå ÷åì 2n êîðíåé.

3 Òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà (äåéñòâèòåëüíûå êîýôôè-
öèåíòû)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Åñëè H(z) = 1 + z, òî ReH(eiφ) = 1 + cosφ. Ïóñòü n ∈ N.
Âîîáùå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, åñëè ìíîãî÷ëåí H ñòåïåíè n èìååò äåéñòâèòåëü-
íûå êîýôôèöèåíòû, òî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïî ôîðìóëå (4) òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ïîëèíîì ñòåïåíè n íå ñîäåðæèò ñèíóñîâ, òî åñòü T (φ) =
n∑

k=0

ak cos kφ, ak ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü n ∈ N, P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pn ̸= 0, pk ∈ R, k = 0, . . . , n.

Åñëè T (φ) := |P (eiφ)|2, φ ∈ R, òî ñóùåñòâóþò ak ∈ R, k = 0, . . . , n, an ̸= 0, òà-

êèå ÷òî T (φ) =
n∑

k=0

ak cos kφ, φ ∈ R. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ak îïðåäåëÿþòñÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Íàïðèìåð, äëÿ P (z) = 1 + z ïîëó÷àåì |P (eiφ)|2 = 2 + 2 cosφ. Ñôîðìóëèðóåì
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2 (Ðèññ, Ôåéåð). Ïóñòü an ̸= 0, ak ∈ R. Åñëè T (φ) :=
n∑

k=0

ak cos kφ ⩾ 0,

φ ∈ R, òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k, pk ∈ R, pn ̸= 0, òàêîé,



ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÈÑÑÀ-ÔÅÉÅÐÀ È Å� ÑËÅÄÑÒÂÈß. 7

÷òî T (φ) = |P (eiφ)|2, φ ∈ R. Áîëåå òîãî, P ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå åãî

íóëè ëåæàëè âíå åäèíè÷íîãî êðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå P îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Óòâåðæäåíèå 5 è òåîðåìà 2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óòâåðæäåíèÿ 4 è
òåîðåìû 1 ñîîòâåòñòâåííî. Òåì íå ìåíåå, ñëó÷àé äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

4 Âîçâðàòíûå ìíîãî÷ëåíû è òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà S(z) = s0 + . . . + snz
n îïðåäåëèì âçàèìíûé

ìíîãî÷ëåí S∗(z) := s0z
n + . . . + sn. ßñíî, ÷òî S

∗(z) = znS (1/z). Ìíîãî÷ëåí S
íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî S(z) = S∗(z).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí S, çàäàííûé ôîðìóëîé (6) ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíûì. Ïî
àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1 ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî óñëîâèå âîçâðàòíî-
ñòè ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà S ñòåïåíè 2n ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî
ìíîãî÷ëåíà P ñòåïåíè n, ÷òî

S2n(z) = Pn(z)P
∗
n(z).

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå âîçâðàòíîñòè íà ïîëèíîìû Ëîðàíà, òåîðåìó Ðèññà-Ôåéåðà
(òåîðåìà 1) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:

Ïóñòü çàäàí ïîëèíîì Ëîðàíà T (z) :=
n∑

k=−n

hkz
k, ãäå hn ̸= 0, h0 ∈ R è h−k := hk äëÿ

k = 1, . . . , n, ïðè÷¼ì T (z) ⩾ 0 ïðè |z| = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P ñòåïåíè
n ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî T (z) = P (z)P (1/z).

5 Ìíîãî÷ëåíû ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷à-
ñòüþ

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ 2:

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü n ∈ N. Åñëè T � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïå-

íè íå âûøå n, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k,

h0 > 0, hk ∈ C, òàêîé, ÷òî T (φ) = ReH(eiφ), φ ∈ R. Åñëè T (φ) ⩾ 0, φ ∈ R, òî
H ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T � âåùåñòâåííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, òî
åãî ìîæíî çàïèñàòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå (ôîðìóëà (7)), ïðè ýòîì èìååò ìåñòî
ôîðìóëà (8), òî åñòü h−k = hk, äëÿ âñåõ k = 0, . . . , n:

T (φ) =

n∑
k=−n

hke
ikφ = h0 + 2Re

n∑
k=1

hke
ikφ = Re

(
h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k

)
= ReH(z)

ïðè φ ∈ R è z = eiφ. Åäèíñòâåííîñòü âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ

T (φ) = ReH(z) = 1
2 (H(z) +H(z)) = 1

2 (H(z) +H(1/z)), φ ∈ R, z = eiφ,
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òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà H(z) + H(1/z) ãîëîìîðôåí â C \ {0} è âíóòðåííåé
òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ
î÷åâèäíà. ■

Ïóñòü n ∈ N. Èòàê, óòâåðæäåíèå 2 è óòâåðæäåíèå 6 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T ñòåïåíè n âñåãäà ñâÿçàí ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì
H ñòåïåíè n è íàîáîðîò òîæäåñòâîì

T (φ) = ReH(z), φ ∈ R, z = eiφ.

Óòâåðæäåíèå 4 è òåîðåìà Ðèññà-Ôåéåðà ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ïîëèíîìH ∈ C ñòåïåíè
n âñåãäà ñâÿçàí ñ ïîëèíîìîì P ñòåïåíè n è íàîáîðîò òîæäåñòâîì

ReH(z) = |P (z)|2, |z| = 1.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòè òîæäåñòâà èìåþò ìåñòî òîëüêî íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
ïîñêîëüêó â åäèíè÷íîì êðóãå ReH � ãàðìîíè÷åñêàÿ, à |P |2 � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî z = 1/z ïðè |z| = 1, ïîýòîìó ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

zn(H(1/z) +H(z)) = 2znP (1/z)P (z), z ∈ C. (11)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòî òîæäåñòâî, áëàãîäàðÿ âíóòðåííåé òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè
äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, âåðíî âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òàê êàê ôóíê-
öèè znH(1/z) è znP (1/z) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè è ñîâïàäàþò íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êðèòåðèÿ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà [18,
39] äëÿ ïîëèíîìîâ.

Òåîðåìà 3. Ìíîãî÷ëåí H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k, h0 > 0, hk ∈ C èìååò ïîëîæè-

òåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò

÷èñëà pk ∈ C, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, òàêèå, ÷òî

hk =

n−k∑
j=0

pj+kpj , k = 0, . . . , n. (12)

Áîëåå òîãî, åñëè hk ∈ R, k = 0, . . . , n, òî ñóùåñòâóþò pk ∈ R, k = 0, . . . , n,
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (12); åñëè pk ∈ R, k = 0, . . . , n, òî hk ∈ R,
k = 0, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïî-
ëèíîìèàëüíîå òîæäåñòâî (11). ■

Òåîðåìó 3 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Êàæäîé òî÷êå p := (p0, . . . , pn) ïðîñòðàíñòâà Cn+1 ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ìíîãî÷ëåíH ñòåïåíè íå âûøå n, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ReH(z) > 0,
z ∈ ∆. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå Ðèññà-Ôåéåðà ïîëèíîì P , à ñëåäîâàòåëüíî è åãî êîýô-
ôèöèåíòû ÷èñëà pk, îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäó-
ëÿðíîé êîíñòàíòû, îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ pk. Òàì ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè,
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÷òî âñå êîðíè P ëåæàò âíå ∆. Òåîðåìà 3 íèêàêèõ óñëîâèé íà ìíîãî÷ëåí P íå
íàêëàäûâàåò, îí òàì äàæå íå óïîìèíàåòñÿ. Ïðîñòðàíñòâî Cn+1 ìîæíî ðàçáèòü íà
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê p ∈ Cn+1, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
ôèêñèðîâàííîìó ìíîãî÷ëåíó H ñòåïåíè íå âûøå n. Ýòî ðàçáèåíèå ïðîùå âñåãî
ïîñòðîèòü, çàäàâàÿ êîðíè ïîëèíîìà S ñòåïåíè íå âûøå 2n, îïðåäåë¼ííîãî ôîðìó-
ëîé (6).

Ôîðìóëà (12) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè ïåðåìíîæåíèè ðÿäîâ äëÿ
P (z) è P (1/z). Ó÷åíûå òîãî âðåìåíè, ðàáîòàâøèå â ýòîé îáëàñòè, âåðîÿòíî, çíàëè
îá ýòîé ñâÿçè ñðàçó ïîñëå ïóáëèêàöèè îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Ë. Ôåéåðà [1],
Ô. Ðèññà [2], Ê. Êàðàòåîäîðè [18] è Î. Ò¼ïëèöà [39].

6 Åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî

Äàäèì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïðèâåä¼ì çäåñü íåêîòîðûå òåî-
ðåìû î ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Âñå ôîðìóëèðîâêè àäàïòèðîâàíû äëÿ ñëó÷àÿ
åäèíè÷íîãî êðóãà ∆.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé â ∆ ôóíêöèè g ìîæíî ïîñòðîèòü ãîëîìîðô-

íóþ â ∆ ôóíêöèþ h, äëÿ êîòîðîé g ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Ïðè÷¼ì

h åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ÷èñòî ìíèìîé êîíñòàíòû.

Ëåììà 2 (î åäèíñòâåííîñòè). Åñëè äâå ãàðìîíè÷åñêèå â ∆ ôóíêöèè g1 è g2 ñîâ-

ïàäàþò íà ìíîæåñòâå A ⊂ ∆, èìåþùåì õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó, òî

g1 ≡ g2 â ∆.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íàêëàäûâà-
åò áîëåå æ¼ñòêèå óñëîâèÿ, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
ãäå òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ìíîæåñòâî A ñîäåðæàëî ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Íàïðè-
ìåð, ôóíêöèÿ u(z) := x, ãäå x := Re z, ðàâíà íóëþ íà ìíèìîé îñè, íî u(z) ̸≡ 0.

Ëåììà 3 (î ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êðóãà). Åñëè ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà
∂∆, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â ∆ ôóíêöèÿ h, ñîâïàäàþùàÿ
ñ g íà ∂∆.

Ëåììû 1, 2 è 3 âçÿòû èç êíèãè [21] (ñòð. 239, 240 è 246 ñîîòâåòñòâåííî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n ∈ N è ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí P (z) :=
n∑

k=0

pkz
k.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Q(z) := q0 + 2
n∑

k=1

qkz
k, ãäå qk :=

n−k∑
j=0

pj+kpj , k = 0, . . . , n.
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Ïóñòü T (φ) := ReH(eiφ). Äëÿ âñåõ φ ∈ R èìååì:

0 ⩽ ReH(eiφ) = T (φ) = |P (eiφ)|2 = P (eiφ)P (eiφ) =

n∑
k=0

pke
ikφ

n∑
k=0

pke
−ikφ =

= |p0|2 + . . .+ |pn|2+
+ (p0p1 + p1p2 + . . .+ pn−1pn)e

−iφ + (p1p0 + p2p1 + . . .+ pnpn−1)e
iφ+

+ (p0p2 + p1p3 + . . .+ pn−2pn)e
−i2φ + (p2p0 + p3p1 + . . .+ pnpn−2)e

i2φ+

. . .

+ p0pne
−inφ + pnp0e

inφ =

= |p0|2 + . . .+ |pn|2+
+ 2Re((p1p0 + p2p1 + . . .+ pnpn−1)e

iφ)+

+ 2Re((p2p0 + p3p1 + . . .+ pnpn−2)e
i2φ)+

. . .

+ 2Re(pnp0e
inφ) =

= ReQ(eiφ),

(13)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H ∈ C. Ïîêàæåì, ÷òî H èìååò êîýôôèöèåíòû (12).
Ïî óòâåðæäåíèþ 2, âûðàæåíèå T (φ) := ReH(eiφ) ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
ïîëèíîìîì ñòåïåíè n, ïðè÷¼ì T (φ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R, òàê êàê H ∈ C. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P òàêîé, ÷òî T (φ) = |P (eiφ)|2. Òàêèì îáðàçîì,
èç (13) ñëåäóåò, ÷òî ReH(eiφ) = ReQ(eiφ).

Âûïîëíèì îáðàòíóþ çàìåíó eiφ = z. Èìååì ReH(z) ≡ ReQ(z), z ∈ ∂∆. Ñîãëàñ-
íî ëåììå 2 ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè ReH è ReQ ñîâïàäàþò âñþäó â∆. Îäíàêî
ïî ëåììå 3 ýòè ôóíêöèè ïðîäîëæàþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî ãàðìîíè÷åñêîé
â ∆ ôóíêöèè. Âîññòàíîâèì àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè Q è H ïî èõ ñîâïàäàþùåé
â ∆ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî ëåììå 1). Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå íîðìèðîâêó Q(0) = H(0) > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî H ≡ Q â ∆, òàê êàê ãî-
ëîìîðôíàÿ â ∆ ôóíêöèÿ ïî ëåììå 1 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé äåéñòâèòåëüíîé
÷àñòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñòî ìíèìîé àääèòèâíîé ïîñòîÿí-
íîé. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè H èìååò êîýôôèöèåíòû (12), òî
H ∈ C. Ïóñòü H èìååò êîýôôèöèåíòû (12), òî åñòü H ≡ Q. Ïðîâåäÿ âû÷èñëå-
íèÿ (13) â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïîëó÷àåì, ÷òî ReH(eiφ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R. Ïî-
ñêîëüêó H(0) > 0, òî ïî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè ReH(z) > 0 ïðè z ∈ ∆. ×òî
è òðåáîâàëîñü. ■

Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà H äåéñòâèòåëüíûå, òî âìåñòî òåîðåìû 1
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 2.



ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÈÑÑÀ-ÔÅÉÅÐÀ È Å� ÑËÅÄÑÒÂÈß. 11

7 Óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ìíîãî÷ëåíà èç êëàññà
Êàðàòåîäîðè

Â ýòîì ïóíêòå ïîëàãàåì, ÷òî n ∈ N, h0 > 0, à ìíîãî÷ëåí H èìååò âèä

H(z) := h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k. (14)

Êëàññ Cn
h0
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Òî åñòü,

åñëè H ∈ Cn
h0
, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî hn > 0. Ïðè

òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìíîãî÷ëåí H ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ î åãî åäèíñòâåííîñòè.

Óòâåðæäåíèå 7. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé â ïëîñ-

êîñòè ïåðåìåííîé z ìíîãî÷ëåí H âèäà (14), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

� H ∈ Cn
h0
;

� h0 = 2|hn| > 0.

Áîëåå òîãî, H(z) = h0(1 + ηzn), ãäå η := exp(i arg hn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ñóùåñòâóþò ÷èñëà pk ∈ C, k = 0, . . . , n,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

h0 = |p0|2 + . . .+ |pn|2, hn = pnp0.

Èç óñëîâèÿ h0 = 2|hn| ïîëó÷àåì:

|p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2|pnp0|.

Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(|p0|2 − 2|pnp0|+ |pn|2) + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 0,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(|p0| − |pn|)2 + |p1|2 + . . .+ |pn−1|2 = 0.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî |p0| = |pn| è p1 = . . . = pn−1 = 0. Òàêèì
îáðàçîì,

H(z) = 2|p0|2 + 2pnp0z
n = 2|p0|2(1 + ηzn), ãäå η := exp(i arg hn).

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëà pk, k = 0, . . . , n, îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíûõ êîíñòàíò, òî ìíîãî÷ëåí H îïðåäåë¼í åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. ■

Çàìåòèì, ÷òî êîðíÿìè ζk ìíîãî÷ëåíà H(z) = h0(1 + zn) ÿâëÿþòñÿ âñå êîðíè

n-é ñòåïåíè èç −1 è òîëüêî îíè, òî åñòü ζk = ei
π+2πk

n , k = 0, . . . , n− 1.

Óòâåðæäåíèå 8. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H âèäà (14), óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì:
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� H ∈ Cn
h0
;

� hn > 0;

� Âñå êîðíè ζ1, . . . , ζn ìíîãî÷ëåíà H ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂∆.

Áîëåå òîãî, H(z) = h0(1 + zn).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñêîëüêó ζ1, . . . , ζn � êîðíè ìíîãî÷ëåíàH, òî åãî ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå: H(z) = 2hn
n∏

k=1

(z − ζk) = 2hn((−1)nζ1 · . . . · ζn + . . . + zn). Òàê êàê

âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà H ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (|ζ1| · . . . · |ζn| = 1), òî
h0 = 2|hn|. Ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 7, ïîëó÷àåì, ÷òî H(z) = h0(1 + zn). ■

Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü m ∈ N, m ⩽ n, φ1, . . . , φm ∈ R, à H è P � ìíîãî÷ëå-

íû ñòåïåíè n òàêèå, ÷òî ReH(eiφ) = |P (eiφ)|2. Òîãäà óñëîâèå ReH(eiφj ) = 0
ýêâèâàëåíòíî P (eiφj ) = 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîëèíîì P èìååò êîðíè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ìíîãî÷ëåíà H èìååò íóëè íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû.

Ìíîãî÷ëåí H3(z) := 1+ 3/2z+ z2 +1/2z3, ñãåíåðèðîâàííûé èç êîýôôèöèåíòîâ
p0 = . . . = p3 = 1 ïîëèíîìà P ïî ôîðìóëå (12), èìååò îäèí ïðîñòîé êîðåíü z = −1
íà ∂∆, òîãäà êàê ReH3 èìååò 3 íóëÿ êðàòíîñòè 2 íà ∂∆ (â òîì ÷èñëå z = −1).
Ìíîãî÷ëåí P èìååò òðè ïðîñòûõ êîðíÿ íà ∂∆.

Ìíîãî÷ëåí H2(z) := 1+4/3z+2/3z2, ñãåíåðèðîâàííûé èç êîýôôèöèåíòîâ p0 =
p1 = p2 = 1 ïîëèíîìà P ïî ôîðìóëå (12), íå èìååò êîðíåé íà ∂∆, íî ReH2 èìååò 2
íóëÿ êðàòíîñòè 2 íà ∂∆. Ìíîãî÷ëåí P èìååò äâà ïðîñòûõ êîðíÿ íà ∂∆.

Íóëè ìíîãî÷ëåíà H(z) := 1 + zn, ñãåíåðèðîâàííîãî èç êîýôôèöèåíòîâ p0 =
pn = 1, p1 = . . . = pn−1 = 0 ïîëèíîìà P ïî ôîðìóëå (12), åñòü âñåâîçìîæíûå
êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1. ReH èìååò òå æå êîðíè, íî êðàòíîñòè 2. Ìíîãî÷ëåí P
èìååò òå æå êîðíè, íî êðàòíîñòè 1.

Óòâåðæäåíèå 10. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí H âèäà (14), óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

� H ∈ Cn
h0
;

� hn > 0;

� Âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1 è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ReH.

Áîëåå òîãî, H(z) = h0(1 + zn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8, ìíîãî÷ëåí H(z) = h0(1+z
n) ÿâëÿåò-

ñÿ åäèíñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ H ∈ Cn
h0

è èìåþùèì
ñâîèìè íóëÿìè âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1. Ïî óòâåðæäåíèþ 9, ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ReH íà ∂∆ èìååò òå æå êîðíè, íî êðàòíîñòè 2 (ñì. óòâåð-
æäåíèå 3). Òàê êàê âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé â ∆ ïî å¼
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñòî ìíèìîé àääèòèâíîé êîí-
ñòàíòû, òî ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè H(0) > 0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ■
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Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ g(x0, . . . , xn) :=
x0xn

x20 + . . .+ x2n
ïðè x0 ⩾ 0, . . . , xn ⩾ 0 è x20 +

. . .+x2n = c, ãäå c = const > 0, äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 1/2 åñëè
è òîëüêî åñëè xk = 0 ïðè k = 1, . . . n− 1 è x0 = xn =

√
c/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó g ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñòåïåíè 0, òî ìîæ-
íî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî c = 1. Ñëåäîâàòåëüíî íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè f(x0, xn) := x0xn ïðè îãðàíè÷åíèè x20 + . . .+ x2n = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî f ìîæåò äîñòèãàòü ìàêñèìóìà òîëüêî ïðè x0 > 0 è xn > 0. ßñíî,
÷òî åñëè ïîëîæèòü x1 = . . . = xn−1 = 0 è ïðè ýòîì íå óìåíüøàòü íè x0 íè xn,
òî çíà÷åíèå f óâåëè÷èòñÿ èç-çà îãðàíè÷åíèÿ x20 + x2n = 1. Ïîýòîìó íàøà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ x0xn ïðè îãðàíè÷åíèè x

2
0+x

2
n = 1.

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ
x20x

2
n ïðè îãðàíè÷åíèè x20 + x2n = 1. Òàê êàê êâàäðàò èìååò íàèáîëüøóþ ïëî-

ùàäü ñðåäè âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îäèíàêîâûì ïîëóïåðèìåòðîì x20 + x2n = 1, òî
x20 = x2n = 1/2, ñëåäîâàòåëüíî x0 = xn = x∗0 := x∗n := 1/

√
2, à f(x∗0, x

∗
n) = 1/2. ■

Óòâåðæäåíèå 11. Ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ H ∈ Cn
h0

âèäà (14) ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå |hn| äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà H(z) = h0(1 + ηzn), ãäå
η := exp(i arg hn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê h0 � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî çàäà÷à
ìàêñèìèçàöèè |hn| ðàâíîñèëüíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè îòíîøåíèÿ |hn|/h0. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 3, ñóùåñòâóþò ÷èñëà pk ∈ C, k = 0, . . . , n, òàêèå, ÷òî

h0 = |p0|2 + . . .+ |pn|2, hn = pnp0,

à ïî ëåììå 4
|hn|
h0

=
|p0pn|

|p0|2 + . . .+ |pn|2
⩽

1

2
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî h0 = 2|hn|. ■

8 Î êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà P

Òåîðåìà 4. Ïóñòü n ∈ N, ìíîãî÷ëåíû H è P ñòåïåíè n îïðåäåëåíû ôîðìóëà-

ìè (2) è (10) ñîîòâåòñòâåííî, ReH(eiφ) = |P (eiφ)|2, φ ∈ R, è êîðíè z1, . . . , zn
ìíîãî÷ëåíà P óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |ψ0| ⩾ 1, ãäå ψ0 := (−1)nz1 · . . . · zn.
Òîãäà

hn = ψ0|pn|2 = pnp0 = |p0|2/ψ0, arg hn = − argψ0. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N. Òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ðèññà-
Ôåéåðà, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

T (φ) = ReH(eiφ) = |P (eiφ)|2.

Èç ôîðìóë (9), (10) è óñëîâèé hn ̸= 0, T (φ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ φ ∈ R ñëåäóåò, ÷òî

|pn|2 =
hn

ψ0

=
hn
ψ0

> 0. (16)
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Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû

P (z) = pn(z − z1) · . . . · (z − zn).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

p0 = ψ0pn, arg hn = − argψ0, (17)

ãäå hn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3). Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî ψ0 = hn/|pn|2. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå ðàâåíñòâî (17) ïîëó÷èì, ÷òî hn = pnp0. Âûðàçèâ èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà pn è ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå ðàâåíñòâî (17) ïîëó÷èì, ÷òî
|p0|2 = ψ0hn, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò (15). ■

Êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå 7, ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàòü, ÷òî hn > 0. Åñëè hn > 0, òî ψ0 ⩾ 1. Ïîñêîëüêó P îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî
óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî pn > 0,
îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî p0 > 0.

9 Î êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà H

Ïóñòü n ∈ N, ìíîãî÷ëåíû H è P ñòåïåíè n îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2) è (10)
ñîîòâåòñòâåííî, ReH(eiφ) = |P (eiφ)|2, φ ∈ R. Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñëå-
äóåò, ÷òî h0 = 2hnη0, ãäå η0 := (−1)nζ1 · . . . · ζn, à ζ1, . . . , ζn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà H.
Èç òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì h0 = |p0|2+ . . .+ |pn|2 è hn = pnp0. Òàêèì îáðàçîì, (òàêæå
èñïîëüçóåì ôîðìóëó (15))

h0 = 2η0hn = |p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2η0pnp0 = 2η0ψ0|pn|2 = 2
η0
ψ0

|p0|2 (18)

è

arg hn = − arg η0, argψ0 = arg η0.

Â ñèëó ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè è òîãî, ÷òî H ∈ Cn
h0

|ζk| ⩾ 1, k = 1, . . . , n. (19)

Â ïóíêòå 7 îòìå÷àëîñü, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
hn > 0. Åñëè hn > 0, òî ïîñêîëüêó h0 > 0, òî è η0 > 0 êàê ó âñåâîçìîæíûõ êîðíåé
n-é ñòåïåíè èç −1. Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

η0 ⩾ 1. (20)

10 Ñâÿçü êîðíåé H(z) è P(z)

Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü n ∈ N, ìíîãî÷ëåíû H è P ñòåïåíè n îïðåäåëåíû ôîð-

ìóëàìè (2) è (10) ñîîòâåòñòâåííî, ReH(eiφ) = |P (eiφ)|2, φ ∈ R. Òîãäà H è P íå

ìîãóò èìåòü îáùèõ êîðíåé âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂∆.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü zk è ζk, k = 1, . . . , n � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ P èH ñîîò-
âåòñòâåííî. Íàïîìíèì ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ |zk| ⩾ 1, k = 1, . . . , n. Èç ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà èçâåñòíî òàêæå, ÷òî |ζk| ⩾ 1, k = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì ÷òî, ñóùåñòâóåò îáùèé êîðåíü ζ0 = z0 ñ |ζ0| > 1. Òîãäà H(ζ0) = 0
è P (z0) = 0. Èç òîæäåñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òî H(1/ζ0) = 0. Íî åñëè H(1/ζ0) = 0,
òî 1/ζ0 äîëæåí áûòü êîðíåì H. Ïðè ýòîì |1/ζ0| = 1/|ζ0| < 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ (19), çàêëþ÷àþùåìñÿ â òîì, ÷òî âñå êîðíè H ëåæàò âíå êðóãà ∆. ■

Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîìû H è P ìîãóò èìåòü îáùèå êîðíè íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè |z| = 1. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû P (z) := 1 + z è H(z) := 2(1 + z) èìåþò
îäèíàêîâûå êîðíè. (Ïðè ýòîì ReH(eiφ) = |P (eiφ)|2, φ ∈ R.)

Íàïîìíèì, ÷òî ψ0 := (−1)n
∏
zj , ãäå zj � âñå êîðíè P è η0 := (−1)n

∏
ζk, ãäå

ζk � âñå êîðíè H.

Èç ôîðìóë (17) è (18) ñëåäóåò:

ψ0 =
p0
pn
, η0 =

h0
2hn

=
|p0|2 + . . .+ |pn|2

2pnp0
.

(Çàìåòèì, ÷òî |η0| ⩾ 1 ïî ëåììå 4.) Îòêóäà, òàê êàê pn ̸= 0

ψ0

η0
=
p0
pn

2pnp0
|p0|2 + . . .+ |pn|2

=
2|p0|2

|p0|2 + (|p1|2 + . . .+ |pn|2)
< 2.

Åñëè |ψ0| = 1, òî |p0| = |pn| è ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

ψ0

η0
=

2|p0|2

2|p0|2 + (|p1|2 + . . .+ |pn−1|2)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Åñëè |ψ0| = 1, òî îòíîøåíèå ψ0/η0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

0 <
ψ0

η0
⩽ 1.

Ðàâåíñòâî ψ0/η0 = 1 äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |p0| = |pn| è âñå

ïðîìåæóòî÷íûå êîýôôèöèåíòû p1, . . . , pn−1 ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå P (z) =
pn(1 + zn) è H(z) = 2|pn|2(1 + zn), òî åñòü ïîëèíîìû P è H èìåþò ñâîèìè

êîðíÿìè âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè hn > 0, òî 1 ⩽ ψ0 ⩽ η0 è ýòè íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â
ðàâåíñòâà åñëè è òîëüêî åñëè êîðíè ïîëèíîìîâ P è H ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè
n-é ñòåïåíè èç −1.
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11 Ïîëèíîìèàëüíûå ýëåìåíòû êëàññà Êàðàòåîäî-
ðè

Ïóñòü n ∈ N. Òîãäà åñëè H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå

n, è H ∈ C, òî H/h0 ∈ C1. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî

H(z)

h0
= 1 +

n∑
k=1

 2

h0

n−k∑
j=0

pj+kpj

 zk = 1 +

n∑
k=1

2

n−k∑
j=0

pj+k√
h0

pj√
h0

 zk, h0 =

n∑
j=0

|pj |2.

Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ qj = pj/
√
h0, j = 0, . . . , n âèäèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ

äî îáîçíà÷åíèé èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n ∈ N. Ïðèíàäëåæíîñòü ìíîãî÷ëåíà H(z) := h0+2
n∑

k=1

hkz
k,

hk ∈ C, k = 0, . . . , n, êëàññó C1 ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

pj, j = 0, . . . , n, òàêèõ, ÷òî

hk =

n−k∑
j=0

pj+kpj , k = 0, . . . , n, è h0 = 1. (21)

Áîëåå òîãî, åñëè hk ∈ R, k = 0, . . . , n, òî ñóùåñòâóþò pk ∈ R, k = 0, . . . , n,
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (21); åñëè pk ∈ R, k = 0, . . . , n, òî hk ∈ R,
k = 0, . . . , n.

Êàê èçâåñòíî [14, ñòð. 57], åñëè h ∈ C1, òî |{h}j | ⩽ 2, j ∈ N, ãäå {h}j �
òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè h. Â [14] òàêæå ïåðå÷èñëåíû ôóíêöèè, äëÿ
êîòîðûõ |{h}j | = 2, íî ñðåäè íèõ íåò ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìíîãî÷ëåí
H ∈ C1, òî |hj | < 1, j = 1, . . . , n. Äàëåå çàéìåìñÿ óòî÷íåíèåì ýòîé îöåíêè. Äëÿ
ýòîãî äîêàæåì èëè ïðîöèòèðóåì ðÿä ëåìì.

Ëåììà 5. Ïóñòü n ∈ N, x := (x0, . . . , xn)
T ∈ Rn+1 � âåêòîð ñòîëáåö è A � âå-

ùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f(x) = xTAx. Òîãäà
|f(x)| ⩽ ρ ||x||22, ãäå ρ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A, à || · ||2 � åâêëèäî-

âà íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Rn+1. Ðàâåíñòâî |f(x)| = ρ ||x||22 äîñòèãàåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòâå÷àþ-
ùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, èìåþùåìó àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A íàøåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé. Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ0, . . . , λn ìàòðèöû A äåéñòâèòåëüíûå. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ := diag(λ0, . . . , λn), òàêèå,
÷òî A = QΛQT .

Ïîëîæèì y := QTx. Òàê êàê Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî ||y||2 = ||x||2,
ïîýòîìó

f(x) = xTAx = xTQΛQTx = yTΛy =

n∑
j=0

λjy
2
j .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

j=0

λjy
2
j

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

j=0

|λj |y2j ⩽ ρ ||y||22 = ρ ||x||22.

Ïðè ρ = 0 èìååì f ≡ 0 (λj = 0, j = 0, . . . , n è A = 0). Ïðè ρ > 0 ðàâåíñòâî
|f(x)| = ρ ||x||22 äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yj ̸= 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
èç íîìåðîâ j òàêèõ, ÷òî |λj | = ρ è λj èìåþò îäèíàêîâûé çíàê è yj = 0 äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ íîìåðîâ j.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ýòè óñëîâèÿ ðàâåíñòâà â òåðìèíàõ x. Ïîñêîëüêó x = Qy, à
ñòîëáöû qj ìàòðèöû Q � ýòî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû A, òî

x =

n∑
j=0

yjqj =
∑

j :λj=ρ ëèáî j :λj=−ρ

yjqj .

Èòàê, ðàâåíñòâî f(x) = ρ ||x||22 äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè x ïðèíàäëåæèò
ñîáñòâåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ker(A − λI) ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ñ |λ| = ρ, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òî åñòü x ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ ñ |λ| = ρ. ■

Ïóñòü m ∈ N. Äëÿ ò¼ïëèöåâûõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

Tm(a, b, c) :=


a c 0

b
. . .

. . .

. . .
. . . c

0 b a


ðàçìåðíîñòè m×m èçâåñòíà (ñì. [40, ñòð. 66] è [41, ñòð. 70]) ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 6. Ïóñòü m ∈ N è bc ̸= 0. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Tm(a, b, c) âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

λk := a+ 2
√
bc cos

kπ

m+ 1
, k = 1, . . . ,m,

à ñîîòâåòñòâóþùèé λk ñîáñòâåííûé âåêòîð u
(k) := (u

(k)
1 , . . . , u

(k)
m )T âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

u
(k)
j :=

b
j−1
2

c
j−1
2

sin
kjπ

m+ 1
, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,m.

Ëåììà 7. Åñëè m ∈ N è u := (sin π
m+1 , sin

2π
m+1 , . . . , sin

mπ
m+1 )

T , òî ||u||2 =
√

m+1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî 2 sin2 θ = 1− cos 2θ ïîëó÷àåì

||u||22 =

m∑
j=1

sin2
jπ

m+ 1
=
m

2
− 1

2

m∑
j=1

cos
2jπ

m+ 1
=
m+ 1

2
,
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òàê êàê ïîëîæèâ η := exp
(
i 2π
m+1

)
èìååì ηm+1 = 1 è

m∑
j=1

cos
2jπ

m+ 1
= Re

m∑
j=1

ηj = Re
η − ηm+1

1− η
= −1.

×òî è òðåáîâàëîñü. ■

Ëåììà 8. Åñëè m ∈ N è u := (sin mπ
m+1 , sin

2mπ
m+1 , . . . , sin

m2π
m+1 )

T , òî ||u||2 =
√

m+1
2 .

Ëåììà 8 äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ëåììå 7.

Ëåììà 9. Ïóñòü m ∈ N, xj ∈ R, j = 1, . . . ,m, è f(x1, . . . , xm) :=
m−1∑
j=1

xjxj+1.

Òîãäà, åñëè
m∑
j=1

x2j = 1, òî |f(x1, . . . , xm)| ⩽ cos π
m+1 . Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè

ôèêñèðîâàííîì ν ∈ {1,m} è xj = ±
√

2
m+1 sin

νjπ
m+1 , j = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A íàøåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì aij = 1/2 åñëè |i− j| = 1 èíà÷å aij = 0. Òî åñòü ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ
ò¼ïëèöåâîé òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé è A = Tm(0, 1/2, 1/2). Ïî ëåììå 6 ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

λk := cos
kπ

m+ 1
, k = 1, . . . ,m.

Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñ ìàêñèìàëüíîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿþòñÿ òîëü-
êî λ1 è λm. Ïðè ýòîì λ1 = −λm > 0. Ïîýòîìó |f(x)| ⩽ λ1, ñîãëàñíî ëåììå 5. Ïî
ëåììå 6 ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð

u(1) := (u
(1)
1 , . . . , u(1)m )T , ãäå u

(1)
j := sin

jπ

m+ 1
, j = 1, . . . ,m,

à λm ñîîòâåòñòâóåò

u(m) := (u
(m)
1 , . . . , u(m)

m )T , ãäå u
(m)
j := sin

mjπ

m+ 1
, j = 1, . . . ,m,

Ñîãëàñíî ëåììå 5, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèáî ïðè x = ±
√

2
m+1u

(1), ïîñêîëüêó

||u(1)||2 =
√

m+1
2 ïî ëåììå 7, ëèáî ïðè x = ±

√
2

m+1u
(m), ïîñêîëüêó ïî ëåììå 8

||u(m)||2 =
√

m+1
2 . ■

Ëåììà 10. Ïóñòü k, n ∈ N, k ⩽ n. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I := {0, . . . , n} ìîæíî

ðàçáèòü íà êëàññû Ir ïî îñòàòêó r = 0, . . . , k − 1 îò äåëåíèÿ j ∈ I íà k

Ir := { r, r + k, r + 2k, . . . r + (mr − 1)k},

ãäå mr � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ir. ×èñëî mr âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

mr :=

⌊
n− r

k

⌋
+ 1.
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Ìàêñèìóì mmax := max
0⩽r<k

mr âñåãäà äîñòèãàåòñÿ ïðè r = 0, òî åñòü

mmax = m0 =
⌊n
k

⌋
+ 1.

Ïðè ýòîì mr = mmax åñëè è òîëüêî åñëè 0 ⩽ r ⩽ n− ⌊n/k⌋ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íîìåðà n è k ⩽ n ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå íå íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå

ìíîæåñòâî Ir ýòî ïðîñòî ñîîòâåòñòâóþùèé îñòàòêó r êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k,
ïåðåñå÷¼ííûé ñ ìíîæåñòâîì I.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ir ñëåäóåò, ÷òî mr ýòî ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó r + (mr − 1)k ⩽ n. Ðåøèâ ýòî íåðàâåíñòâî
îòíîñèòåëüíî mr ïîëó÷èì äîêàçûâàåìóþ äëÿ mr ôîðìóëó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèå ïåðå÷èñëèì çíà÷åíèÿ r, ïðè êîòî-
ðûõ mr = m0. Òàê êàê n = ⌊n/k⌋ k + s, òî

n− r

k
=

⌊
n
k

⌋
k + s− r

k
=
⌊n
k

⌋
+
s− r

k
, ãäå r, s ∈ {0, . . . , k − 1}.

Ñëåäîâàòåëüíî ⌊
n− r

k

⌋
=

{⌊
n
k

⌋
, s− r ⩾ 0,⌊

n
k

⌋
− 1, s− r < 0.

Îòêóäà mr = m0 åñëè è òîëüêî åñëè 0 ⩽ r ⩽ s. Ïîñêîëüêó s = n − ⌊n/k⌋k, òî ìû
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óñëîâèå. ■

Ëåììà 11. Ïóñòü k, n ∈ N, k ⩽ n è f(x0, . . . , xn) :=
n−k∑
j=0

xj+kxj, ãäå xj ∈ R,

j = 0, . . . , n. Òîãäà, åñëè
n∑

j=0

x2j = 1, òî

|f(x0, . . . , xn)| ⩽ cos
π

⌊n
k ⌋+ 2

.

Ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ν ∈ {1,m0} òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

xr+ℓk =

{
±
√

2αr

m0+1 sin
ν(ℓ+1)π
m0+1 , 0 ⩽ r ⩽ s,

0, r > s,

ãäå s := n − ⌊n/k⌋ k,
s∑

r=0
αr = 1, αr ⩾ 0, m0 := ⌊n/k⌋ + 1, äëÿ r = 0, . . . , s è

ℓ = 0, . . . ,m0 − 1. Çíàê ± ïîñòîÿííûé ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íîìåðà n è k ⩽ n ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïî ëåì-
ìå 10 íàøó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó f è îãðàíè÷åíèå íà å¼ àðãóìåíò ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

f(x) =

k−1∑
r=0

fr(x),

k−1∑
r=0

βr(x) = 1, ãäå fr(x) :=
∑

j : j,j+k∈Ir

xj+kxj , βr(x) :=
∑
j∈Ir

x2j .
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Ââåäÿ íîâûå ïåðåìåííûå

y
(r)
ℓ := xr+ℓk, ℓ = 0, . . . ,mr − 1,

äëÿ êàæäîãî r èç {0, . . . , k − 1} ïîëó÷èì

fr(x) =

mr−2∑
ℓ=0

y
(r)
ℓ+1y

(r)
ℓ , βr(x) =

mr−1∑
ℓ=0

(
y
(r)
ℓ

)2
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì r äîñòèæåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé fr âîç-

ìîæíî â ñëó÷àÿõ êîãäà çíàêè y
(r)
ℓ ïîñòîÿííû äëÿ âñåõ ℓ = 0, . . . ,mr − 1 èëè êîãäà

çíàêè y
(r)
ℓ ÷åðåäóþòñÿ ïð âîçðàñòàíèè ℓ òî 0 äî mr − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, f äîñòèãà-

åò ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé åñëè è òîëüêî åñëè çíàêè fr îäèíàêîâû äëÿ âñåõ r èç
{0, . . . , k − 1}. Ïî ëåììå 5

|fr(x)| ⩽ ρr βr(x), r = 0, . . . , k − 1.

ãäå ρr � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû Ar êâàäðàòè÷íîé ôîðìû fr. Ïî ëåììå 9

ρr = cos
π

mr + 1
.

Èòàê,

|f(x)| ⩽
k−1∑
r=0

ρr βr(x) ⩽ ρmax

k−1∑
r=0

βr(x),

ãäå

ρmax := max
0⩽r<k

ρr = max
0⩽r<k

cos
π

mr + 1
.

Ïîñêîëüêó βr(x) ⩾ 0 è
k−1∑
r=0

βr(x) = 1, òî ìàêñèìóì |f(x)| äîñòèãàåòñÿ, êîãäà

∑
r : ρr=ρmax

βr(x) = 1.

Ôóíêöèÿ cos π
m+1 ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî m ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, ρmax = cos π

mmax+1 ,
ãäå mmax := max

0⩽r<k
mr � ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü êëàññîâ Ir. Ïî ëåììå 10 ÷èñëî

mr ìàêñèìàëüíî, åñëè 0 ⩽ r ⩽ s, ãäå s := n− ⌊n/k⌋ k è

mmax = m0 =
⌊n
k

⌋
+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρr = ρmax åñëè è òîëüêî åñëè 0 ⩽ r ⩽ s è

ρmax = ρ0 = cos
π

m0 + 1
= cos

π⌊
n
k

⌋
+ 2

.

Ôîðìóëû äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê xr+ℓk, ℓ = 0, . . . ,mmax − 1, 0 ⩽ r ⩽ s, ñëåäóþò
èç ëåììû 9. ■



ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÈÑÑÀ-ÔÅÉÅÐÀ È Å� ÑËÅÄÑÒÂÈß. 21

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ∈ N è H(z) := h0 + 2
n∑

k=1

hkz
k. Åñëè H ∈ C1, òî

|hk| ⩽ cos
π

⌊n/k⌋+ 2
, k = 1, . . . , n.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ {1, . . . , n} ðàâåíñòâî äîñòèæèìî åñëè è òîëüêî åñëè

hk =

n−k∑
j=0

pj+kpj ,

ïðè÷¼ì:

� ïðè ôèêñèðîâàííîì ν ∈ {1,m0}

|pr+ℓk| =

{√
2αr

m0+1

∣∣∣sin ν(ℓ+1)π
m0+1

∣∣∣ , 0 ⩽ r ⩽ s,

0, r > s,

ãäå s := n − ⌊n/k⌋ k,
s∑

r=0
αr = 1, αr ⩾ 0, m0 := ⌊n/k⌋ + 1, äëÿ r = 0, . . . , s è

ℓ = 0, . . . ,m0 − 1;

� ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì r ∈ {0, . . . , s}, ãäå s := n − ⌊n/k⌋ k àðãóìåíòû

pr+ℓk, ℓ = 0, . . . ,m0−1, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ

φ (âñå ïðîèçâåäåíèÿ pr+(ℓ+1)kpr+ℓk èìåþò îäèíàêîâûé àðãóìåíò φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äâà íîìåðà n è k ⩽ n. Ñî-
ãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, çàäà÷à îöåíêè ôóíêöèîíàëà |hk| íà êëàññå C1 ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å îöåíêè âûðàæåíèÿ

|hk| =

∣∣∣∣∣
n−k∑
j=0

pj+kpj

∣∣∣∣∣ ïðè óñëîâèè h0 =

n∑
j=0

|pj |2 = 1.

Ïîñêîëüêó ∣∣∣∣∣
n−k∑
j=0

pj+kpj

∣∣∣∣∣ ⩽
n−k∑
j=0

|pj+k||pj |

è íà arg pj íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íåò, òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî êàê ìèíèìóì ïðè
pj ⩾ 0, j = 0, . . . , n. Ïîýòîìó çàäà÷à îá îöåíêå |hk| ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

n−k∑
j=0

xj+kxj → max,

n∑
j=0

x2j = 1, xj ∈ R, j = 0, . . . , n.

Èç ëåììû 11 ñëåäóåò, ÷òî |hk| ⩽ cos π
⌊n/k⌋+2 , à òàêæå ñëó÷àè ðàâåíñòâà â ýòîì

íåðàâåíñòâå. ■

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðèíöèïó êîìïàêòíîñòè Ìîíòåëÿ [21, ñòð. 201] êëàññ
Cn

1 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (â òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) ñåìåé-
ñòâîì ôóíêöèé, íî ýòî ñåìåéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ñåáå. Ïîýòîìó â ýòîì
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ïóíêòå ìû ðàññìàòðèâàåì íå êëàññ Cn
1 , à åãî çàìûêàíèå Cn

1 � ïîëèíîìû èç Cn
1

ñòåïåíè íå âûøå n. Ôóíêöèîíàë, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè èç Cn
1 å¼ òåé-

ëîðîâñêèé êîýôôèöèåíò ñ íîìåðîì n, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà Cn
1 è, ïîýòîìó

äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé ãðàíè [21, ñòð. 203].
Òåì íå ìåíåå, ðàâåíñòâî â òåîðåìå 6 äîñòèãàåòñÿ è â êëàññå Cn

1 , ïðè÷¼ì äëÿ
ëþáîãî íîìåðà k, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü hn ̸= 0, òî åñòü
p0pn ̸= 0. Ñîãëàñíî ëåììå 10 èíäåêñ j = 0 âñåãäà íàõîäèòñÿ â êëàññå I0, à èíäåêñ
j = n âñåãäà íàõîäèòñÿ â êëàññå Is, ãäå s := n − ⌊n/k⌋ k. Ïî òåîðåìå 6 èìååì

|p0| =
√

2α0

m0+1

∣∣∣sin νπ
m0+1

∣∣∣, à |pn| =
√

2αs

m0+1

∣∣∣sin νm0π
m0+1

∣∣∣. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè α0 > 0 è

αs > 0, òî p0pn ̸= 0, à çíà÷èò è hn ̸= 0.

Èç òåîðåìû Ðóíãå [21, ñòð. 109] î ïðèáëèæåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíî-
ãî÷ëåíàìè ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç C1 ïëîòíî â C1.
Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè h ∈ C1, òî |{h}n| ⩽ 2.

12 Ãèïîòåçà Êøèæà

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0} ∪ N.
Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì

êðóãå ∆ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.
Â 1968 ã. ßí Êøèæ âûäâèíóë ãèïîòåçó [7], ñîãëàñíî êîòîðîé, åñëè f ∈ B, òî

|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiθF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t 1+z
1−z , φ, θ ∈ R, t ∈ [0,+∞). (22)

Ôèêñèðóåì n ∈ N. Çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

mn := max
f∈B

|{f}n|,

áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n èëè ïðîáëåìîé
Êøèæà äëÿ íîìåðà n. Çàäà÷ó î òî÷íîé îöåíêå âåëè÷èíû |{f}n| äëÿ âñåõ n ∈ N (â
çàâèñèìîñòè îò n) íà êëàññå B áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé Êøèæà. Ïðîáëåìó Êøè-
æà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n òàêæå äîïóñòèìî íàçûâàòü ïðîñòî ïðîáëåìîé Êøèæà,
åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó êîìïàêòíîñòè Ìîíòåëÿ [21, ñòð. 201] êëàññ B ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì ñåìåéñòâîì. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîãî íîìåðà n î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê êîìïàêòó B
ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â ñåáå (â òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè) ñåìåéñòâî ôóíêöèé B, à ôóíêöèîíàë, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé
ôóíêöèè èç B å¼ òåéëîðîâñêèé êîýôôèöèåíò ñ íîìåðîì n, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
íà B è, ïîýòîìó äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé ãðàíè [21, ñòð. 203].

Ôóíêöèþ f ∈ B áóäåì íàçûâàòü ãëîáàëüíî ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà
äëÿ íîìåðà n, åñëè |{f}n| = mn. Ïîíÿòèå ëîêàëüíî ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè [36]
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ìû ââîäèòü íå áóäåì, òàê êàê îíî íàì çäåñü íå ïîíàäîáèòñÿ. Ïîýòîìó äàëåå ïî
òåêñòó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ (èëè ýêñòðåìàëü),
õîòÿ íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî âîçìîæíî ðå÷ü èä¼ò î ëîêàëüíî ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè, òàê êàê ïîíÿòèå ëîêàëüíî ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïî-
íÿòèå ãëîáàëüíî ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, à âåëè÷èíàmn íàì íåèçâåñòíà. Èçâåñòíî
òîëüêî, ÷òî mn ⩾ 2/e.

13 Ïîäêëàññû

×åðåç Ω0 îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé ω, ãîëîìîðôíûõ â ∆ è óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì |ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0.

Ïóñòü îòîáðàæåíèÿG è g ãîëîìîðôíû â∆. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ïîä÷èí¼ííîé
äëÿ ôóíêöèè G â åäèíè÷íîì êðóãå ∆, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â
âèäå g(z) = G(ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ G áóäåì íàçûâàòü
ìàæîðàíòîé äëÿ g â ∆. Òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ èçëîæåíà, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [14].

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íîé w (w = f(z)), òî áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü
{f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð t ∈ (0,+∞). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäêëàññû îáîçíà÷èì
÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [14], êàæäóþ ôóíêöèþ
êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t h(z), h ∈ C1. (23)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè C1 è Bt. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì t > 0 ôóíêöèÿ F (z, t) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç
êëàññà Bt.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì, íàïðèìåð, ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé h ∈ Ct ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr

t , à êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f ∈ Bt ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç Br

t . Ïðè êàæäîì t ⩾ 0 ôîðìóëà (23) óñòàíàâëè-
âàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Cr

1 è Br
t . Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì îïðåäåëèì êëàññû Br è Ωr
0 êàê ïîäêëàññû êëàññîâ B è Ω0 ñ äåéñòâèòåëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

14 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ãèïîòåçå Êøèæà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçà Êøèæà äîêàçàíà äëÿ ïåðâûõ øåñòè òåéëîðîâ-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ âêëþ÷èòåëüíî. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî,
÷òî |{f}0| ⩽ 1. Òî÷íóþ îöåíêó |{f}1| ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íà÷èíàÿ ñ
1934 ãîäà; ïåðâîé èç íèõ áûëà ðàáîòà [8]. Îöåíêà |{f}2| íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé
ñ 1943 ãîäà [14]. Êøèæ ñôîðìóëèðîâàë îáñóæäàåìóþ çäåñü ãèïîòåçó, îïèðàÿñü íà
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îöåíêè ìîäóëåé ïåðâûõ äâóõ êîýôôèöèåíòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3
âïåðâûå áûëî îïóáëèêîâàíî â 1977 ãîäó â ðàáîòå Äæ. Õàììåëÿ, Ñ. Øåéíáåðãà è
Ë. Çàëüöìàíà [17]. Òî÷íàÿ ïðè êàæäîì t > 0 îöåíêà ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà êëàññå
Bt áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [22]. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé èç Bt

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [23]. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 4
ñëåäóåò óïîìÿíóòü äîêàçàòåëüñòâî Â. Øàïåëÿ [9]. Âïåðâûå îöåíêà ïÿòîãî êîýôôè-
öèåíòà ìåòîäîìØàïåëÿ áûëà äàíà â ðàáîòå Í. Ñàìàðèñà [10]. Àâòîð äàííîé ñòàòüè
â ðàáîòå [11], èñïîëüçóÿ ìåòîä Øàïåëÿ, ïîëó÷èë îöåíêó |{f}6| ⩽ 2/e+0.00116077,
à â ðàáîòå [12] � îöåíêó |{f}6| ⩽ 2/e ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìå Êøèæà ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî îñíîâíûõ
íàïðàâëåíèé. Îäíî èç íèõ � ýòî îöåíêè íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, óïîìÿíó-
òûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò òàê íàçûâàåìûå
àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, îñâåù¼ííûå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [24, 25]. Òàêæå âûäå-
ëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïî n îöåíêè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëû Êîøè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Â ñòàòüå [26] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
|{f}n| ⩽ 1 − 1

3π + 4
π sin 1

12 = 0.999877 . . ., à â äèññåðòàöèè [16, ñòð. 19] � óëó÷-
øåííàÿ îöåíêà |{f}n| ⩽ 4

5 + 4
π sin π

20 = 0.999178 . . . Åù¼ îäíî âàæíîå íàïðàâëåíèå
ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè è ïîèñêîì ôóíêöèé êëàññà
B, îáëàäàþùèõ ýòèìè ñâîéñòâàìè. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ðàáîòû [17, 27, 15], à òàêæå íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.

Ïðîáëåìû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òàê èëè
èíà÷å ñâÿçàííûå ñ ãèïîòåçîé Êøèæà, ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [29, 30, 9, 31, 32, 33,
27, 34, 35]. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ãèïîòåçû Êøèæà îïèñàíû â ñòàòüå [17, ñòð. 187].

Ñ. Ë. Êðóøêàëü â ðàáîòå [28] ïîëó÷èë äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õàììåëÿ-
Øåéíáåðãà-Çàëüöìàíà [17, ñòð. 189] äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Hp. Ýòî äîêà-
çàòåëüñòâî ïîëó÷åíî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ íîâîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïðè-
âëå÷åíèè ãëóáîêèõ îñîáåííîñòåé ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà. Ãèïîòåçà Êøèæà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ãèïîòåçû Õàììåëÿ-Øåéíáåðãà-Çàëüöìàíà ïðè p→ ∞.

Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîèñêàì ýëåìåíòàðíîãî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êøè-
æà.

15 Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà

Ïðèâåä¼ì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò, êîòî-
ðûé ìîæíî íàéòè â [18, 39, 19]:

Òåîðåìà 7 (Êàðàòåîäîðè,Ò¼ïëèö). Ïóñòü n ∈ N, {h}0 > 0, {h}1, . . . , {h}n ∈ C.
Ìíîãî÷ëåí

Qn(z) := {h}0 +
n∑

k=1

{h}kzk (24)

ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè

h(z) := Qn(z) + o(zn) ∈ C
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëè

Mk :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2{h}0 {h}1 · · · {h}k−1 {h}k
{h}1 2{h}0 · · · {h}k−2 {h}k−1

...
...

. . .
...

...

{h}k−1 {h}k−2 · · · 2{h}0 {h}1
{h}k {h}k−1 · · · {h}1 2{h}0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 0, . . . , n, (25)

ëèáî âñå ïîëîæèòåëüíû, ëèáî ïîëîæèòåëüíû äî íåêîòîðîãî íîìåðà m ⩽ n, íà-
÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ðàâíû íóëþ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî

è ñóùåñòâóþò ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m, è ÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π òàêèå,

÷òî

h(z) =
m∑

k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
. (26)

Ôèêñèðóåì n ∈ N è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn+1, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ íàáîðû èç (n+ 1)-ãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà h(n+1) := ({h}0, . . . , {h}n). Ìíîæåñòâî
òî÷åê h(n+1) èç ïðîñòðàíñòâà Cn+1 òàêèõ, ÷òî ÷èñëà {h}0, . . . , {h}n ÿâëÿþòñÿ ïåð-
âûìè n + 1 êîýôôèöèåíòàìè íåêîòîðîé ôóíêöèè h ∈ C, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(n+1)

è áóäåì íàçûâàòü (n+ 1)-ûì òåëîì êîýôôèöèåíòîâ êëàññà C.
Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå C ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ÷èñëà
{h}0, {h}1, {h}2, . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä {h}0 + {h}1z+ {h}2z2 + . . . ÿâëÿëñÿ ðÿäîì
Òåéëîðà íåêîòîðîé ôóíêöèè èç êëàññà C. Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà äà¼ò
ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòîé ïî ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå C ñ÷èòàåòñÿ
ñòàòüÿ Êàðàòåîäîðè [38] 1911 ãîäà, îäíàêî ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ïî ýòîé òåìàòèêå
Êàðàòåîäîðè îïóáëèêîâàë â 1907 ãîäó â ñòàòüå [37]. Îòìåòèì, ÷òî êëàññ C îáî-
çíà÷àåòñÿ ïî ïåðâîé áóêâå ôàìèëèè Carath�eodory è â åãî ÷åñòü ÷àñòî èìåíóåòñÿ
êëàññîì Êàðàòåîäîðè, â ëèòåðàòóðå, ïîñâÿù¼ííîé îäíîëèñòíûì, ôóíêöèÿì êëàñ-
ñîì Êàðàòåîäîðè îáû÷íî íàçûâàþò ìíîæåñòâî C1.

Äëÿ ãðàíèöû òåëà êîýôôèöèåíòîâ C(n+1), Êàðàòåîäîðè óñòàíîâèë ïàðàìåòðè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ýòó ãðàíèöó òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèì ïîëèíîìîì. Ò¼ïëèöó â 1911 ãîäó óäàëîñü íàéòè [39] ïðîñòîå è î÷åíü êðàñèâîå
ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðàíèöû â äåòåðìèíàíòíîé ôîðìå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî âñå
ðåçóëüòàòû Êàðàòåîäîðè áûëè ïðèâåäåíû ê àëãåáðàè÷åñêîìó âèäó.

16 Îáùèé âèä ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé

Êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z è îò-
íîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w (w = f(z)). Òî åñòü, åñëè n ∈ N
è ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ ýòîãî íîìåðà n,
òî ôóíêöèÿ ηf(ζz) ïðè |η| = |ζ| = 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé. Ïðè ýòîì
âðàùåíèå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z íå çàòðàãèâàåò êîýôôèöèåíò {f}0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè f � ýêñòðåìàëüíàÿ,
òî {f}0 > 0 è {f}n > 0. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ôóíêöèè f , ýêñòðåìàëüíîé â
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ïðîáëåìå Êøèæà, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî {f}0 > 0, {f}n > 0 è f ∈ Bt, ãäå
t = − ln{f}0. Òàêæå, ôóíêöèþ, ýêñòðåìàëüíóþ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n
÷àñòî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ýêñòðåìàëüíîé, åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî î êàêîì
êîíêðåòíî n èä¼ò ðå÷ü.

Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Åñëè f(z) = e−h(z) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî, êàê
èçâåñòíî [19, 20], òî÷êà h(n+1) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà C(n+1), ÷òî ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî Mn = 0 (Mn îïðåäåë¼í ôîðìóëîé (25)). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ
Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîäîëæåíèå ìíîãî÷ëåíà Qn, îïðåäåë¼í-
íîãî ôîðìóëîé (24), åäèíñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä f(z) = e−h(z), ãäå h çàäàíà ôîðìóëîé (26). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü n ∈ N, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â ïðîáëåìå

Êøèæà è t := − ln{f}0. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà αk > 0, k = 1, . . . ,m,
m∑

k=1

αk = t, è

÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π, òàêèå, ÷òî f(z) = e−h(z), ãäå ôóíêöèÿ h çàäàíà

ôîðìóëîé (26), ïðè÷¼ì m ⩽ n.

Ýòîò ðåçóëüòàò õîðîøî èçâåñòåí ñ íà÷àëà XX âåêà (ñì., íàïðèìåð, [17, ñòð. 171]
è [15, ñòð. 725]).

Ïóñòü n ∈ N, t > 0, à ôóíêöèÿ f , {f}0 > 0, {f}n > 0, ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé
â ïðîáëåìå Êøèæà. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî αk ⩾ 0, k = 1, . . . , n, èç ôîðìóëû (22) è
ñëåäñòâèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî

f(z) =

n∏
k=1

F (eiφkz, αk), f(0) = e−t. (27)

×òîáû ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 3 íàéòè ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü 2n äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ αk, φk, k = 1, . . . , n. Åñëè f èìååò äåé-
ñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî è êîýôôèöèåíòû h òîæå áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè,
ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî k, òàêîãî, ÷òî αk > 0 è 0 < φk < π êðîìå ñëàãàåìîãî

αk
1+eiφkz
1−eiφkz

ôîðìóëà (26) äîëæíà ñîäåðæàòü òàêæå ñëàãàåìîå αk
1+e−iφkz
1−e−iφkz

. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè f èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî äëÿ îòûñêàíèÿ ÿâíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ f , ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 3, íóæíî îïðåäåëèòü n äåéñòâèòåëüíûõ
ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü n ∈ N. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé f = e−h ñ {f}n > 0, ãäå

h(z) :=

n∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
, αk > 0, k = 1, . . . , n, 0 ⩽ φ1 < . . . φn < 2π,

ïëîòíî âî ìíîæåñòâå ôóíêöèé u = e−v ñ {u}n > 0, ãäå

v(z) :=

n∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
, αk ⩾ 0, k = 1, . . . , n, 0 ⩽ φ1 < . . . φn < 2π.
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17 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n ∈ N, à f è g � ãîëîìîðôíûå â ∆ ôóíêöèè, òî

{f · g}n = {f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n. (28)

Ëåììà 12. Ïóñòü n ∈ N, f , g � ãîëîìîðôíûå â ∆ ôóíêöèè, ε ∈ R è

v(z) := f(z)e−εg(z), (29)

òîãäà

{v}n = {f}n − ε{f · g}n + o(ε), ε→ 0. (30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ v ôóíêöèè f ôóíêöèåé e−εg, ε ∈ R.
Óñòðåìèâ ε ê íóëþ èìååì:

v(z) := f(z)e−εg(z) = f(z)(1− εg(z) + o(ε)) = f(z)− εf(z)g(z) + o(ε).

Âû÷èñëèâ òåïåðü {v}n ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó (30). ■

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçàèìñòâîâàí èç [15, ñòð. 726]. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ
ïðèâåä¼ì åãî âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì, òàêæå âçÿòûì èç óêàçàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, ïðè÷¼ì {f}0 > 0 è {f}n > 0, òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè g ∈ C

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0. (31)

Â ÷àñòíîñòè,

{f}n ⩾ 2{f}0, (32)

à

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) = 0 ïðè h = − ln f. (33)

Ïóñòü

H(z) := {f}n + 2{f}n−1z + . . .+ 2{f}0zn, (34)

òîãäà

H ∈ Cn. (35)

Áîëåå òîãî, ïóñòü m ⩽ n, à ÷èñëà 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π ÷àñòè÷íî îïðåäåëÿþò

ôóíêöèþ h := − ln f (ñì. ôîðìóëó (26)), òîãäà

ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m. (36)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (31). Ïóñòü g ∈ C.
Âàðèàöèÿ v ôóíêöèè f , çàäàííàÿ ôîðìóëîé (29), ïðè ε > 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé,
òî åñòü v ∈ B. Ïðè ε → 0 ñïðàâåäëèâà ëåììà 12, à ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f
� ýêñòðåìàëüíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, Re {v}n ⩽ {f}n. Îòñþäà (ñì. (30)) è âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (31).

2. Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè g(z) = 1−zn

1+zn = 1 − 2zn + . . . â íåðàâåí-
ñòâî (31) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (32).
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3. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (33). Âîçüì¼ì òåïåðü g = h. Òàê êàê g = h, òî âàðèàöèÿ
v ôóíêöèè f , çàäàííàÿ ôîðìóëîé (29), ïðè ε < 0 è |ε| < h0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé
âàðèàöèåé, òî åñòü v = f · f−ε ∈ B. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ {f}n > 0 è f �
ýêñòðåìàëüíàÿ, òî èç ôîðìóëû (30) äëÿ ε < 0 ïîëó÷àåì

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩽ 0,

à äëÿ ε > 0 ñïðàâåäëèâà íåðàâåíñòâî (31), òî åñòü

Re ({f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n) ⩾ 0,

îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ðàâåíñòâî (33) âåðíî.
4. Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå (35). Çàôèêñèðóåì ζ ∈ ∆ è ïîëîæèì

g(z) :=
1 + ζz

1− ζz
= 1 + 2ζz + 2ζ2z2 + . . .

ßñíî, ÷òî g ∈ C1. Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè g â íåðàâåíñòâî (31), ïîëó-
÷èì

Re ({f}n + 2{f}n−1ζ + . . .+ 2{f}0ζn) ⩾ 0, |ζ| ⩽ 1,

÷òî ðàâíîñèëüíî ReH(z) ⩾ 0, z ∈ ∆. Òàê êàê H(0) > 0, òî ïî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ
îáëàñòè ReH(z) > 0, z ∈ ∆, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðåäëîæåíèþ (35).

5. Äîêàæåì ðàâåíñòâà (36). Ôèêñèðóåì k ÷òîáû âûáðàòü êîíêðåòíîå ÷èñëî φk,
÷àñòè÷íî îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ h (ñì. ôîðìóëó (26)) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) :=
1 + eiφkz

1− eiφkz
= 1 + 2eiφkz + 2e2iφkz2 + . . .

Òîãäà v = f · e−εg ∈ B êàê ïðè ε ⩾ 0, òàê è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε < 0. Òî
åñòü ïðè |ε| ⩽ αk, ãäå αk ÷àñòè÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ h (ñì. ôîðìóëó (26)). Èç
ëåììû 12, óñëîâèÿ {f}n > 0 è ýêñòðåìàëüíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ε < 0

Re ({f}n + {f}n−12e
iφk + . . .+ {f}02eniφk) ⩽ 0,

à äëÿ ε > 0

Re ({f}n + {f}n−12e
iφk + . . .+ {f}02eniφk) ⩾ 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó ReH(eiφk) = 0. ■

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (32) ìîæíî âûâåñòè òàêæå èç óòâåðæäåíèÿ 11.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, ïðè÷¼ì {f}0 > 0, {f}n > 0 è f := e−h, ãäå

h(z) :=
n∑

k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
, αk > 0, k = 1, . . . , n, 0 ⩽ φ1 < . . . < φn < 2π, à ïîëè-

íîì H ñãåíåðèðîâàí èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî ôîðìóëå (34). Òîãäà òî÷êè
eiφk , k = 1, . . . , n, èñ÷åðïûâàþò âñå íóëè ôóíêöèè ReH, ëåæàùèå íà åäèíè÷-

íîé îêðóæíîñòè. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ òî÷êà eiφk äà¼ò íóëü êðàòíîñòè 2 äëÿ

ôóíêöèè ReH.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (36).
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T (φ) := ReH(eiφ) ìî-

æåò èìåòü íå áîëåå 2n êîðíåé íà [0, 2π). Èç ðàâåíñòâ (36) ñëåäóåò, ÷òî T èìååò n
ðàçëè÷íûõ êîðíåé.

Òàê êàê T (φ) ⩾ 0 ïðè φ ∈ R (ñì. ïðåäëîæåíèå (35)), òî âñå êîðíè T èìåþò
÷¼òíóþ êðàòíîñòü, à ïîñêîëüêó âñåãî êîðíåé 2n è ðàçëè÷íûõ êîðíåé ðîâíî n, òî
êàæäûé êîðåíü èìååò êðàòíîñòü 2. ■

Íàïðèìåð, åñëè f(z) := F (−zn, 1), òî h(z) = 1

n

n∑
k=1

1− ei2πk/nz

1 + ei2πk/nz
=

1− zn

1 + zn
. Ñîîò-

âåòñòâåííî H(z) = 1 + zn è ôóíêöèÿ ReH èìååò n íóëåé íà ∂∆ êðàòíîñòè 2.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 8, òîëüêî ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà 10 ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ïðàêòè÷åñêè áåç êàêîé-ëèáî ïî-
òåðè îáùíîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (33) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (36).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü m,n ∈ N, m ⩽ n, f := e−h, ãäå h(z) :=
m∑

k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
,

αk > 0, k = 1, . . . ,m, 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π è ïóñòü g(z) :=
m∑

k=1

βk
1 + eiθkz

1− eiθkz
,

βk ⩾ 0, k = 1, . . . ,m,
m∑

k=1

βk > 0, 0 ⩽ θ1 < . . . < θm < 2π, à ïîëèíîì H ñãåíåðèðîâàí

èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî ôîðìóëå (34), H ∈ Cn è ReH(eiφ) = 0 åñëè è

òîëüêî åñëè φ ∈ {φk : k = 1, . . . ,m}. Òîãäà

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) ⩾ 0.

Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) = 0

ñïðàâåäëèâî åñëè è òîëüêî åñëè θk = φk, k = 1, . . . ,m, à íåðàâåíñòâî

Re ({f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n) > 0

ñïðàâåäëèâî åñëè è òîëüêî åñëè θk ̸= φj, j, k = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

g(z) =

m∑
k=1

βk
1 + eiθkz

1− eiθkz
=

m∑
k=1

βk(1 + 2eiθkz + . . .+ 2einθkzn + . . .).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (28), ïîëó÷àåì:

{f · g}n =

m∑
k=1

βk({f}n + {f}n−12e
iθk + . . .+ {f}02einθk) =

m∑
k=1

βkH(eiθk). (37)
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Ïî óñëîâèþ
m∑

k=1

βk > 0, H ∈ Cn è ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m, è ReH(z) > 0,

z ∈ ∆ \ {eiφ1 , . . . , eiφm}, ïîýòîìó èç ôîðìóëû (37) ñëåäóåò, ÷òî

ReH(eiθk) ⩾ 0, k = 1, . . . ,m ⇒
m∑

k=1

βk ReH(eiθk) ⩾ 0 ⇔ Re {f · g}n ⩾ 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè θk = φk, k = 1, . . . ,m, òî

ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m ⇒
m∑

k=1

βk ReH(eiφk) = 0 ⇔ Re {f · g}n = 0,

à åñëè θk ̸= φj , j, k = 1, . . . ,m, òî

ReH(eiθk) > 0, k = 1, . . . ,m ⇒
m∑

k=1

βk ReH(eiθk) > 0 ⇔ Re {f · g}n > 0.

×òî è òðåáîâàëîñü. ■

18 Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ëåììà 13. Ïóñòü c � ãëàäêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t ∈ R,
|c(t)| < 1, t∗ � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè |c| è c(t∗) > 0.
Òîãäà Re c′(t∗) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè |c|′(t∗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u := Re c, v := Im c. Òîãäà c = u+ iv, |c| =
√
u2 + v2 è

c′ = u′ + iv′, |c|′ = uu′ + vv′

|c|
(38)

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè Re c′(t∗) = 0, òî èç (38) è Re c′(t∗) = u′(t∗) ñëåäóåò, ÷òî
u′(t∗) = 0. Òàê êàê ïî óñëîâèþ c(t∗) > 0, òî v(t∗) = 0, ïîýòîìó èç (38) ïîëó÷àåì,
÷òî |c|′(t∗) = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè |c|′(t∗) = 0, òî èç (38) ñëåäóåò, ÷òî (uu′ + vv′)(t∗) = 0.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ v(t∗) = 0, òî ýòà ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ äî u(t∗)u′(t∗) = 0.
Ïîñêîëüêó u(t∗) > 0, òî u′(t∗) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. ■

Ëåììà 14. Ïóñòü h ∈ C1 è f(z, t) := e−th(z), òîãäà

{f}′n = −({f}n{h}0 + . . .+ {f}0{h}n), n ∈ N ∪ {0}. (39)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî {f}k = {f}k(t), k ∈ N. Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûé
íîìåð n è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî f(z, t) = e−th(z) ïî t ïîëó÷àåì

f ′t(z, t) = −h(z)f(z, t).

Çàìåòèâ, ÷òî ({f}n)′t = {f ′t}n è âûïèñàâ {f ′t}n ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ■

Èç ëåìì 14 è 13 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ðàâåíñòâî (33). Ñôîðìóëèðóåì ýòî
óòâåðæäåíèå â ÿâíîì âèäå:

Òåîðåìà 12. Ïóñòü n ∈ N, h ∈ C1, f(z, t) = e−th(z) è |{f}n(t)| èìååò ëîêàëüíûé

ìàêñèìóì â òî÷êå t = t∗, òîãäà

Re({f}n(t∗){h}0 + . . .+ {f}0(t∗){h}n) = 0.
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19 Äàëüíåéøèå ñëåäñòâèÿ

Èç òåîðåìû 3 è òåîðåìû 9 (ïðåäëîæåíèå (35)) ñðàçó âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü n ∈ N, f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, ïðè÷¼ì {f}0 > 0, {f}n > 0, òîãäà íàéäóòñÿ

pk ∈ C, k = 0, . . . , n, òàêèå, ÷òî

{f}n−k =

n−k∑
j=0

pj+kpj , k = 0, . . . , n. (40)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ∈ Br, òî pk ∈ R, k = 0, . . . , n.

Ïóñòü n ∈ N. Åñëè f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ êî-
ýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n è H � ìíîãî÷ëåí, îïðåäåë¼ííûé ôîðìóëîé (34), òî èç
ðàâåíñòâ (18) è ñëåäñòâèÿ 4 ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî

{f}n = 2{f}0η0 = |p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2pnp0η0 = 2η0ψ0|pn|2 = 2
η0
ψ0

|p0|2, (41)

ãäå η0 := (−1)nζ1 · . . . · ζn, à ζ1, . . . , ζn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà H. Òàê êàê ó ýêñòðå-
ìàëüíîé ôóíêöèè {f}n > 0 è {f}0 > 0, òî ñîîòíîøåíèÿ (19) è (20) äëÿ êîðíåé
ζ1, . . . , ζn ìíîãî÷ëåíà H òàêæå èìåþò ìåñòî.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü â ïóíêòå 7, ãèïîòåçà Êøèæà äîêàçàíà äëÿ âñåõ íîìåðîâ
n = 1, . . . , 6, ñòàëî áûòü, ïðè ýòèõ n íàì èçâåñòíà ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f = F ,
ãäå F çàäàíà ôîðìóëîé (22). Òàêèì îáðàçîì,

H(z) =
2

e
(1 + zn), n = 1, . . . , 6,

à êîðíè H ýòî âñåâîçìîæíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç −1 êàê è â ðàâåíñòâå (20).

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 9 äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà êîýôôèöèåíòû ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûå.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n è {f}0 > 0, {f}n > 0, òîãäà, åñëè f èìååò äåé-

ñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Cr

{f}n{g}0 + {f}n−1{g}1 + . . .+ {f}0{g}n ⩾ 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè h = − ln f , òî

{f}n{h}0 + {f}n−1{h}1 + . . .+ {f}0{h}n = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ñðàçó âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (31).
Åñëè f èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî è h òîæå, ïîýòîìó äîêàçûâà-

åìîå ðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (33). ■



32 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

20 Î åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñ-
êîñòÿõ ïåðåìåííûõ z è w (w = f(z)). Òî åñòü, åñëè n ∈ N è f � ýêñòðåìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, òî ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî {f}0 > 0 è {f}n > 0. Ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ î å¼ åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü n ∈ N, è f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ {f}n = 2{f}0 > 0. Òî-
ãäà ôóíêöèÿ f ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è f = F (−zn, 1), ãäå ôóíêöèÿ F çàäàíà

ôîðìóëîé (22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì òàêîé íîìåð n èç N äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò îäíà
èëè íåñêîëüêî ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ýòîé òåîðåìû,
è âûáåðåì èç íèõ ïðîèçâîëüíóþ ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ f . Ñîãëàñíî òåîðåìå 9,
ìíîãî÷ëåí H, ñãåíåðèðîâàííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî ôîðìóëå (34),
ïðèíàäëåæèò êëàññó Cn è óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 7. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

H(z) = {f}n + 2{f}0zn,
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

{f}1 = . . . = {f}n−1 = 0.

Ïóñòü {f}0 = e−t, ãäå t > 0. Òîãäà, òàê êàê ïî óñëîâèþ {f}n = 2{f}0, òî:

f(z) = e−t + 2e−tzn + o(zn).

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ h := − ln f = t − 2zn + o(zn) ïðèíàäëåæèò êëàññó C.
(Íàïîìíèì, ÷òî ìèíîðû Mk îïðåäåë¼íû ôîðìóëîé (25).) Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êà-
ðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà, ïîëó÷àåì äëÿ t > 0:

� Ìèíîðû Mk = 2k+1tk+1 > 0 ïðè k = 1, . . . , n− 1;

� Mn = 2n+1tn−1(t2 − 1) ⩾ 0 è Mn = 0 åñëè è òîëüêî åñëè t = 1.

Òàêèì îáðàçîì, {f}0 = e−1 è f(z) = Qn(z) + o(zn), ãäå Qn(z) := e−1 + 2e−1zn.
Ôóíêöèÿ F (−zn, 1), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (22), ïðèíàäëåæèò êëàññó B, óäîâëå-

òâîðÿåò âñåì óêàçàííûì óñëîâèÿì è, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà
(òåîðåìà 7), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ìíîãî÷ëåíà Qn äî ôóíêöèè
êëàññà B. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = F (−zn, 1). ■

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 14. Ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà ïðè n = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = 1, à f � ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì {f}0 > 0 è {f}1 > 0. Òîãäà ïî ôîðìóëå (33) èìååì

Re ({f}1 + {f}0{h}1) = 0,

îòêóäà {f}1 = −{f}0 Re {h}1. Ïî ôîðìóëå (32) èìååì {f}1 ⩾ 2{f}0, íî |{h}1| ⩽ 2,
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, îòêóäà {f}1 = 2{f}0. Îñòàëîñü òîëüêî ïðèìåíèòü òåîðå-
ìó 13. ■

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 13.
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü n ∈ N. Òîãäà, åñëè max
f∈B

|{f}n| = 2/e, òî ãèïîòåçà Êøèæà

ñïðàâåäëèâà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé n ∈ N äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëî-
âèå ýòîé òåîðåìû. Ôóíêöèÿ f(z) := F (−zn, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýòîé òåîðå-
ìû. Ïî òåîðåìå 13 ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé
äëÿ íîìåðà n, ñëåäîâàòåëüíî ãèïîòåçà Êøèæà âåðíà äëÿ ýòîãî íîìåðà n. ■

Ñïðàâåäëèâî òàêæå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 13.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü n ∈ N, f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ

êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, {f}0 > 0, {f}n > 0, è {f}1 = . . . = {f}n−1 = 0, òîãäà
{f}n = 2{f}0, ôóíêöèÿ f åäèíñòâåííàÿ è f = F (−zn, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n ∈ N äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ýòîé
òåîðåìû. Òàê êàê f � ýêñòðåìàëüíàÿ, òî èç óñëîâèé {f}0 > 0, {f}n > 0 è íåðà-
âåíñòâà (32) èìååì {f}n ⩾ 2{f}0 > 0. Èç óñëîâèÿ {f}1 = . . . = {f}n−1 = 0 è
ðàâåíñòâà (33) ñëåäóåò, ÷òî {f}n{h}0 = −{f}0 Re {h}n, ñëåäîâàòåëüíî

{f}n = −{f}0
Re {h}n
{h}0

⩽ 2{f}0,

ïîñêîëüêó |{h}n/{h}0| ⩽ 2 äëÿ h/{h}0 ∈ C1. (Ñì. [14, ñòð. 57] èëè ñëåäñòâèå 2.)
Ñòàëî áûòü, {f}n = 2{f}0, îòêóäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 13 âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü
f è òî, ÷òî f = F (−zn, 1). ■

Çàìåòèì, ÷òî èç (40) ñëåäóåò, ÷òî {f}n =
n∑

j=0

|pj |2, à {f}0 = pnp0. Åñëè ïîêàçàòü,

÷òî åù¼ è |p1| = . . . = |pn−1| = 0, |p0| = |pn| > 0, òî èç òåîðåìû 13 ñëåäóåò, ÷òî ýêñ-
òðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êøèæà.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n è {f}0 > 0, {f}n > 0. Òîãäà, åñëè ýêñòðåìàëüíàÿ

ôóíêöèÿ åäèíñòâåííàÿ äëÿ íîìåðà n, òî ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà äëÿ ýòîãî

íîìåðà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n ∈ N, òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ f , ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðî-
áëåìå Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, íîðìèðîâàíà óñëîâèÿìè {f}0 > 0,
{f}n > 0 è åäèíñòâåííà. Èìååì

f(z) = {f}0 +
n−1∑
k−1

{f}kzk + {f}nzn + . . .

Ôóíêöèÿ

g(z) := f(e2iπ/nz) = {f}0 +
n−1∑
k−1

{f}ke2iπk/nzk + {f}nzn + . . .

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è íîðìèðîâàíà óñëîâèÿìè {g}0 > 0, {g}n > 0. Ïðè
ýòîì {g}0 = {f}0, {g}k = e2iπk/n{f}k, k = 1, . . . , n−1, {g}n = {f}n. Ñëåäîâàòåëüíî



34 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

e2iπk/n{f}k = {f}k, k = 1, . . . , n − 1, ÷òî âîçìîæíî åñëè è òîëüêî åñëè {f}k = 0,
k = 1, . . . , n− 1. Îñòàëîñü òîëüêî ïðèìåíèòü òåîðåìó 16. ■

Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 13. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøè-

æà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n è {f}0 > 0, {f}n > 0. Òîãäà, åñëè ýêñòðå-

ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííàÿ äëÿ íîìåðà n, òî âñå å¼ êîýôôèöèåíòû äåéñòâè-

òåëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n ∈ N, òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ f , ýêñòðåìàëüíàÿ â
ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n, íîðìèðîâàíà óñëîâèÿìè {f}0 > 0, {f}n > 0 è
åäèíñòâåííà. Åñëè ó ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f åñòü õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé
êîýôôèöèåíò, òî f∗(z) := f(z) òîæå áóäåò ýêñòðåìàëüíîé è ïðèòîì f ̸= f∗. ■

Òåîðåìà 18. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà äëÿ

êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n è {f}0 > 0, {f}n > 0, òîãäà, åñëè âñå êîðíè ïîëèíîìà

H, çàäàííîãî ôîðìóëîé (34) èìåþò âèä ζk = eiφk , ãäå φk ∈ [0, 2π) äëÿ k = 1, . . . , n,
òî ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà äëÿ ýòîãî íîìåðà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n ∈ N, òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ f , ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðî-
áëåìå Êøèæà äëÿ íîìåðà n, óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû. Òàê êàê
âñå êîðíè ïîëèíîìà H èìåþò âèä ζk = eiφk äëÿ k = 1, . . . , n, òî åñòü âñå îíè ëå-
æàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à èç ðàâåíñòâ (41) ñëåäóåò, ÷òî {f}n = 2{f}0. Ïî
òåîðåìå 13, åñëè {f}n = 2{f}0, òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà è, ñòàëî
áûòü, ýòî ôóíêöèÿ F (−zn, 1), ãäå F çàäàíà ôîðìóëîé (22). ■

21 Ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ
å¼ çíà÷åíèåì â íóëå

Ïóñòü n ∈ N. Íàëè÷èå âûïóêëîé ñòðóêòóðû íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé g,
ïîä÷èíåííûõ ôóíêöèè

M(z, t) :=
e−t + z

1 + e−tz
= e−t + (1− e−2t)z + . . . .

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè |{g}n| ⩽ 1−e−2t, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ M(z, t) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f êëàññà Bt ïîä÷èíåíà ì¼áèóñîâó îòîáðàæåíèþM(z, t), ñòàëî
áûòü

|{f}n| < 1− e−2t = 1− |{f}0|2. (42)

Íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òàê êàê M(z, t) /∈ B.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè t ∈ [0, 1] ýòà îöåíêà äà¼ò äîâîëüíî-òàêè õîðîøåå ïðèáëè-

æåíèå äëÿ ïðåäïîëàãàåìîé âåðõíåé ãðàíèöû |{f}n| (ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
|{f}n| ⩽ 2te−t, f ∈ Bt, t ∈ [0, 1], ñì. [12]). Ïðè t = 1 ïîãðåøíîñòü ìàêñèìàëüíà è
ðàâíà 1− e−2− 2e−1 < 0.129, ïîãðåøíîñòü ìîíîòîííî óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè ñòðåìëåíèè t ê íóëþ [13].

Îöåíêà (42) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå t0 òàêîå, ÷òî

|{f}n| < 1− e−2t0 = 2e−1.
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Âû÷èñëåíèÿ äàþò t0 = − ln
√
1− 2e−1 ≈ 0.665. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f ∈ B è

|{f}0| ⩾
√
1− 2e−1 ≈ 0.514, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà |{f}n| < 2/e.

Èç íåðàâåíñòâà (32) è îöåíêè (42) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè f � ýêñòðåìàëüíàÿ è {f}0 > 0, {f}n > 0, òî

2{f}0 ⩽ {f}n < 1− {f}20.

Ðàçðåøèâ íåðàâåíñòâî 2{f}0 < 1 − {f}20 èç ñëåäñòâèÿ 6 îòíîñèòåëüíî {f}0
ïîëó÷èì:

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü n ∈ N, f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà

äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n è {f}0 > 0, òîãäà {f}0 <
√
2 − 1 ≈ 0.414 èëè

t > − ln(
√
2− 1) ≈ 0.881, ãäå t := − ln{f}0.

Èç ñëåäñòâèÿ 7 âûòåêàåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ íóæíî èñêàòü â êëàññàõ
Bt, t > − ln (

√
2− 1). Íî ln (

√
2− 1) < 1, à ãèïîòåçà Êøèæà óòâåðæäàåò, ÷òî t = 1.

Ïîêàæåì, êàê ñâåñòè ïîèñêè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ê ïîèñêàì íå îáÿçàòåëüíî
ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â êëàññàõ Bt, t ⩾ 1.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü n ∈ N. Ãèïîòåçà Êøèæà äëÿ íîìåðà n âåðíà åñëè è òîëüêî

åñëè â êëàññàõ Bt, äëÿ t ⩾ 1 íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî {f}n = 2e−1

è |{f}1|+ . . .+ |{f}n−1| > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íîìåð n ∈ N.
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ãèïîòåçà Êøèæà äëÿ íîìåðà n âåðíà, òî â ñèëó åäèí-

ñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè ñ óêàçàííûìè ñâîé-
ñòâàìè íå ñóùåñòâóåò.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà Êøèæà äëÿ íîìåðà n íå âåðíà.
Òîãäà åñëè f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî {f}n > 2e−1 â ñèëó òåîðåìû 13 î
åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè.

Åñëè f ∈ B, òî cf ∈ B äëÿ âñåõ 0 < c ⩽ 1, ïîýòîìó âîçìîæíî äâà âàðèàíòà:
1. åñëè {f}0 > e−1, òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (32) èìååì {f}n ⩾ 2{f}0 > 2e−1

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c < 1 òàêàÿ, ÷òî
c{f}n = 2e−1, à ñëåäîâàòåëüíî è c{f}0 < e−1;
2. åñëè {f}0 < e−1 è {f}n ⩾ 2e−1, òî íàéä¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c < 1
òàêàÿ, ÷òî c{f}n = 2e−1 è c{f}0 < e−1. ■

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå â êëàññå B ôóíêöèè f ñ {f}0 < e−1 è {f}n = 2e−1

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ãèïîòåçà Êøèæà íå âåðíà. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, èç ðàâåí-
ñòâà (33) ÿñíî, ÷òî |{f}1|+ . . .+ |{f}n−1| > 0.

Ãèïîòåçà Êøèæà áóäåò òàêæå íå âåðíà åñëè â êëàññå B1 íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f ,
òàêàÿ, ÷òî {f}n = 2{f}0 = 2e−1 è |{f}1|+. . .+|{f}n−1| > 0. Èç òåîðåìû 13 ñëåäóåò,
÷òî f íå ìîæåò áûòü ýêñòðåìàëüíîé.

22 Ëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíîñòü

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [16] ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî êëàññ B ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî èíâàðèàíòíûì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 20. Åñëè n ∈ N è f ∈ B � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî

(n+ 1){f}n+1 = (n− 1){f}n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω(z) := z+η
1+ηz . Òàê êàê f ∈ B, òî fη(z) := f(ω(z)) ∈ B, ïðè

η ∈ ∆. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè η = 0 èìååì (ω(z))m = zm +mzm−1(η − ηz2) + o(|η|).
Ñëåäîâàòåëüíî fη(z) = f(ω(z)) =

∞∑
m=1

{f}m(zm +mzm−1(η − ηz2)) + o(|η|) è

{fη}n = {f}n + (n+ 1){f}n+1η − (n− 1){f}n−1η + o(|η|) =

= {f}n + ((n+ 1){f}n+1 − (n− 1){f}n−1)η + o(|η|),

ïîñêîëüêó Reuv = Reuv, äëÿ âñåõ u, v ∈ C. Òàê êàê f � ýêñòðåìàëüíàÿ, òî

Re
(
η
(
(n+ 1){f}n+1 − (n− 1){f}n−1

))
+ o(|η|) ⩽ 0. (43)

Íåðàâåíñòâî (43) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì η ∈ ∆, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âû-
áðàòü ÷èñëî η íàñòîëüêî ìàëûì ïî ìîäóëþ, ÷òî o(|η|) ïåðåñòàíåò îêàçûâàòü âëè-
ÿíèå íà çíàê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (43). Îäíàêî, åñëè

(n+ 1){f}n+1 ̸= (n− 1){f}n−1,

òî ìû ìîæåì âûáðàòü ÷èñëî η òàê, ÷òî çíàê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (43) ñòàíåò
ïîëîæèòåëüíûì, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò (43), ÷òî è òðåáîâàëîñü. ■

Ïðè n = 1 äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì {fη}1 = {f}1+2{f}2η+o(|η|),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî {f}2 = 0. Äåéñòâèòåëüíî f(z) = F (−z, 1) = e−1(−2z + 2/3z3 +
. . .).

Ýðìåðñ â [16] óêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ F (−zn, 1) óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 20.
ßñíî òàêæå, ÷òî âñå F (−zn, t), t > 0 óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå 20. Ñóùåñòâóþò è
äðóãèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó ñîîòíîøåíèþ. Íàïðèìåð [16], åñëè n �
íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî ëþáàÿ ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà B óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 20.
Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ B óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 20, òî è cf ∈ B óäîâëåòâîðÿåò
òåîðåìå 20, ïðè c ∈ [0, 1].

23 Íåðàâåíñòâà ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè

Èç ïðåäëîæåíèÿ (35) è òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî h ∈ Cn
1 , ãäå

h(z) :=
H(z)

{f}n
= 1 + 2

n∑
k=1

{f}n−k

{f}n
zk,

Ïðèìåíèâ ê ïîëèíîìó h òåîðåìó 6 ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 21. Ïóñòü n ∈ N. Åñëè f ýêñòðåìàëüíà è {f}0 > 0, {f}n > 0, òî

|{f}k|
{f}n

⩽ cos
π

⌊n/(n− k)⌋+ 2
< 1, k = 1, . . . , n.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî óòî÷íèòü äëÿ ñëó÷àÿ k < n/2. Ïóñòü n ∈ N, à ôóíêöèÿ
f � ýêñòðåìàëüíàÿ. Ðàññìîòðèì å¼ âíóòðåííþþ âàðèàöèþ

fε,ζ(z) := f(z)e
−ε 1+ζzn−k

1−ζzn−k , ε > 0, ζ ∈ ∆, k <
n

2
.

Èìååì {fε,ζ}n = {f}n − ({f}n + 2{f}kζ)ε + o(ε). Èç òîãî, ÷òî f ýêñòðåìàëüíàÿ
ñëåäóåò, ÷òî Re{fε,ζ}n ⩽ {f}n, ε > 0, ζ ∈ ∆. Åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà÷åíèå
ε, òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî Re({f}n + 2{f}kζ) ⩾ 0, ζ ∈ ∆. Òî åñòü ôóíêöèÿ
h/{f}n ∈ Cn

1 , ãäå h(ζ) := {f}n + 2{f}kζ.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 22. Ïóñòü n ∈ N. Åñëè ôóíêöèÿ f ýêñòðåìàëüíàÿ, {f}0 > 0, {f}n > 0,
òî

|{f}k| ⩽
1

2
{f}n, k = 1, . . . ,

⌊n
2

⌋
.

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå ïîõîæèå, ðåçóëüòàòû ñ áîëåå ãðóáîé ïåðâîé îöåíêîé
ïîÿâèëèñü â [17] â íåÿâíîé ôîðìå. Â [16] ýòè ðåçóëüòàòû ïðèñóòñòâóåò â ÿâíîé
ôîðìå, íî òàêæå ñ áîëåå ãðóáîé ïåðâîé îöåíêîé.

24 Ôóíêöèè ýêñòðåìàëüíîãî òèïà

Òåîðåìû 9, 11 è 19 ïîçâîëÿþò äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü m,n ∈ N,
m ⩽ n. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà â ïðîáëåìå Êøèæà
äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n, åñëè 0 < {f}0 ⩽ 1, {f}n ⩾ 2/e, f èìååò âèä (27),
òî åñòü f := e−h, ãäå

h(z) :=

m∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
, αk > 0, k = 1, . . . ,m, 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π,

H ∈ Cn, ãäå ïîëèíîì H ñãåíåðèðîâàí èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî ôîð-
ìóëå (34), òî åñòü H(z) := {f}n + 2{f}n−1z + . . . + 2{f}0zn, è H óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâàì (36), òî åñòü ReH(eiφk) = 0, k = 1, . . . ,m.

ßñíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà.

Ïóñòü n ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî åñëè g óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (31), òî ïðè
ëþáîì t > 0 ôóíêöèÿ tg òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íåðàâåíñòâó. Åñëè h óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (33), òî ïðè ëþáîì t > 0 ôóíêöèÿ th òàêæå óäîâëåòâîðÿþò
ýòîìó ðàâåíñòâó. Åñëè f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â ïðîáëåìå Êøèæà, òî cf ∈ B,
0 < c < 1. Ïðè ýòîì, õîòÿ cf óæå íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, äëÿ íå¼ òåì íå ìåíåå
âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (31), (32), (33), (35), (36), (41), (19), (20) è òåîðåìû 20, 21 è 22.

Êàê ìû çíàåì èç òåîðåìû 11, íåðàâåíñòâî (31) äëÿ ôóíêöèé g âèäà (26) ñëå-
äóåò èç ïðåäëîæåíèÿ (35), ðàâåíñòâî (33) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (36). Óñëîâèå (35),
òî åñòü H ∈ Cn âõîäèò â îïðåäåëåíèå, ïîýòîìó óñëîâèå (31) ìîæíî èñêëþ÷èòü.
Óñëîâèå (36) òàêæå âõîäèò â îïðåäåëåíèå, ïîýòîìó óñëîâèå (33) ìîæíî èñêëþ÷èòü
èç ýòîãî ñïèñêà.

Ìû íå çíàåì ÷åìó ðàâíî {f}n äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, íî ìû ìîæåì ïîïû-
òàòüñÿ íàéòè ôóíêöèþ, óïîìÿíóòóþ â òåîðåìå 19. Íàì íóæíî íàéòè ôóíêöèþ èç
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⋃
t⩾1

Bt, îòëè÷íóþ îò F (−z, t) è òàêóþ, ÷òî {f}n = 2/e. Îñòàëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî

ïðîâåðèòü ïåðåä òåì, êàê ïðîâåðÿòü, ÷òî f ∈ B.

Ïåðåéä¼ì ê êîíñòðóêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà ïðè
ôèêñèðîâàííîì n ∈ N. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 4 ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí
H, çàäàííûé ôîðìóëîé (34). Îäíà èç ïðîáëåì ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû
èìååì n+1 ïàðàìåòð p0, . . . , pn íà êîòîðûå íàëîæåíî óñëîâèå (41). Ïðè áîëüøèõ n
ïîäîáðàòü ýòè ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ ýêñòðåìàëüíîãî òèïà ìîæåò
áûòü î÷åíü ñëîæíî. Êðîìå òîãî, ìû íå êîíòðîëèðóåì íóëè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ReH(eiφ), φ ∈ [0, 2π).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 10 ïðè m = n íóëè ïîëèíîìà P ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ôóíê-
öèè h èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ýêñòðåìàëüíîãî òèïà è íàîáîðîò. Ïî òåîðåìå 8
ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ m = n íå óìåíüøàåò îáùíîñòè, îñîáåííî åñëè ðå÷ü èä¼ò î
÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèÿõ.

25 Î ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà I

Ëåììà 15. Ïóñòü m,n ∈ N, m ⩽ n, ïîëèíîì H ∈ Cn è ReH(eiφk) = 0 äëÿ

k = 1, . . . ,m, ïðè÷¼ì 0 ⩽ φ1 < . . . < φm < 2π è

H(z) = {f}n + 2{f}n−1z + . . .+ 2{f}0zn, {f}0 > 0,

ãäå

f(z) := e−h(z), h(z) :=

m∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
.

Òîãäà ìíîæèòåëè αk ∈ C, k = 1, . . . ,m, ñóùåñòâóþò è îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì ïî ÷èñëàì φk, k = 1, . . . ,m, è ïîëèíîìó H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëèíîì H ñãåíåðèðîâàí èç n + 1 íà÷àëüíîãî êîýôôèöèåí-
òà ôóíêöèè f . Òàê êàê f = e−h, òî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü n + 1 íà÷àëüíûé êî-
ýôôèöèåíò ôóíêöèè h. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë αk,
k = 1, . . . ,m:

m∑
k=1

αk = {h}0,
m∑

k=1

αke
ijφk = 1

2{h}j , j = 1, . . . ,m− 1. (44)

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà è, òàê
êàê âñå φk ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. ■

Ïðåäëîæèì ïîäõîä ê ïîèñêó ôóíêöèé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà, îïèðàþùèéñÿ íà
òåîðåìó 10. Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿm = n ïðàêòè÷åñêè íå óìåíüøàåò
îáùíîñòè ïî òåîðåìå 8.

Ïóñòü n ∈ N è f � ðàçûñêèâàåìàÿ ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå âñå êîðíè P ëåæàò âíå ∆ è ìíîãî÷ëåí P ñâÿçàí ñ ïîëèíîìîì H ôîðìóëîé
ReH(z) = |P (z)|2, z ∈ ∂∆, à H ñãåíåðèðîâàí èç êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ïî
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ôîðìóëå (34). Òàê êàê {f}n > 0, òî ψ0 ⩾ 1, à ïîñêîëüêó P îïðåäåë¼í åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû, òî
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî pn > 0, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî p0 > 0 (ñì. ïóíêò 8).
ßñíî, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (32) ïî ïîñòðîåíèþ, à êîðíè ïîëèíîìà H
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (41), (19), (20) òàêæå ïî ïîñòðîåíèþ.

1. Ïî óòâåðæäåíèþ 9 êîðíè ìíîãî÷ëåíà P , ëåæàùèå íà ∂∆ ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè
ôóíêöèè ReH íà ∂∆, ïîýòîìó ìû ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí P ïî åãî ïðåäâàðèòåëüíî
çàäàííûì êîðíÿì z1, . . . , zn (zk := e−iφk , k = 1, . . . , n, 0 ⩽ φ1 ⩽ . . . ⩽ φn < 2π),
ëåæàùèì íà ∂∆

P (z) = pnΨ(z) = pn(ψ0 + . . .+ ψnz
n) = pn

n∏
k=1

(z − zk),

÷òîáû íàéòè ÷èñëà ψ0, . . . , ψn. Çàìåòèì, ÷òî pk = pnψk, k = 1, . . . , n, à ψ0 = ψn = 1.
2. Ïî ñëåäñòâèþ 4

{f}n−k = p2n

n−k∑
j=0

ψj+kψj , k = 0, . . . , n. (45)

ßñíî òàêæå, ÷òî {f}n > 0 è {f}0 > 0. Ïîñêîëüêó ψ0 = ψn = 1, òî p0 = pn > 0
è {f}0 = p2n ïî ôîðìóëå (45). Ââåä¼ì ïàðàìåòð t > 0 ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà
{f}0 = e−t (e−t = p2n), êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ââåäåíèè êëàññîâ Bt â ïóíêòå 13.

3. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (45), ïîëó÷àåì îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f :

f(z) = e−t
(
ψnψ0 + (ψn−1ψ0 + ψnψ1)z + . . .+ (|ψ0|2 + . . .+ |ψn|2)zn + o(zn)

)
èëè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ψ0 = ψn = 1

f(z) = e−t + e−t(ψn−1 + ψ1)z + . . .+ e−t(2 + |ψ1|2 + . . .+ |ψn−1|2)zn + o(zn).

4. Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû {h}k, k = 0, . . . , n−1 ôóíêöèè h, èñïîëüçóÿ ñâÿçü
h := − ln f . Ôóíêöèþ h áóäåì èñêàòü â âèäå

h(z) :=

n∑
k=1

αk
1 + eiφkz

1− eiφkz
.

Ïî ëåììå 15 ìíîæèòåëè αk ∈ C, k = 1, . . . , n, ñóùåñòâóþò è îïðåäåëÿþòñÿ ïî
÷èñëàì 0 ⩽ φ1 < . . . < φn < 2π è êîýôôèöèåíòàì {h}k åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (44) ìîæíî âûïèñàòü â
ÿâíîé ôîðìå, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ìåòîäà Êðàìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ íàøåãî àëãîðèòìà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2.

Ëåììà 16. Ïóñòü f = e−h è {f}2 > 0, ãäå

h(z) := α1
1 + eiφ1z

1− eiφ1z
+ α2

1 + eiφ2z

1− eiφ2z
, α1 > 0, α2 > 0, 0 ⩽ φ1 < φ2 < 2π.

Òîãäà {f}2 ⩽ 2/e.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà 0 ⩽ φ1 < φ2 < 2π
è ψ0 = 1, îòêóäà φ1 + φ2 = 2π. Åñëè φ1 = 0, òî è φ2 = 0, à åñëè φ1 = π, òî
è φ2 = π, ÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò íàëîæåííûì íà ÷èñëà φ1,2 óñëîâèÿì (ôóíêöèÿ
h âûðîæäàåòñÿ äî ñóììû èç îäíîãî ñëàãàåìîãî). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî
φ1 ∈ (0, π), φ2 = 2π − φ1.

Äàëåå, P (z) = e−t(z − eiφ1)(z − e−iφ1) = e−t(1− 2 cosφ1z + z2), òî åñòü ψ0 = 1,
ψ1 = −2 cosφ1, ψ2 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, {f}0 = e−t, {f}1 = −4e−t cosφ1, {f}2 = e−t(2 + 4 cos2 φ1).
Îòêóäà {h}0 = t, {h}1 = {f}1/{f}0 = 4 cosφ1.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (44) äëÿ îïðåäåëåíèÿ α1 è α2:{
α1 + α2 = t,

α1e
iφ1 + α2e

−iφ1 = 2 cosφ1.

Ðåøèâ ñèñòåìó ïîëó÷àåì

α1,2 =
t

2
± i

2
(t− 2) ctgφ1.

ßñíî, ÷òî α1,2 > 0 åñëè è òîëüêî åñëè (t− 2) cosφ1 = 0.
Ðåøåíèÿ t = 2, φ1 ∈ (0, π), α1 = α2 = 1 îòáðàñûâàåì, òàê êàê

h(z) =
1 + eiφ1z

1− eiφ1z
+

1 + e−iφ1z

1− e−iφ1z
= 2

1− z2

1− 2 cosφ1z + z2

è {f}2 = (2/e)2 < 2/e.
Èòàê, t > 0, φ1 = π/2, φ2 = 3π/2, α1 = α2 = t/2 è

h(z) =
t

2

1 + iz

1− iz
+
t

2

1− iz

1 + iz
= t

1− z2

1 + z2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, {h}1 = 0, îòêóäà {f}1 = 0. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 16 ïîëó÷èì, ÷òî
t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê {f}2 = e−t(2 + 4 cos2 φ1), ãäå t = 1, à φ1 = π/2, òî
{f}2 = 2/e. ■

Òåîðåìà 23. Ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà ïðè n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 8 ìíîæåñòâî ôóíêöèé f = e−h ñ {f}2 > 0, ãäå

h(z) := α1
1 + eiφ1z

1− eiφ1z
+ α2

1 + eiφ2z

1− eiφ2z
, α1 > 0, α2 > 0, 0 ⩽ φ1 < φ2 < 2π,

ïëîòíî âî ìíîæåñòâå ôóíêöèé u = e−v ñ {u}2 > 0, ãäå

v(z) := α1
1 + eiφ1z

1− eiφ1z
+ α2

1 + eiφ2z

1− eiφ2z
, α1 ⩾ 0, α2 ⩾ 0, 0 ⩽ φ1 < φ2 < 2π.

Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3 ñîäåðæèò â ñåáå ýêñòðåìàëü-
íóþ â ïðîáëåìå Êøèæà ôóíêöèþ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2. Ïîñêîëüêó {f}2 ⩽ 2/e ïî
ëåììå 16, òî ãèïîòåçà Êøèæà âåðíà ïðè n = 2. ■
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Óæå ïðè n = 3 âû÷èñëåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêèìè.
Òàê êàê íà êëàññå Br ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöè-
åíòû, òî ïî òåîðåìå Ðèññà-Ôåéåðà (òåîðåìà 2) ïîëèíîì P èìååò äåéñòâèòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó, åñëè z1 = eiφ1 , z2 = eiφ2 , z3 = eiφ3 , ãäå 0 ⩽ φ1 < φ2 <
φ3 < 2π åãî êîðíè, òî èç óñëîâèÿ ψ0 = 1, òî åñòü z1z2z3 = −1 ñëåäóåò, ÷òî z2 = −1
è z1 = z3. Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåä¼ííûå ïî àíàëîãèè ñ âû÷èñëåíèÿìè èç äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 16 äàþò α1,2,3 > 0 åñëè è òîëüêî åñëè cosφ1 = 1/2 èëè t = 5/2− cosφ1.
Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âòîðîé âàðèàíò íå äà¼ò ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ, à ïåð-
âûé ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ α1,2,3 = t/3. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 16 ïîëó÷èì, ÷òî t = 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî {f}3 = 2/e.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 24. Åñëè ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöè-

åíòû, òî Ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà ïðè n = 3.

Èòàê, äàæå ïðè n = 3 äëÿ îáëåã÷åíèÿ âûêëàäîê ïðèøëîñü íàëîæèòü íà ýêñ-
òðåìàëüíóþ ôóíêöèþ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ n ⩾ 3 öåëåñî-
îáðàçíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû.

26 Î ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà II

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïîäõîä ê ïîèñêó ôóíêöèé ýêñòðåìàëüíîãî òèïà, îïèðà-
þùèéñÿ íà òåîðåìó 10. Óïîìÿíåì, åù¼ ðàç, ÷òî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ m = n íå
óìåíüøàåò îáùíîñòè â ñèëó òåîðåìû 8. Òàêæå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà òåîðåìó 19,
ïîýòîìó â ýòîì ïóíêòå ñ÷èòàåì, ÷òî t > 1.

1. Íàïîìíèì, ÷òî ReH(z) = |P (z)|2, z ∈ ∂∆ è âñå êîðíè P ëåæàò âíå ∆.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9 êîðíè ìíîãî÷ëåíà P , ëåæàùèå íà ∂∆ ñîâïàäàþò ñ íóëÿ-
ìè ôóíêöèè ReH íà ∂∆, ïîýòîìó ñòðîèì ìíîãî÷ëåí P ïî åãî êîðíÿì z1, . . . , zn,
ëåæàùèì íà ∂∆ (zk := e−iφk , k = 1, . . . , n, 0 ⩽ φ1 ⩽ . . . ⩽ φn < 2π)

P (z) = pnΨ(z) = pn(ψ0 + . . .+ ψnz
n) = pn

n∏
k=1

(z − zk),

÷òîáû íàéòè ÷èñëà ψ0, . . . , ψn. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

c := |ψ0|2 + . . .+ |ψn|2,

ìû ïîëó÷èì pk ñ íåîáõîäèìûì íàì ñâîéñòâîì |p0|2 + . . .+ |pn|2 = 2/e ïî ôîðìóëå

pk :=

√
2

ce
ψk, k = 0, . . . , n.

Òàê êàê {f}n > 0, òî ψ0 ⩾ 1, à ïîñêîëüêó P îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ
òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû, òî ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî pn > 0, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî p0 > 0 (ñì. ïóíêò 8).

2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3 ñòðîèì ìíîãî÷ëåí H, çàäàííûé ôîðìóëîé (34):

H(z) := h0 + 2

n∑
k=1

hkz
k = {f}n + 2

n∑
k=1

{f}n−kz
k, h0 = {f}n =

2

e
, hn = {f}0 > 0,
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ãäå f � ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ñòðîèì. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4

{f}n−k =

n−k∑
j=0

pj+kpj , k = 0, . . . , n. (46)

ßñíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (32) âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî êîðíè ïî-
ëèíîìà H äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (41), (19), (20) òàêæå ïî ïîñòðîåíèþ.

3. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (46) ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 20, ïîëó÷àåì îòðåçîê ðÿäà Òåé-
ëîðà äëÿ ôóíêöèè f :

f(z) = pnp0 + (pn−1p0 + pnp1)z + . . .+ (p1p0 + . . .+ pnpn−1)z
n−1+

+
2

e
zn +

n− 1

n+ 1
(p1p0 + . . .+ pnpn−1)z

n+1 + o(zn+1).

4. Óñëîâèÿ (32), (35), (36), (41), (19), (20), à òàêæå óñëîâèÿ òåîðåì 20 è 21
âûïîëíåíû ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 22, òî ïðîâåðÿåì, ÷òî
f ∈

⋃
t⩾1

Bt, òî åñòü îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè h := − ln f óäîâëåòâîðÿåò êðè-

òåðèþ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 7). Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 19, òî
ãèïîòåçà Êøèæà íå âåðíà.

Åñëè ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f , îïðîâåðãàþùåé ãèïîòåçó Êøèæà áóäåò äîêà-
çàíî ïðè ïîìîùè ýòîãî àëãîðèòìà, òî ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü â
âèäå ïðîäîëæåíèÿ ïîëèíîìà {f}0 + {f}1z + . . . + {f}n+1z

n+1 äî ôóíêöèè êëàññà
B. Î ïðîäîëæåíèè ïîëèíîìîâ ñì. [19, 20].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà äîêàæåì òåî-
ðåìó 23 äðóãèì ñïîñîáîì.

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ ýêñòðåìàëüíîãî òèïà. Òîãäà 0 ⩽ φ1 < φ2 < 2π è ψ0 = 1,
îòêóäà φ1 + φ2 = 2π. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî φ1 ∈ (0, π), φ2 = 2π − φ1.

Äàëåå, P (z) =
√

2
ce (z−e

iφ1)(z−e−iφ1) =
√

2
ce (1−2 cosφ1z+z

2), òî åñòü ψ0 = 1,

ψ1 = −2 cosφ1, ψ2 = 1, à c = |ψ0|2 + |ψ1|2 + |ψ2|2 = 2(1 + 2 cos2 φ1).
Ñëåäîâàòåëüíî, {f}0 = e−1(1+2 cos2 φ1)

−1, {f}1 = −4 cosφ1e
−1(1+2 cos2 φ1)

−1,
{f}2 = 2e−1. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî {h}0 = 1 + ln(1 + 2 cos2 φ1), {h}1 = 4 cosφ1,
{h}2 = −2(1− 2 cos2 φ1).

Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà (òåîðåìà 7). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì
ìèíîðû Mk, k = 0, 1, 2,

M0 = 2(1 + ℓ),

M1 = 4(ℓ2 + 2ℓ− 2c+ 1),

M2 = 8(ℓ2 + (1 + c)ℓ− 3c2)(ℓ− c+ 2),

ãäå c := 2 cos2 φ1, ℓ := ln(1 + c). Ìèíîðû M0 è M1 ïîëîæèòåëüíû ïðè ëþáîì φ1, à
âîò M2 = 0 òîëüêî ïðè φ1 = π/2 è îòðèöàòåëåí ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ φ1.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè n = 2 íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f ∈ B, óäîâëåòâî-
ðÿþùåé òåîðåìå 19 ïîýòîìó ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà ïðè n = 2.

Ïðè n = 3 ôîðìóëû óñëîæíÿþòñÿ, ïîýòîìó äëÿ n ⩾ 3 öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü
÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû.
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