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1 Ââåäåíèå

Ýòà ñòàòüÿ ïðåäâàðÿåò âòîðîå èçäàíèå ìîíîãðàôèè ¾Ïîëèôèíèòíûé àíà-
ëèç è îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ [Òîðãàøèí, 2020] (èñïðàâëåííîå, ñóùå-
ñòâåííî ïåðåðàáîòàííîå è äîïîëíåííîå) â íåîïóáëèêîâàííîé ÷àñòè. Êíè-
ãà, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ óæå äðóãîé ðàáîòîé è âûéäåò ïîä çàãîëîâêîì ¾Êî-
íå÷íîå î áåñêîíå÷íîì¿. Çäåñü â äâóõ ãëàâàõ ïðåäñòàâëåíû ðàçíûå ðå-
çóëüòàòû, êîòîðûå îáúåäèíåíû òîëüêî áîëüøîé òåìîé (¾îáúåêòîì¿, à íå
¾ïðåäìåòîì¿ èññëåäîâàíèÿ). Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ
ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü òåîðèè áåñêîíå÷íîñòè â øèðîêîì ñìûñëå, ïðèãîäíàÿ
íå òîëüêî äëÿ ïîëèôèíèòíîãî àíàëèçà (ÏÔÀ), íî è äëÿ ëþáîé åå òåîðåòè-
÷åñêîé ðåöåïöèè. Âî âòîðîì - çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû ÏÔÀ â òåîðèè ÷èñåë.
Ïåðâîå èçäàíèå ñîäåðæàëî òîëüêî àêñèîìàòèêó è ôîðìàëüíîå ïîíèìàíèå
áåñêîíå÷íîñòè, â ýêçèñòåíöèàëüíîé ÷àñòè ðîâíî íàñòîëüêî, ñêîëüêî äàåò
óâèäåòü ôîðìàëèçì. Ñ òåõ ïîð î÷åíü ìíîãîå èçìåíÿëîñü. Áûëà èçäàíà
êíèãà ¾ßçûê è ðåàëüíîñòü¿ [Ëûñåíêî, Òîðãàøèí, 2025], íàïèñàíèå êîòî-
ðîé ïðèâåëî ê èçìåíåíèþ ñàìîé èäåè ôîðìàëüíîãî è àáñòðàêòíîãî. Â íåé
áûëà äàíà òåîðåìà î ôóíäàìåíòàëüíîé ýìïèðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè,
ê ñîæàëåíèþ, â íå äî êîíöà ôîðìàëèçîâàííîì âèäå (¾äëÿ ãóìàíèòàðè-
åâ¿) è íå ñîâñåì âåðíî íàçâàííàÿ ¾ïðàãìàòè÷åñêîé òåîðåìîé Ãåäåëÿ¿. Ïî
ñâîåìó ñîäåðæàíèþ è ñïîñîáó äîêàçàòåëüñòâà ýòî äðóãàÿ òåîðåìà. Ýòîò
ïðîáåë â áëèæàéøåå âðåìÿ áóäåò èñïðàâëåí êàê ðàç â ¾Êîíå÷íîå î áåñ-
êîíå÷íîì¿. Ïðåæäå âñåãî àáñòðàêòíîå òåïåðü ïîíèìàåòñÿ íàìè íå êàê
ïðåäåëüíî îáîáùåííîå, à êàê ïîääàþùååñÿ áóêâàëüíîé èíòåïðåòàïöèè
ïðè ëþáîì èñïîëüçîâàíèè. Íàïðèìåð, óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåí-
íîãî òðåóãîëüíèêà îêàæóòñÿ ðàâíûìè, áóäü ýòî õîòü ïëàñòèêîâûå äåòàëè
äåòñêîé ïëîùàäêè èëè õîòü òèòàíîâûå ýëåìåíòû êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ.
Ïàðàäîêñ Ðàññåëà âîçíèê èç-çà íàðóøåíèÿ òàêîé áóêâàëüíîñòè: îïðåäå-
ëåíèå ¾íîðìàëüíîãî¿ ìíîæåñòâà ìåíÿëî ñâîå îïðåäåëåíèå ïðè åãî ïî-
ñòðîåíèè. Ýòî áóäåò îïóáëèêîâàíî óæå çäåñü.

Òàêîå âèäåíèå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì ìåòîäîëîãè÷åñêèì ïîñëåä-
ñòâèÿì, à èìåííî íå èìååò ñìûñëà áåçäóìíîå ñòðåìëåíèå ê ¾ìàêñèìàëüíî
îáùèì óñëîâèÿì¿, îáîáùåíèå äîëæíî áûòü íå ïðåäåëüíûì, à àäåêâàò-
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íûì. Ýòî èçáàâëÿåò îò ñèíòàêñè÷åñêîé çàáîòû î ðàçäåëåíèè íà ìíîæå-
ñòâà è êëàññû, âñå òàêèå ðàçäåëåíèÿ ïðîèñõîäèò íà óðîâíå ñìûñëà, à ãäå
ñìûñëà íåò - èññëåäîâàòü íåëüçÿ. Â ýòîé ÷àñòè ìû ñîëèäàðíû ñ èíòóè-
öèîíèçìîì. Âäîáàâêîê ÏÔÀ ïîñòðîåí òàê, ÷òî îïðåäåëèòü ¾ìíîæåñòâî
ìíîæåñòâ¿ - íåòðèâèàëüíàÿ è î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à, ëþáîå ìíîæåñòâî -
ýòî ÷èñëî íà ïîëèôèíèòíîé Îñè. Íå÷èñëîâûå ìíîæåñòâà (ðàññåëîâñêèå
¾íîñêè¿ è ò.ï.) ìîãóò áûòü òîëüêî êîíå÷íûìè, ¾àáñòðàêòíûå¿ èç íèõ
òàê èëè èíà÷å ¾çàìåøàíû íà àëåôàõ¿ è ¾âåùàìè¿ áûòü íå ìîãóò. Äëÿ
ëþáîé òåîðèè íåîáõîäèì îñòåíñèîíàë, ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ïðåäìåòíàÿ îá-
ëàñòü. Ìû íå íàçâàëè åå ýêçèñòåíöèîíàëîì èç-çà òîãî, ÷òî îíà, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íåîïðåäåëèìà áåç óêàçàíèÿ, è ñëîâî ýêçèñòåíöèàë
óæå çàíÿòî.

Òåïåðü ìîæíî îáîçíà÷èòü òåìó ïåðâîãî ïàðàãðàôà. Â íåì ïðîèñõîäèò
ïîñòðîåíèå îñòåíñèîíàëà òåîðèè áåñêîíå÷íîñòè. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå
äàþòñÿ ñâîéñòâà ÷èñåë π è e, êîòîðûå ñëåäóþò èç ÏÔÀ, â òîì ÷èñëå èõ
àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü. Îñîáåííîñòü ÏÔÀ â òîì, ÷òî îí äàåò ðàç-
âåðíóòóþ öèôðîâóþ íîòàöèþ áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë, èíîãäà ïîçâîëÿþùóþ
âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ðàçðÿäîâ íà èíôðàôèíèòíîì îòðåçêå. Íè÷åãî ýòîãî
â ïåðâîì èçäàíèè íå áûëî è â êàêîé-òî ñòåïåíè ìîòèâàöèÿ òåîðèè áûëà
íåïîíÿòíà, êíèãà îêàçàëàñü ïîõîæà íà êîìïüþòåð áåç ìîíèòîðà. Çäåñü
ìû äàåì ñàìóþ ãëàâíóþ ÷àñòü ýòîãî ¾ìîíèòîðà¿. Âäîáàâîê èçäàííàÿ â
êîâèäíîé ãîä, îíà ñîäåðæèò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî îïå÷àòîê, òåõíè÷åñêèõ
è äàæå ñìûñëîâûõ îøèáîê, íàïðèìåð, â èíòåðïðåòàöèè ìíîæåñòâà Âèòà-
ëè àêñèîìàòèêà Ëåáåãà ðàññìîòðåíà, êàê ¾íåçíà÷èòåëüíàÿ ïîäðîáíîñòü¿.
Ýòè îøèáêè ñâÿçàû ñ áîëåçíüþ ðîñòà, è ìû íà÷èíàåì èõ èñïðàâëÿòü.

2 ×òî òàêîå áåñêîíå÷íîñòü è ïî÷åìó îíà ñó-

ùåñòâóåò

2.1 Ñâîéñòâî Êàíòîðà-Äåäåêèíäà

Â îäíîé èç ïðåäûäóùèõ ðàáîò [Òîðãàøèí, 2025à] áûëà óñòàíîâëåíà íåîïðå-
äåëåííîñòü, ïðèâîäÿùàÿ ê ïàðàäîêñó áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ñîáñòâåííîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâà, è áûëî
îáåùàíî ïðîäîëæåíèå.

×òîáû äâèãàòüñÿ äàëüøå, íàì ïðèäåòñÿ âîñïðîèçâåñòè òåîðåìó Äåäå-
êèíäà.

3



Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïî Äå-

äåêèíäó, åñëè îíî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîä-
ìíîæåñòâó. Òî åñòü ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : X 7→ Y , ãäå Y ⊂ X.

Òåîðåìà 2.1 (Äåäåêèíä). Ïðè óñëîâèè îäíîçíà÷íîñòè êàíòîðîâîé íó-
ìåðàöèè: ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò áèåêöèÿ íà åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîñòðîèì ÿâíóþ
áèåêöèþ f : A 7→ A \ {a0}.
Øàã 1: Âûäåëåíèå ñ÷¼òíîãî ïîäìíîæåñòâà

Òàê êàê A áåñêîíå÷íî, ìû ìîæåì âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàç-
ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

a0, a1, a2, a3, · · · ∈ A

Îáîçíà÷èì N = {a0, a1, a2, . . . } ⊆ A.

Øàã 2: Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ íà N
Îïðåäåëèì ñäâèã íà N :

g : N 7→ N \ {a0}, g(an) = an+1 äëÿ âñåõ n ∈ N

Øàã 3: Ðàñïðîñòðàíåíèå íà âñ¼ ìíîæåñòâî A
Îïðåäåëèì f : A 7→ A \ {a0} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =

{
g(x) = an+1, åñëè x = an ∈ N

x, åñëè x ∈ A \N

Øàã 4: Ïðîâåðêà áèåêòèâíîñòè

� Èíúåêòèâíîñòü: Åñëè f(x) = f(y), òî:

� Åñëè îáà îáðàçà â N \ {a0} � ñëåäóåò x = y èç èíúåêòèâíîñòè
g

� Åñëè îáà îáðàçà â A \N � òîãäà x = y

� Ñëó÷àé ðàçíûõ ÷àñòåé íåâîçìîæåí, òàê êàê f(N) ⊆ N \ {a0}
è f(A \N) ⊆ A \N

� Ñþðúåêòèâíîñòü íà A \ {a0}:
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� Äëÿ y ∈ N \ {a0}: y = an+1 = f(an)

� Äëÿ y ∈ A \N : y = f(y)

� Ýëåìåíò a0 íå èìååò ïðîîáðàçà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò A \ {a0}

Òàêèì îáðàçîì, f � áèåêöèÿ ìåæäó A è åãî ñîáñòâåííûì ïîäìíîæå-
ñòâîì A \ {a0}.

Âèçóàëèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ:

A : a0 a1 a2 a3 · · · x1 x2 · · ·
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

f(A) : a1 a2 a3 a4 · · · x1 x2 · · ·

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Â òåîðåìå Äåäåêèíäà îáðàç íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ïðîîáðàçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà äâóõ ìíîæå-
ñòâàõ:

ISinside(X, Y ) =

{
0, åñëè Y ̸⊆ X;

1, åñëè Y ⊆ X

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èç ýëåìåíòîâ {a0, a1} òåîðåìû 2.1 êàêN1, {a0, a1, a2}
êàê N2, {a0, a1, . . . , an} êàê Nn.

Ñîîòâåòñòâåííî, An = (A \N) ∪Nn.
Î÷åâèäíî, ISinside(An, An+1 \ {a0}) = 0 ïðè îòîáðàæåíèè

An : a0 a1 a2 a3 x1 x2 · · ·
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

f(An) = An+1 : a1 a2 a3 a4 x1 x2 · · ·

Èç îïðåäåëåíèÿ Äåäåêèíäà 2.1 ñëåäóþùèé ïðåäåë äîëæåí áûòü òà-
êèì:

lim
n7→∞

ISinside(An, An+1 \ {a0}) = ISinside(A,A) = 1,

ïîñêîëüêó A \ {a0} ⊂ A è An ñõîäèòñÿ ê A (¾â áåñêîíå÷íîñòè ñäâèã
èíäåêñà çíà÷åíèÿ íå èìååò¿).
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Îäíàêî,
lim
n→∞

ISinside(An, An+1 \ {a0}) = 0

êàê ïðåäåë ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé
ðàâåí 0.

Ñîõðàíèòü êðèòåðèé Äåäåêèíäà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, èñ-
êóññòâåííîå ñîõðàíåíèå íåöåëåñîîáðàçíî è ïðèâåäåò òîëüêî ê ïóòàíèöå.
Ïåðåõîä ê ýëåìåíòó çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà îäèíàêîâî âîçìîæåí êàê äëÿ
áåñêîíå÷íûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé, íàïðèìåð, ýòà äèàãðàì-
ìà ñòðóêòóðíî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé ñ áåñêîíå÷íûìè an íå áîëåå
÷åì ñàìîé áåñêîíå÷íîñòüþ:

An : a0 a1 a2 a3
↓ ↓ ↓ ↓

f(An) = An+1 : a1 a2 a3 a4

Íåçàìåòíûé ïåðåõîä ê áîëüøåé áåñêîíå÷íîñòè â òåîðèè ìíîæåñòâ -
ÿâëåíèå îáûäåííîå.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàçîâ¼ì ðåôåðåíöèåé (ññûëêîé) íà ýëåìåíò ïðè îòîá-
ðàæåíèè f(A) = B îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà a íà ýëåìåíò b, åñëè a ∈ A,
b ∈ B è f(a) = b.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü U - óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò
áóêâàëüíî ¾âñ¼¿, îíî ìàêñèìàëüíî ïî ìîùíîñòè, òîãäà êàêèì áóäåò
P (U) - ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ? Â ñèëó ýëåìåíòàðíîé òåîðå-
ìû, Card(U) < Card(P (U)). Îäíàêî P (U) ∈ U ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ,
U îïðåäåëåíî êàê ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ¾âñ¼¿. Îáû÷íî çäåñü
âèäÿò ïðîòèâîðå÷èå è íå îáðàùàþò âíèìàíèå, ÷òî òåðìèí ¾âñ¼¿ íå
îïðåäåë¼í äî êîíöà è ïðåäïîëàãàåò âíåøíþþ êîíñòðóêòèâíóþ ðåôåðåí-
öèþ, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ýëåìåíòà äëÿ
ññûëêè.

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà U êàê óíèâåðñàëüíîãî ôèêñèðóåò ñîñòîÿ-
íèå äî âêëþ÷åíèÿ â öåëîêóïíîñòü ìíîæåñòâà P (U). Âîçíèêàåò ñèòó-
àöèÿ êàê ïðè ñêëàäñêîì ó÷åòå, ãäå ìàòåðèàëüíûå öåííîñòè äåëÿòñÿ íà
îïðèõîäîâàííûå è íåîïðèõîäîâàííûå. Äëÿ ëó÷øåãî çàïîìèíàíèÿ âîçü-
ìåì ýòîò ôàêòóðíûé òåðìèí.
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Áóäåì îáîçíà÷àòü íåîïðèõîäîâàííûå ìíîæåñòâà áåç ïîäñòðî÷íîãî
èíäåêñà, à îïðèõîäîâàííûå - ñ íèì â ïîðÿäêå ïîñòðîåíèÿ. Ïåðâîå P (U)
çàïèøåòñÿ êàê U1, P (U1) = U2. U1 óíèâåðñàëüíî äëÿ ñâîåé èåðàðõèè ïîä-
÷èíåííûõ ñîâîêóïíîñòåé. U (ñîçíàòåëüíî áåç èíäåêñà) ñîäåðæèò ññûë-
êó íà P (U), ðåàëèçóÿ ïðèìåð âûíóæäåííîé ðåôåðåíöèè çà ïðåäåëû ìíî-
æåñòâà.

Åñëè ìû îáúÿâèì ìàêñèìàëüíûì óæå P (Un), ññûëêà çà åãî ïðåäåëû
íåìèíóåìî âîçíèêàåò óæå äëÿ íåãî.

Ýòî âòîðîé ïðèìåð îäíîãî è òîãî æå ÿâëåíèÿ, ïðîñòî â ïðèìåðå Äå-
äåêèíäà ðåôåðåíöèÿ âîâíå îêàçûâàòåëñÿ ëàòåíòíîé. Ïîñêîëüêó ýòî ñâîé-
ñòâî èìååò äâîéíîå àâòîðñòâî, åãî èìååò ñìûñë íàçûâàòü ñâîéñòâîì Êàíòîðà-
Äåäåêèíäà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

xn =
1

n
, yn = arctg

1

n
, n ∈ N.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà çíà÷åíèé yn1 , yn2 , . . . , ynk
íàéä¼òñÿ

òàêîé íîìåð m ∈ {n1, n2, . . . , nk}, ÷òî

ym < min{xn1 , xn2 , . . . , xnk
}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

0 < yn = arctg
1

n
<

1

n
= xn,

ïîñêîëüêó arctg t < t ïðè t > 0.
Ïóñòü ε = min{xn1 , xn2 , . . . , xnk

} > 0. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå m òàê,
÷òîáû

1

m
⩽ ε.

Òîãäà

ym <
1

m
⩽ ε = min{xn1 , xn2 , . . . , xnk

},

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2.2. Îáëàñòü çíà÷åíèÿ arctg(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {arctg(x)} ⊂ {x} ⇒ {arctg( 1
n
)} ⊂ { 1

n
}.

Îäíàêî

lim
n→∞

ISinside(
1

n
, arctg(

1

n
)) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ãðàôè÷åñêóþ ïðèíàäëåæíîñòü îäíîé îá-
ëàñòè {arctg(x)} - íå ïîäìíîæåñòâî {x}.

È ýòî íå ïàðàäîêñ, à ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ, îòêðûòîå Êàíòîðîì è èññëåäîâàííîå Äåäåêèíäîì ñ íåêîððåêòíîé
èíòåðïðåòàöèåé.

Îá ýòîì ìîæíî áûëî äîãàäàòüñÿ ðàíüøå è íåçàâèñèìî îò òåîðåìû
2.2. Â ëþáîì ñëó÷àå {arctg(x)} ⊂ {x} èìååò çàÿâêó íà ïðàâîòó òîëüêî
ïðè îòîæäåñòâëåíèè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ñ ¾òî÷êàìè¿, è ýòà ìåòàôîðà
íèêîãäà íå áûëà êîíñòðóêòèâíîé. ¾Òî÷å÷íûé¿ ðîñò arctg(x) âîîáùå íå
èìååò ñìûñëà è âûðàæåíèÿ â âèäå ïðîèçâîäíîé.

Ñâîéñòâî Êàíòîðà-Äåäåêèíäà ïðåäïîëàåò êîíñòðóêòèâíûé ñóáñòðàò,
òî åñòü âûõîä çà ïðåäåëû ôîðìàëüíî îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà, êàê ýòî
áûëî íà ïðèìåðå ïàðàäîêñà Êàíòîðà, òåîðåìû Äåäåêèíäà è àðêòàíãåíñà.
Ýòîò ñóáñòðàò âñåãäà íåîáõîäèì, åãî îòñóòñòâèå ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíûì
îïðåäåëåíèÿì.

Îò÷åãî òàê ïðîèçîøëî? Â ðàêóðñå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íûå
ìíîæåñòâà - ¾îäèíàêîâû¿. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âîçíèêëî ïðåäñòàâëåíèå
îá óíèêàëüíîé ñ÷åòíîé ìîùíîñòè. Èñêëþ÷åíèå - 2ℵ0 , èç-çà ðàçèòåëüíîé
äèñòèíêöèè â îïðåäåëåíèè îíî ðàçëè÷èìî ¾ñ Çåìëè¿. Ïðîñòî òåîðèÿ ìíî-
æåñòâ íå ñòàâèëà ñâîåé öåëüþ äåòàëèçàöèþ íà îñíîâå êîíå÷íûõ ñâîéñòâ
áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Îòîæäåñòâëåíèå N ñî ¾âñåìè ÷èñëàìè¿ áûëî íà-
èâíîñòüþ, è ïî÷åìó â íàøåì ñëó÷àå ýòî êîãî-òî óäèâëÿåò, åñëè ¾íàèâ-
íîñòü¿ - òèòóëüíîå ñâîéñòâî ýòîé òåîðèè?

Â ðàáîòå ¾Äâà íîâûõ ïàðàäîêñà òåîðèè ìíîæåñòâ Êàíòîðà¿ [Òîð-
ãàøèí, 2025à] áûëà äîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ íåâîçìîæíîñòü áèåêöèè
ìíîæåñòâà íà ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî äàæå â ñëó÷àå èõ áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ýòà òåîðåìà áûëà ñèëüíåå, ÷åì ïðèìåðû ñ áèåêöèåé Äåäåêèíäà è
àðêòàíãåíñîì, îáîáùåíèÿ íå áûëè ñäåëàíû ïî âíåìàòåìàòè÷åñêèì ïðè-
÷èíàì. Íà ñàìîì äåëå ýòî íèêàêèå íå ïàðàäîêñû, à ñâèäåòåëüñòâà íåçà-
âåðøåííîñòè êàíòîðîâà ïðîåêòà, êîòîðûé ïðåæäåâðåìåííî ñòàëè ôèêñè-
ðîâàòü â æåñòêèõ àêñèîìàòèêàõ. Îäíàêî äàæå â òàêîì âèäå ìû ñ÷èòàåì
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íîâûé âàðèàíò òåîðèè êàíòîðîâûì, îñíîâíûå èäåè îñòàþòñÿ, áåñêîíå÷-
íûå ìíîæåñòâà ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ðàçíîîáðàçíûìè è áîëüøå ïîõîæè íà
êîíå÷íûå. Â ïîëèôèíèòíîì àíàëèçå âìåñòî àðèôìåòèêè àëåôîâ, òî÷íåå
íàðÿäó ñ íåé â äðóãîì âèäå, âîçíèêàåò àðèôìåòèêà ¾îáû÷íûõ¿, íî áåñ-
êîíå÷íûõ ÷èñåë â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ïîëåé, ÷òî ñáëè-
æàåò åå ñ àíàëèçîì Ðîáèíñîíà. Îäíàêî ó íåãî ïîñòðîåíèå èñêëþ÷èòåëüíî
àêñèîìàòè÷åñêîå, ó íàñ - ýêçèñòåíöèàëüíîå è àêñèîìàòè÷åñêîå, êàê ó ãåî-
ìåòðèè.

2.2 Êîíå÷íûå íîìåðà áåñêîíå÷íûõ ñïèñêîâ

Ñêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ (çàãçàãîîáðàçíàÿ) íóìåðàöèÿ Êàíòîðà [Àëåê-
ñàíäðîâ, 2008, ñ.18-23], íåóáåäèòåëüíà è íåîáîñíîâàííà - íè÷åãî íå ñêà-
çàòü. Îíà íå ñóùåñòâóåò äàæå â âèäå ñèíòàêñè÷åñêîãî òåëà ëîãè÷åñêîãî
âûâîäà. Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû óáåäèìñÿ ÷òî ðèòîðèêà ýòîãî àðãó-
ìåíòà öåëèêîì îñíîâàíà íà èëëþçèè, äàæå åñëè áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà
ñóùåñòâóþò.

Â ¾êëàññè÷åñêîì¿ ïðåäñòàâëåíèè âñå íóìåðàöèè (óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî íîìåðîâ) áåñêîíå÷íûõ ñïèñêîâ èìåþò îäíó è òó æå ìîùíîñòü.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî íå òàê.

Âîçüìåì êàíòîðîâñêóþ íóìåðàöèþ çèãçàãîì zz, êàê íà ðèñóíêå:
Ðàññìîòðèì äâà ëþáûå óïîðÿäî÷åíííûå ïî âîçðàñòàíèþ ñïèñêà îáûê-

íîâåííûõ äðîáåé ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè. Íàïðèìåð, ïåðâûé - ñî çíà-
ìåíàòåëåì 2, âòîðîé - ñî çíàìåíàòåëåì 3. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü
äðîáè m

n
= l

k
, ãäå n ̸= k, - ðàçíûìè,

A = [1
2
, 2
2
, 3
2
...] è

B = [1
3
, 2
3
, 3
3
...].

Îòîáðàçèì ýëåìåíòû ñïèñêà A, êðîìå 1
2
, íà ñåáÿ. Îòîáðàçèì 1

2
íà ïåð-

âûé ýëåìåíò âòîðîãî ñïèñêà 1
3
. Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû îáðàçà íàòóðàëü-

íûìè ÷èñëàìè ñëåâà íàïðàâî, íà÷èíàÿ ñ 2
2
è çàêàí÷èâàÿ 1

3
êàê ïîñëåäíèì

ýëåìåíòîì. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ïðåäåëüíûì ïå-
ðåõîäîì îò êîíå÷íûõ ê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðîáåé ñî çíà-
ìåíàòåëåì 2.

Îïðåäåëèì äèñêðåòíîå ðàññòîÿíèå íà ýëåìåíòàõ îáðàçà ñ ìåòðèêîé
dk(x, y) = |Nk(x)−Nk(y)|,
ãäå Nk(x) - íîìåð ýëåìåíòà x ñëåâà íàïðàâî â îáúåäèí¼ííîé íóìåðà-

öèè, âêëþ÷àþùåé k − 1 äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì 2.
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Ðèñ. 1: Äèàãîíàëüíàÿ (çèãçàãîîáðàçíàÿ) íóìåðàöèÿ Êàíòîðà, ôóíêöèÿ
zz(Q).
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Òàêàÿ áèåêöèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî k. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ êàæäàÿ äðîáü â ïåðâîì ñïèñêå èìååò êîíå÷íûé íàòóðàëüíûé íîìåð;
òîãäà, ïî Êàíòîðó, ìåæäó Nk(

2
2
) è Nk(

1
3
) âñå ÷èñëà êîíå÷íû; äèñêðåòíîå

ðàññòîÿíèå îò ïåðâîãî ýëåìåíòà 2
2
äî ïîñëåäíåãî 1

3
âû÷èñëèìî è òàêæå

êîíå÷íî, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ñïèñêà äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì
2.

Òîãäà, ñîãëàñíî êàíòîðîâîé íóìåðàöèè:
∀k ∈ {0, 1, . . . , n} dk(x, y) = |Nk(x)−Nk(yk)| < ∞,
ãäå yk =

1
3
, à âñå îñòàëüíûå íîìåðà Nk(x) ïðèíàäëåæàò ïåðâûì k − 1

äðîáÿì ñî çíàìåíàòåëåì 2.
Ïî ñóòè, òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî, íî äëÿ òåõ, êòî ¾íå âåðèò¿

ïðåäëàãåì ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ:

fin(x) =

{
0, åñëè x - êîíå÷íîå.

1, åñëè x - áåñêîíå÷íîå

Â ðàìêàõ êàíòîðîâñêîãî ïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ¾êàæäîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî èìååò êîíå÷íûé íîìåð¿, ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí:

lim
k→∞

fin(Nk(
1

3
)−Nk(

1

2
)) = 0.

Ëþáîå èç ÷èñåë ñïèñêà íàõîäèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôèíèòíîé àðèôìåòèêå è òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ïðåäåë òàêæå ðàâåí 1.

Ìåæäó Êàíòîðîì è àðèôìåòèêîé ìû âûáèðàåì àðèôìåòèêó. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî äîïóùåíèå êîíå÷íîé íóìåðàöèè â áåñêîíå÷íîñòè ñ ¾êîíñòðóê-
òèâíûìè íîìåðàìè¿ áûëî îøèáî÷íûì.

Äëÿ ÷èñòîòû àðãóìåíòàöèè, ïðàâäà, öåëèêîì è ïîëíîñòüþ ðèòîðè÷å-
ñêîé, Nk ìîæíî ïóñòèòü ïðÿìî ïî çíà÷åíèÿì êàíòîðîâîé ôóíêöèè, êî-
òîðàÿ íà ëþáûõ íåîãðàíè÷åííûõ ñïèñêàõ ¾óìååò¿ íå âûõîäèòü çà ðàìêè
êîíå÷íûõ íîìåðîâ.

Íàø êîíòðïðèìåð íå ñîäåðæèò íè÷åãî, êðîìå áèåêöèè è îòíîøåíèé
¾áîëüøå-ìåíüøå¿ íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Äàæå áåñêîíå÷íîñòü ïîÿâëÿ-
åòñÿ â íåì ïî ñöåíàðèþ Êàíòîðà ñ êîíå÷íûìè âû÷èñëèìûìè íîìåðàìè.

2.3 Òðîéíîé ñîôèçì

Ñîôèçì 2.1.
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(a) Âñå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë - êîíå÷-
íû.

(b) Âñå ìîùíîñòè ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ - êîíå÷íû.

(c) Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èìååò íàòóðàëüíûé íîìåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî n. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ
ññûëêà íà òåêóùèé êîíå÷íûé íîìåð.

(a) Ëþáîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî êîíå÷íî, è áîëüøåå íà åäèíèöó
- òîæå êîíå÷íî.

(b) Ìû íå çíàåì íèêàêèõ ìíîæåñòâ, êðîìå ñîäåðæàùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ. È òàê äëÿ êàæäîãî n.

(c) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïóíêòàì èç ñóùåñòâîâàíèÿ íîìåðà ÷èñëà
Q â êàíòîðîé íóìåðàöèè ñëåäóåò êîíå÷íîñòü âñåõ íîìåðîâ. È îíè íå
èìåþò îòíîøåíèÿ ê áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâàì, âíå ìåòàôèçè÷åñêîé
ýêñòðàïîëÿöèè.

Âñå òðè ñîôèçìà äîêàçûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå äîêàçàòåëüñòâîì.
Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûìè ìîæíî áû áûëî ïðî-

íóìåðîâàòü ÷òî-òî áåñêîíå÷íîå, è áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ïîäëåæàùèõ
íóìåðàöèè ïî ïðàâèëó ¾äèàãîíàëüíîãî ïðîõîäà¿, íå ñóùåñòâóåò. Ýòî áî-
ëåå ñèëüíîå ñëåäñòâèå, ÷åì ïðåäïîëàãàë Êàíòîð.

Åãî ïîñòðîåíèÿ âåðíû è äàæå òðèâèàëüíû, íî îòíîñÿòñÿ ëèøü ê êî-
íå÷íûì ÷èñëàì. Èñïîëüçîâàòü ýòî äëÿ îïèñàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîòèâîðå÷èå â îïðåäåëåíèè.

Ðàâåíñòâà äèàãîíàëüíîé íóìåðàöèè èìåþò ñìûñë òîëüêî íà êîíå÷íîì
îòðåçêå, ïðîòèâîïîëîæíîå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëüçîâàòåëè ìîãóò ïðèâåñòè
ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî íîìåðà.

Ó áåñêîíå÷íîãî åñòü åäèíñòâåííîå êîëè÷åñòâåííîå ñâîéñòâî áûòü áåñ-
êîíå÷íûì, è â íóìåðàöèè èñêëþ÷àåòñÿ èìåííî îíî. Îíà ïðåäïîëàãàåò
ôèíèòíîñòü ëþáîãî íîìåðà, òî åñòü ðàáîòàåò èñêëþ÷èòåëüíî ïðè óñëî-
âèè òîãî, ÷òî ïðèçâàíà íàðóøèòü. Ýòî êëàññè÷åñêîå ïðåäâîñõèùåíèå îñ-
íîâàíèÿ, âäîáàâîê ñîäåðæàùåå ïðîòèâîðå÷èå.
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Íè îäíî èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðîâíî ïî
òîìó æå îïðåäåëåíèþ, ïî êîòîðîìó îíè ñîñòàâèëè áèåêöèþ zz. ¾Âñå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà¿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ïðè
ïåðåõîäå ê áåñêîíå÷íîñòè êîíå÷íîñòü óòðà÷èâàåòñÿ è òåîðåìà òàì íå äî-
êàçàíà.

Äèàãîíàëüíàÿ íóìåðàöèÿ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê íå÷òî ¾ìàòåìàòè÷åñêè
ðåøåííîå¿, êîãäà åå âàëèäíîñòü îïðåäåëåíà íå ìàòåìàòè÷åñêèì ñïîñî-
áîì. Áîëåå òîãî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü íóìåðàöèè âîîáùå íå ñîäåðæèò
îáîçíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîñòè íà óðîâíå ñèãíàòóðû è íå ñïîñîáíà âûðàæàòü
å¼ è ÷òî áû òî íè áûëî ñ íåþ ñâÿçàííîå ïî ôîðìàëüíûì îñíîâàíèÿì. Â
ýòîì ìåñòå ïîñëåäîâàòåëè òåîðèè ïðîñòî ¾íàäåþòñÿ¿, ÷òî ¾÷èòàòåëü ïîé-
ìåò¿ è âìåñòî íåîáõîäèìûõ çíàêîâ èñïîëüçóþò àíàëîã ¾è òàê äàëåå¿.

Ìû íå ãîâîðèì, ÷òî íåò áèåêöèè, à òîëüêî òî, ÷òî íîìåðà è íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà - íå îäíî è òî æå. Áèåêöèÿ íå ñïîñîáíà îïðåäåëèòü ãðàíèöó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëè Êàíòîðà ñ÷èòàþò íåòîæäåñòâåííîñòü íîìåðîâ è
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìðàêîáåñèåì, ïî÷åìó îíè ââîäÿò ñâåðõñ÷åòíóþ èì-
ïðîâèçèðîâàííóþ ¾ñ íåêîòîðîãî ìåñòà¿ íóìåðàöèþ áåñêîíå÷íûõ îðäè-
íàëîâ è íå ñ÷èòàþò ýòî òàêîâûì? Îñîáåííîñòüþ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ
êðàéíå íå ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóõó ìàòåìàòèêè âûáîðî÷íàÿ ñòðîãîñòü, êî-
òîðàÿ îïðåäåëÿåò ñîäåðæàíèå ïî ïðèíöèïó: ìû ïðèíèìàåì çà ñâîéñòâà,
÷òî ïîñ÷èòàëè íóæíûì, à âû âñëåä çà íàìè.

Îíè äîïóñêàþò áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, íî êàê òîëüêî äîêàçàòåëü-
ñòâî íåèçáåæíî óõîäèò íà áåñêîíå÷íûå íîìåðà âíåçàïíî íà÷èíàþò ¾ñòåñ-
íÿòüñÿ¿ è ñâîðà÷èâàþò âûêëàäêè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ñ êîíå÷íûìè íîìåðàìè.

Ïàðàäîêñ íóìåðàöèè â zz Êàíòîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êîíå÷íîì
ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü èñ÷åðïàíî,
îáÿçàòåëüíî ïîíàäîáèòñÿ ïåðåõîä ê áåñêîíå÷íîñòè, à íà íåì àðãóìåíò
êîíå÷íûõ íîìåðîâ íå ðàáîòàåò.

Íóìåðàöèÿ íå îïðåäåëÿåò áåñêîíå÷íîñòü ñîâîêóïíîñòè, îïåðèðóÿ èñ-
êëþ÷èòåëüíî êîíå÷íûìè íîìåðàìè è ñîçäàâàÿ èëëþçèþ èñ÷åðïàííîñòè
N òîëüêî èìè. Ýòà ñêðûòàÿ êîëëèçèÿ íå ðàñïîçíàâàëàñü èç-çà îòñóò-
ñòâèÿ àëüòåðíàòèâû N, îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, áûëà ïðàâäîïîäîáíîé ïî
ïðè÷èíå êîíå÷íîñòè âñåõ àêòóàëüíûõ íîìåðîâ è óíèêàëüíîñòè ¾áëèæàé-
øåé áåñêîíå÷íîñòè¿ ℵ0 êàê èõ ñîâîêóïíîñòè. Ýòî íàïîìèíàåò àíåêäîò î
êîìáèíàòîðå, êîòîðûé óñòðîèëñÿ äèðåêòîðîì êðóïíîãî áàíêà, íàçâàâ ñå-
áÿ æåíèõîì äî÷åðè îëèãàðõà, è ïîñâàòàòàëñÿ ê íåé â êà÷åñòâå äèðåêòîðà
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êðóïíîãî áàíêà.
×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî øàðû â äâóõ óðíàõ îäíîãî öâåòà, - ìàëî îñìîò-

ðåòü øàðû èç îäíîé óðíû. Êàíòîð äîêàçàë, ÷òî âñå ÷èñëà - íóìåðîâàíû,
íî íå äîêàçàë, ÷òî âñå íóìåðîâàííûå ÷èñëà - êîíå÷íû. À åñëè áû åìó ýòî
óäàëîñü, ýòî åùå î÷åâèäíåå îïðîâåðãëî áû åãî òåîðèþ! Â êîíöå êîíöîâ,
áèåêöèÿ îïðåäåëÿåò âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü, à íå êîíå÷íîñòü èëè áåñ-
êîíå÷íîñòü, íî åå óïîðíî èñïîëüçóþò êàê àðãóìåíò â ïîëüçó òîòàëüíîé
êîíå÷íîñòè íîìåðîâ. Ýòî äåòñêàÿ îøèáêà âêëþ÷åíèÿ òîëüêî â îäíó, íî
íå â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

2.4 Ïî÷åìó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîñòü

Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü áåñêîíå÷íîñòü íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà
åñòü. Ïèêàíòíîñòü ñèòóàöèè â òîì, ÷òî ìû íå ìîæåì òîëêîì íàçâàòü
áåñêîíå÷íîñòü äàæå ¾ôåíîìåíîì¿, êîãäà îíà èìåííî òî, èç ÷åãî ïðåèìó-
ùåñòâåííî ñîñòîèò Âñåëåííàÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå âûðàæåíèÿ (â ýòîì ìåñòå öåëü - íå ïîðàçèòü
÷èòàòåëÿ ñëîæíîñòüþ):

lim
n→∞

6
n

3
= 0 è lim

n→∞

6
n
+ 10

3
=

10

3
, è lim

n→∞
n2 = ∞.

Âûäåëèì äâà ìîìåíòà:
- áåñêîíå÷íîñòü, ó÷àñòâóþùàÿ â îïåðàöèè, îòîáðàæàåòñÿ êàê íà êî-

íå÷íûå, òàê è íà áåñêîíå÷íûå ÷èñëà;
- è ðåçóëüòàò ïðè åå ó÷àñòèè îñìûñëåííî âàðüèðóåòñÿ.
Îïðåäåëèì áóëåâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

bool(x) =

{
0, åñëè x - ëîæíî;

1, åñëè x - èñòèííî

Áåðåì ëþáûå ÷èñëà ÷èñëîâîé îñè, íàïðèìåð, ¾3¿ è ¾5¿ è ïðîâåðÿåì
èõ îòíîøåíèÿ ïî ¾áîëüøå, ìåíüøå, ðàâíî¿ êàê îòíîøåíèÿ ñóìì ñòàöèî-
íàðíûõ ðÿäîâ:

bool(Σn→∞3 < Σn→∞5).

Îòîáðàæåíèå, ýëèìèíèðóÿ ¾çíàê ïðåäåëà¿, ïåðåâîäèò âñå îòíîøåíèÿ
ìåæäó ÷èñëàìè è ôóíêöèÿìè ⟨R,+, ◦⟩ â íîâóþ àëãåáðó ⟨R′

,+, ◦⟩.
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Åäèíñòâåííûé ¾æàäíûé¿ àëåô, êîòîðûé áû íàðóøàë ýòè îòíîøåíèÿ
- âîîáùå íå î ÷èñëàõ, è îí íå ïðèíàäëåæèò ýòîé ñõåìå.

Ðåçóëüòàò ñõîäèìîñòè áóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ðÿäû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò ìåñòî êàæäîãî ýëåìåíòà âî âñåõ îïåðàöèÿõ àëãåáðû ⟨R′

,+, ◦⟩. Èç-
çà òîãî, ÷òî îíè àáñîëþòíî èäåíòè÷íû, íå íóæíî çàìåíÿòü îïåðàöèè
âíóòðåííåãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ àëüòåðíàòèâíûìè çíàêàìè. Âíåø-
íèå îïåðàöèè îïðåäåëåíû â ÏÔÀ. [Òîðãàøèí, 2020, ñ.157-173]

Íå îáÿçàòåëüíî áûòü ëåâøîé, ÷òîáû óâèäåòü ñòðóêòóðó âëîæåííûõ
ïîëåé è ôðàêòàëüíîñòü. Ñ ëþáûì âíîâü îáðàçîâàííûì ïîëåì íè÷òî íå
ìåøàåò ïîñòóïèòü òî÷íî òàêæå. Òðåáóåòñÿ òîëüêî íàéòè âñ¼ íà ñâîèõ
ìåñòàõ è îïèñàòü îòíîøåíèÿ è îïåðàöèè.

Ýòî èëëþçèÿ, ÷òî ¾àíàëèç áåñêîíå÷íûõ âåëè÷èí (áîëüøèõ è ìàëûõ)¿,
êîòîðûé äî ñèõ ïîð íåóêëþæå íàçûâàþò ¾ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì¿
ðàáîòàåò ñ áåñêîíå÷íûìè ñóììàìè. Òåì áîëåå íà íåñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ,
ãäå íèêàêèõ ñóìì íåò, à ¾îïåðàöèè¿ îïðåäåëåíû. Îí âñåãî ëèøü èñïîëü-
çóåò ñõåìó, âíå âîïðîñà êîíå÷íîñòè èëè áåñêîíå÷íîñòè êîíñòàíò â íåå
ïîäñòàâëÿåìûõ. È ýëåìåíòû, ó÷àñòâóþùèå â íåé, ïðîñòî îïðåäåëåííûì
ñïîñîáîì îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó.

Åñëè áû ïðåäåë ñóììû äàâàë ÷åïóõó â

bool(Σn→∞3 < Σn→∞5),

÷åïóõà ïî åùå ¾êëàññè÷åñêîìó¿ ïîñòðîåíèþ âîçíèêàëà áû íà êîíå÷íûõ
ñóììàõ, íî ýòîãî íå ïðîèñõîäèò.

Áåñêîíå÷íîñòü - ýòî êîíå÷íî îïðåäåëåííûé ôåíîìåí. Îíà íå
áîëåå è íå ìåíåå ýìïèðè÷íà, ÷åì äëèííîå èëè ñèíåå. Ïî÷åìó êðèòèêè
áåñêîíå÷íîñòè ýòîãî íå çàìåòèëè?

Âëîæåííûå ïîëÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ ÷èñëî íå îãðàíè÷åíî, - òîæå
êîíå÷íû, èìåííî ïîýòîìó ñëîâî ¾ïîëèôèíèòíûé¿ (¾ìíîãîêîíå÷íûé¿) íå
ñîäåðæèò óêàçàíèÿ íà ∞.

Áîëåå òîãî, íàì èíòåðåñíû òîëüêî îòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè, à íå
ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ïðèðîäà áåñêîíå÷íîñòè, åå âîîáùå ìîæåò íå ñóùåñòâî-
âàòü, íàñêîëüêî ó íå¼ ýòî ïîëó÷èòñÿ, íå îðãàíèçóÿ ïðîòèâîðå÷èå. À òàì,
ãäå íå ïîëó÷èòñÿ, âîçíèêàåò êîíå÷íàÿ òåîðèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Âñå ñâîé-
ñòâà êàêèõ óãîäíî äîñòóïûõ îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòîâ âîçíèêàþò íå èç íåå
à èç ôèíèòíûõ è àêòóàëüíî îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèé. Îíè îïðåäåëåíû
íåçàâèñèìî îò ¾âíóòðåííèõ¿ ñâîéñòâ ÷èñåë. Òî÷íåå, ýòè ñâîéñòâà ïîëíî-
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ñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì ìåñòîì â îòîáðàæåíèè bool. Ìû îáíàðóæèâàåì
¾áåñêîíå÷íûå ÷èñëà¿ íà ñâîèõ ìåñòàõ, â êà÷åñòâå ýëåìåíòà â ñèñòåìå îíè
- òîæå êîíå÷íûå.

Êàíòîð íå èñïîëüçîâàë òàêîãî ñòàòè÷íîãî ñõåìíîãî ïîñòðîåíèÿ è åìó
ïðîòèâîðå÷èò çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êàíòîðîâñêîé òåîðèè, ïðîòèâîðå÷èò â
ïîçèòèâíîé êîíå÷íîé ÷àñòè. Ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåìî.

Îáðàòèì âíèìàíèå ÷òî ïîëèôèíèòíûé àíàëèç - íå ãèïîòåçà, ìû âñ¼
íàøëè â ãîòîâîì âèäå.

Ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íå ìåøàþò äîïîëíè-
òåëüíî èññëåäîâàòü áåñêîíå÷íîñòü áåç ïîïûòîê ñäåëàòü ýòî îñíîâàíèÿìè
òî÷íûõ è ýìïèðè÷åñêèõ íàóê. Âèä äåêàðòîâîé ïðÿìîé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñâèäåòåëüñòâî å¼ ðåàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, áåñ-
êîíå÷íîñòü íå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, åå îòðèöàíèå òðåáóåò îãðàíè÷åí-
íîãî ïðåäåëà, êîòîðûé ïîðîæäàåò âîïðîñ î òîì, ¾÷òî çà íèì íàõîäèòñÿ¿.
Áåñêîíå÷íîå - ñàìîé ïðèðîäîé îïðåäåëåííûé ýëåìåíò, ïðè ïîïûòêå åãî
óáðàòü ðàçðóøàåòñÿ ñìûñë îñòàþùåãîñÿ.

Åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå çàáëóæäåíèå íà òåìó, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü íåîá-
õîäèìî ¾ïðåîäîëåâàòü¿. Îòñþäà, ¾àðèôìåòèêà àëåôîâ¿. Â ðåàëüíîñòè
íè÷åãî òàêîãî íå òðåáóåòñÿ. Â ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè áåñêîíå÷íîå - âñåãî
ëèøü ýëåìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî óíèâåðñóìà, âîçíèêàþùèé èç àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé.

0 îïðåäåëåí äèñêðåòíûì îòñóòñòâèåì. Åñëè íà ñêëàäå íåò ìàíäàðè-
íîâ, ìû íå îáîçíà÷èì ýòó ñèòóàöèþ ÷èñëîì 5. È ìàíäàðèíîâ áóäåò ìåíü-
øå, ÷åì 2. Íàëè÷èå íà ñêëàäå ÿáëîê íå âûðó÷èò, äàæå åñëè îíè öâåòîì
ïîõîæè íà ìàíäàðèíû. Êàê íè âûêðó÷èâàéñÿ, ïîíàäîáèòñÿ ÷èñëî 0.

Ïîåçä Ìîñêâà-Âëàäèâîñòîê ïðèáûâàåò ÷åðåç øåñòü ñóòîê. Ôèçè÷å-
ñêóþ íåïðåîäîëèìîñòü òî÷íî òàêæå ïðèä¼òñÿ îáîçíà÷èòü ÷èñëîì. ×åðåç
êàêîå âðåìÿ Ïàðèæ îêàæåòñÿ â Êèòàå? Íå èíîñêàçàòåëüíî, êàê ¾äíè Ïà-
ðèæà â Ïîäíåáåñíîé¿, à áóêâàëüíî ñ êàìíÿìè Íîòð-Äàìà?

Áåñêîíå÷íîñòü áîëåå îáûäåííà, ÷åì ïðèíÿòî äóìàòü. Îíà íå çàãàäî÷-
íåå íóëÿ. Åé íå íóæíî ïðèïèñûâàòü ñâîéñòâà, êðîìå òåõ, êîòîðûå åé
ïðèñóùè èç ðóòèííîãî ïîëîæåíèÿ âåùåé. Âñå å¼ íàñòîÿùèå ñâîéñòâà, êî-
òîðûå åñòü ñìûñë ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàòü, - èñêëþ÷èòåëüíî òàêèå. Èõ
íå òàê óæ ìàëî.

Òàì, ãäå áåñêîíå÷íîñòü ðàñïîëàãàåò ¾ê âûñîêîìó îáðàçó ìûñëåé¿, ïî-
íèìàòü åå íå íóæíî è âðåäíî. Ýòî âåðíûé ïðèçíàê ðåøàòü ïðîáëåìó
êàêèì-òî äðóãèì ñïîñîáîì, ãäå íåò óêàçàííîãî ¾âûñîêîãî îáðàçà ìûñ-
ëåé¿. Êàê íè ñòðàííî, ó ôèíèòèçìà îí òîæå åñòü â âèäå âûñîêîìåðíîé è
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íè÷åì íåïîäêðåïëåííîé óâåðåííîñòè îáîéòèñü äèñêðåòíûì.
Åñëè áåñêîíå÷íîñòü íå ïîääàåòñÿ åñòåñòâåííîìó èíòóèòèâíîìó ïîíè-

ìàíèþ, åå íå íóæíî ïîíèìàòü ñïåöèàëüíî è ñ óñèëèåì. Âìåñòî ïîíèìàíèÿ
âñå ðàâíî âîçíèêíóò ôàíòàçèè.

Èñïîëüçîâàíèå ñëîâà ¾áåñêîíå÷íîñòü¿ - ðåôåðåíòíî, èíà÷å áû íå âîç-
íèêëî ïðîáëåìû êâàäðàòóðû êðóãà, à ÷èñëî

√
2 èìåëî áû êîíå÷íóþ çà-

ïèñü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè.
Ñóùåñòâîâàíèå àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíåíèå. Ïðè

ýòîì ðå÷ü èäåò è î ìàòåìàòè÷åñêîé, è î êàêîé áû òî íè áûëî ôèçè÷å-
ñêîé áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0,1]. Ïóñòü íà í¼ì ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå èëè õîòÿ áû ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê, òîãäà ìåðà ýòîãî îòðåçêà, ñî-
ãëàñíî êîíå÷íîé è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû Ëåáåãà,
îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ êàê êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ñóììà íóëåé. Âîçíèêà-
åò âîïðîñ, ÷òî äåëàåò ýòîò îòðåçîê ðàâíûì 1 â íåêîòîðîì ðåïåðå. Ìîæ-
íî ñîñëàòüñÿ íà ôèçè÷åñêóþ î÷åâèäíîñòü äëèíû. Îäíàêî òàêîé îòâåò íå
èìååò îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòèêå, è äëèíà îòðåçêà îêàçûâàåòñÿ îòîðâàííîé
îò àíàëèçà åãî ýëåìåíòîâ, êðîìå ðåìåñëåííîãî ñíÿòèÿ ðàçìåðà øòàíãåí-
öèðêóëåì èëè åãî áîëåå òî÷íûì àíàëîãîì.

999 èç 1000 ìàòåìàòèêîâ çäåñü âîñêëèêíóò ¾À êàê æå êîíòèíóóì?¿.
Â òîì-òî è äåëî, ÷òî êîíòèíóóìà áåç àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè íå áûâà-
åò. È, åñëè ìû ïîíèìàåì áåñêîíå÷íîñòü èñêëþ÷èòåëüíî êàê âîçìîæíîñòü
âûïîëíåíèÿ îäíîé è òîé æå îïåðàöèè íè÷åì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç
(àëãîðèôì), ó íàñ îòñóòñòâóåò îáúåêò (òåðì), êîòîðûé áû îáîçíà÷àë ñóá-
ñòðàò, â êîòîðîì ýòî ïðîèñõîäèò. Êîíòèíóóì íàëè÷åñòâóåò êàê áû â âèäå
ïðèçðàêà, êîòîðûé åñòü, êîãäà âîçíèêàþò òðóäíûå âîïðîñû, è êîòîðîãî
íåò, êîãäà íóæíî øèðîêî ïðîâîçãëàñèòü îòêàç îò áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A è B ñîïîñòàâëåíû
áèåêöèåé f(A)=B, êðîìå äâóõ ýëåìåíòîâ a ∈ À è b ∈ B, � ýòî àâòîìà-
òè÷åñêè çàäà¼ò ðàñøèðåíåíèå f(a)=b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ.

Òåîðåìà 2.3 (Òåîðåìà cõåìàòèçìà). Êàæäîìó a ∈ R ñîîòâåòñòâóåò
óíèêàëüíûé áåñêîíå÷íî áîëüøîé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå x ◦ a = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà
R äëÿ ëþáîãî b. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2, ôîðìóëà a = b

x
îïðåäåëÿåò
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áèåêöèþ, â êîòîðîé 0 îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà áåñêîíå÷íî áîëüøîå
÷èñëî ïðè ôèêñèðîâàííîì b. Ïóñòü åãî çíà÷åíèå íå óíèêàëüíî. Òîãäà ïðè
c ̸= b

bool( lim
x→∞

c ◦ x = lim
x→∞

b ◦ x) = 1,

÷òî àðèôìåòè÷åñêè íåâåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû è óíèêàëü-

íû äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Òî÷êà è îòðåçîê ñóùåñòâóþò, îòíîøåíèå ìåæäó íèìè - òîæå, òîãäà
÷òî èìåííî ïðèäóìàíî â ïîðÿäêå íåäîáðîñîâåñòíûõ ôàíòàçèé, íà êîòî-
ðûe. ëþáÿò óêàçûâàòü èíòóèöèîíèñòû? Íàîáîðîò èõ ìèð, â êîòîðîì äî-
ñëîâíî íå ñóùåñòâóåò àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè - ôàíòàñòè÷åí íà ôîð-
ìàëüíîì óðîâíå.

Áåðåì îòðåçêè ìåðû a ̸= 0, è ìåðû 0, ÷àñòíîå èõ ìåð íå ÿâëÿåòñÿ
íåîïðåäåëåííûì. Îíî îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ÷àñòíûõ òîëüêî òåì, ÷òî åãî
áîÿòñÿ íàçâàòü, íå ïîíèìàÿ, ÷òî ýòèì óæå äàþò åìó èìÿ.

Åñëè îãðàíè÷èòü ìàòåìàòèêó êîíå÷íûìè îòðåçêàìè, íà ïðèìåð äðåâ-
íåâàâèëîíñêîé òðàäèöèè, ïðèäåòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ñðàâíåíèåì êîíå÷-
íûõ äëèí.

Çäåñü âîçìîæíà óëîâêà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îòêàçå ðàññìàòðèâàòü ÷à-
ñòè îòðåçêà ñ íóëåâîé ìåðîé, òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíûìè ïðèçíàþòñÿ
òîëüêî îòðåçêè ðàöèîíàëüíîé äëèíû. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå îòêðû-
òîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé (ïîëóèíòåðâàëà, èíòåðâàëà) â ýòîì ñëó÷àå
ïðîáëåìàòè÷íî èç-çà íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòà íóëåâîé ìåðû.
Íà òàêîé ïðÿìîé íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü îòðåçîê íàäâîå.

Ìàòåìàòèêà ñ ìèíèìàëüíûì íåíóëåâûì îòðåçêîì íå ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñòðóêòèâíîé, à íåäîñòðîåííîé, ñâîéñòâà òàêîé ìàòåìàòèêè íåêîíòðîëè-
ðóåìû, ìû íå ìîæåì ðåøèòü, ó÷àñòâóåò â íåé áåñêîíå÷íîñòü èëè íå
ó÷àñòâóåò. Â íåé àíîíèìíî ïîäðàçóìåâàþòñÿ îáúåêòû, êîòîðûå íåëüçÿ
ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé, è âîïðîñ îá àêòóàëüíî-
ñòè áåñêîíå÷íîãî íå ñâîäèì ê âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷-
íîãî àëãîðèòìà. Îòíîøåíèå îòðåçêà è òî÷êè ñóùåñòâóåò íå â ñèëó íåàê-
êóðàòíîñòè êàêîé-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, íå ïîòîìó ÷òî èõ êòî-òî
¾ïðèäóìàë¿. Îòêàçàòüñÿ îò èõ èññëåäîâàíèÿ òîëüêî èç-çà íåóäîáñòâà è
¾îïàñíîñòè¿ îáðàùåíèÿ ñ íèìè - âåñüìà íàïîìèíàåò ïîïûòêó ïëîõîãî
ïðîãðàììèñòà ðåøèòü çàäà÷ó íå ïî òåõíè÷åñêîìó çàäàíèþ çàêàç÷èêà, à
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ïî ñîîáðàæåíèÿì óäîáñòñâà å¼ ðååàëèçàöèè, äàæå åñëè çàêàç÷èêó ïðè
òàêîé ðåàëèçàöèè áóäåò êðàéíå íåóäîáíî ðàáîòàòü.

Òåì áîëåå ïîíÿòèåì áåñêîíå÷íî áëèçêîé òî÷êè óæå âíîñèòñÿ áåñêî-
íå÷íîñòü. Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïî òîé æå ïðè÷èíå - íèêàêèå íå êîíå÷-
íûå. Ñóùåñòâóåò èëëþçèÿ êîíå÷íîñòè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë êëàññè÷å-
ñêîãî àíàëèçà. Â ðåàëüíîñòè îíè ñîäåðæàò áåñêîíå÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ
è íå ïîääàþòñÿ ïðîñòîé ðåôåðåíöèè.

Óäîáíà ëè ¾ãðÿçíàÿ äëèíà ñ îòðåçêàìè íà êîíöàõ¿ ïðè ñóùåñòâîâà-
íèè ¾íåçàêîííîé¿ íî àðèôìåòè÷åñêè êîððåêòíîé ÷èñòîé äëèíû? Ðåàëüíî
òî÷êó è ¾÷èñëî¿ òî÷åê â îòðåçêå íå ïðèçíàåò òîëüêî ¾ìàòåìàòè÷åñêèé
ïëîñêîçåìåëåö¿. Îòðèöàíèå áåñêîíå÷íîñòè - íåêîíñòðóêòèâíî, êîíñòðóê-
òèâíî òîëüêî â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îöåíêè êîíñòðóêòèâíîñòè, êîòîðàÿ,
êàê ìû âèäåëè, íå ñîîòâåòñòâóåò îáùèì ïðåäñòàâëåíèåì îá óíèâåðñóìå
áåç âûïàäåíèÿ îãðîìíûõ ó÷àñòêîâ ñïåêòðà.

Åñëè âìåñòî îäíîé òî÷íîé ãðàíè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâå, ïî òîé
æå ïðè÷èíå íàì ïîíàäîáÿòñÿ óæå ÷åòûðå ýëåìåíòà, ïîòîì - âîñåìü è ò.ä.
×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìû âîîáùå ïîòåðÿåì ìåñòî òî÷íîé îöåíêè, íî
áóäåì ¾êîíñòðóêòèâíû¿. Îáû÷íî äóìàþò, ÷òî ñêåïòèöèçì è ñîìíåíèå -
ýòî, êàê ïðûæêè â äëèíó: ðàçáåæàëñÿ è ïàäàé âïåð¼ä, ñêîëüêî õî÷åøü,
íè÷åãî íå ñëó÷èòñÿ, êðîìå çà÷¼òà. Íî åñòü äåìàãîãè÷åñêîå äåêîðàòèâíîå
ñîìíåíèå, êîòîðîå ïîäìåíÿåò ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü.

Åñëè óäàëåíèå îáúåêòà ôîðìàëèçîâàííîé òåîðèè ïðèâîäèò ê åå ðàç-
ðóøåíèþ, êàêèì äîëæåí áûòü åùå ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàòü? Áûòü íåïðîòèâîðå÷èâî îïèñàí, ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîñòè. Â
ñëó÷àå àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè è òî, è äðóãîå - íà ìåñòå. Â ñëó÷àå
èíòóèöèîíèçìà - íåò.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íàçîâåì àêòóàëüíûì ýëåìåíò ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè, êîòîðûé èìååò ðåôåðåíòíîå ñîîòâåòñòâèå â ôèçè÷åñêîé ðåàëü-
íîñòè èëè/è îòðèöàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ.

Áåñêîíå÷íîñòü àêòóàëüíà íå ïî òèòóëó, à ïî ñóòè. Åñëè áåñêîíå÷íîñòü
ôàíòàçèÿ, èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà èìåþò îò ÷èñåë ðàöèîíàëüíûõ òîëüêî
ôàíòàçèéíî-ìèñòè÷åñêîå îòëè÷èå.
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2.5 Áîëüøå ÷åì äîêàçàòåëüñòâî

Íà îòðåçêå ÷èñåë áîëüøå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà, - è ýòî ðåàëüíàÿ îöåí-
êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëüíîìó êîëè÷åñòâó îáúåêòîâ, äà åùå è ôîðìà-
ëèçîâàííûõ. Ýòî äîñòàòî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî, ïðÿìîå è èìåþùåå ìàòå-
ðèàëüíûé ðåôåðåíò. Â ìàòåìàòèêå òðóäíî íàéòè íå÷òî, ÷òî áûëî áû äî-
êàçàíî òàê èñ÷åðïûâàþùå. Ýòî íè÷åé ðåçóëüòàò êàê î÷åâèäíîñòü Ñîëíöà
èëè Ëóíû íà íåáå. Òîò, êòî îòðèöàåò áåñêîíå÷íîñòü, ÷òîáû íå âûãëÿäåòü
ìîë÷àëèâûì íåäîòåïîé, áóäåò âûíóæäåí èçîáðåòàòü ôîðìàëüíûå ñïîñî-
áû ó÷¼òà ýòèõ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê, òî åñòü îïèñûâàòü áåñ-
êîíå÷íîñòü äðóãèì êîíòðàáàíäíûì ñïîñîáîì. Åå íåëüçÿ íå îïèñûâàòü,
ïîòîìó ÷òî îíà åñòü, è áåç íåå ðàçðóøàåòñÿ ñìûñë îñòàþùåãîñÿ è ¾êîí-
ñòðóêòèâíîãî¿.

Â ñëó÷àå ñ áåñêîíå÷íîñòüþ ìîäåëü ñóùåñòâóåò ðàíüøå àêñèîìàòèêè
è íå ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. Òåîðèè, îòðèöàþùèå áåñêîíå÷íîñòü, äîáðî-
âîëüíî ñîãëàøàþòñÿ íà ïëàíîâóþ íåàäåêâàòíîñòü, òî åñòü ðàäè óñòðà-
íåíèÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé ñîçäàþò ñèñòåìó çàâåäîìî ïðîòèâî-
ðå÷àùóþ ðåàëüíîñòè. Ýòî ñòðàòåãèÿ áàñåííîãî ñòðàóñà, êîòîðûé ïðÿ÷åò
ãîëîâó â ïåñîê.

Ìàòåìàòèêà îïèñûâàåò áåñêîíå÷íîñòü âûíóæäåííî, íå ìåíåå âûíóæ-
äåííî, ÷åì ìåõàíèêà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òåëà, è íå ìîæåò ïðèäàòü åé
áîëüøåé äîñòîâåðíîñòè, ÷åì òà, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò âíå çàâèñèìîñòè îò
ýòèõ óñèëèé.

Ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè äîêàçàíî î÷åâèäíîñòüþ ïðîòèâîðå÷èé,
êîòîðûå âîçíèêàþò èç åå îòðèöàíèÿ. Ïðè ýòîì ãåîìåòðèÿ íå äîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìûõ, ìåõàíèêà - ïàäàþùèõ êàìíåé. Òåîðèÿ áåñêîíå÷-
íîãî ðàñïîëàãàåò è àíàëèòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, è ïðîòîêîëàìè
ýêñïåðèìåíòîâ ïî åå îòðèöàíèþ, ïðîòîêîëàìè íàáëþäåíèé àêòóàëüíîé
íåïðåðûâíîñòè, â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü õîòÿ áû ôåíî-
ìåíîëîãèþ Ãóññåðëÿ. Äà è áåç Ãóññåðëÿ: áåñêîíå÷íîñòü ïðîäîëæàåòñÿ, èõ
áîëüøåé îäíîé, îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü áîëüøå äðóãîé è ïîäëåæèò òî÷-
íîìó èçìåðåíèþ, â ýòîì êà÷åñòâå èõ ìîæíî íàáëþäàòü. Êàê íè ñòðàííî,
îáå áåñêîíå÷íîñòè (àêòóàëüíàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
êîíå÷íîé ìàòåìàòèêè, ïîòîìó ÷òî ïîñëåäíÿÿ áåç íèõ îêàçûâàåòñÿ ïðî-
òèâîðå÷èâîé â ÷àñòè òîïîëîãèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â øèðîêîì ñìûñëå íå ìåíåå
îáîñíîâàí, ÷åì ãåîìåòðèÿ. È êàçóñû âðîäå ïàðàäîêñà Ðàññåëà - ÿâëåíèå
íåñîèçìåðèìîå ñ íèì ïî çíà÷èìîñòè. Òåì áîëåå, êàê ìû óáåäèëèñü, îí
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âîçíèê èç ÷àñòíûõ è íåèçîùðåííûõ îøèáîê àâòîðà è èíòåðïðåòàòîðîâ.

2.6 Ïàðàäîêñ âîçìîæíîãî

Áåñêîíå÷íûå ÷èñëà - ýòî ÷èñëà, êîòîðûå îáîçíà÷àþò ÷èñëîâóþ ìåðó íåâîç-
ìîæíîãî è îíà â òàêîì âèäå óòðà÷èâàåò õàðàêòåð ïîòóñòîðîííåãî, ïî
ñóòè, îêàçûâàÿñü ýòèì ¾ïîòóñòîðîííèì¿. Îíà ïðîñòî ÷èñëîâàÿ îöåíêà,
òàêàÿ æå, êàê 0.

Ñàìîå èíòåðåñíîå, ëþáîå îòðèöàíèå òîãî, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü - ýòî ÷èñ-
ëîâàÿ ìåðà íåâîçìîæíîãî, ñîäåðæàòåëüíî óòâåðæäàåò òî æå ñàìîå, ïîòî-
ìó ÷òî áåñêîíå÷íîñòü íåâîçìîæíà è îíà íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì êîíå÷-
íûì ÷èñëîì, è â òàêîì âèäå îáîçíà÷àåò ìåðó òîãî, ÷òî íåëüçÿ îáîçíà÷èòü
ýòèìè ÷èñëàìè.

Íåâîçìîæíîãî ìíîãî áîëüøå ÷åì õîòåëîñü áû. Íåîáõîäèìî ñïðîñèòü,
êàê îíî ìîæåò íå ó÷èòûâàòüñÿ? Èëè ìû çàðàíåå è èñ÷åðïûâàþùå çíàåì,
ãäå îíî ó íàñ?

Âîçíèêàåò èñòèííûé â íàøåé òåðìèíîëîãèè (íåóñòðàíèìûé è íå íóæ-
äàþùèéñÿ â óñòðàíåíèè) ïàðàäîêñ âîçìîæíîãî. Åñëè íåâîçìîæíîå íå ñó-
ùåñòâóåò, òî âñå âîçìîæíî, â òîì ÷èñëå íåâîçìîæíîå. Åñëè ñóùåñòâóåò,
òî âñå âîçìîæíî â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî è íåâîçìîæíîãî. Ðåçóëüòàòû ñîâ-
ïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå.

Âîçìîæíîå áóêâàëüíî óòâåðæäåíî è îñíîâàíî íà íåâîçìîæíîì, ¾âè-
ñèò â íåì¿. Ïðîñòî ïîñìîòðèòå íà ðèñóíîê:

IMPOSSIBLE

−∞
POSSIBLE

R
IMPOSSIBLE

+∞

In�nity measures the impossible

Ðèñ. 2: Âèçóàëèçàöèÿ áåñêîíå÷íîñòè êàê ìåðû íåâîçìîæíîãî

Áîëåå òîãî, âîçìîæíîå èíôèëüòðèðîâàíî íåâîçìîæíûì èç-çà áåñêî-
íå÷íîñòè ìàëûõ ïðîìåæóòêîâ ïðÿìîé. Íàì ïðèøëîñü áû ðèñîâàòü íîâóþ
äèàãðàììó, ãäå çåëåíûé öâåò ïåðåìåøàí ñ ¾òðåâîæíûì¿.
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Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ äåëàåò íåòðèâèàëüíûì ïîíÿòèå ïðîòèâî-
ðå÷èÿ. Îïðåäåëåííîå â áåñêîíå÷íîñòè íå ïðîòèâîðå÷èâî, åñëè äàæå åãî
÷àñòè ãîâîðÿò êîíòðàäèêòîðíîå. Çäåñü âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â òåðìèíå
ïîõàáíîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. È ïðîòèâîðå÷èâîå â áåñêîíå÷íîñòè - íå ïîõàáíî.

Âîçìîæíîå - ýòî ôðàãìåíò íåâîçìîæíîãî, ïðè÷åì â ñàìîì ñòðîãîì
àðèôìåòè÷åñêîì ñìûñëå. Îäíàêî íåâîçìîæíîå - ýòî âñåãî ëèøü ðàçíî-
âèäíîñòü òîãî, ÷òî åñòü, îíî ñóùåñòâóåò è â îïÿòü æå â ñòðîãî îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå âîçìîæíî. Ýòî òàê ïîõîæå íà ìóäðîñòü â äóõå ¾Âñå
åñòü âî âñåì¿, ê êîòîðîé ôèëîñîôû ïî äîëãó ñëóæáû îáÿçàíû ïðîÿâëÿòü
¾ëþáîâü¿? Íåò, ýòî ðóòèííîå ïîëîæåíèå àðèôìåòèêè.

2.7 Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

×òî çíà÷èò ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà ìíîæåñòâó? Êàêîé ó ýòîãî ñòàòóñà
ôèçè÷åñêèé ñìûñë? Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âèëîê - íå âèëêà, íî ìíîæå-
ñòâî îáúåìíûõ ñîâîêóïíîñòåé ïåñêà (¾êîëè÷åñòâ¿, à íå êó÷!), î÷åâèäíî,
- ñîâîêóïíîñòü ïåñêà.

Ðàçëè÷èìû íîðìàëüíûå ìíîæåñòâà ïî èíòåíñèîíàëó (ìíîæåñòâî âè-
ëîê - íå âèëêà) è ôîðìàëüíî îòíåñåííûå ê íîðìàëüíûì. Ìíîæåñòâî âñåõ
íîðìàëüíûõ ïî èíòåíñèîíàëó ìíîæåñòâ âîîáùå íå èìååò èíòåíñèîíàëà,
ïîòîìó ÷òî óñòàíîâèòü ñîäåðæàòåëüíûé ïðèíöèï íåêîìó è íå÷åì. Îò-
íîøåíèå ¾ïðèíàäëåæàòü ñåáå¿ â ýòîì ñëó÷àå íè÷åì íå îïðåäåëåíî. Åãî
óñòàíàâëèâàþò äèðåêòèâíûì ôîðìàëüíûì ñïîñîáîì. Âäðóã âîçíèêàåò
ñèòóàöèÿ, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò ñåáå è óæå íå ôîðìàëüíî, à ñîäåðæà-
òåëüíî. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî áåç èíòåíñèîíàëà, òî åñòü áåç ýêçè-
ñòåíöèàëüíîé ñïåöèôèêàöèè, íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî íå èìååò íèêàêîãî
äàæå ôîðìàëüíîãî ñìûñëà.

Îøèáêà Ðàññåëà è äðóãèõ èíòåðïðåòàòîðîâ çàêëþ÷àëàñü â ñëåäóþ-
ùåì: ñîäåðæàòåëüíîå, ýêçèñòåíöèàëüíîå áûëî ïðèíÿòî çà ôîðìàëüíîå.
Îò íåãî íå îæèäàëè âîçìîæíîñòè âíåçàïíî äàòü ñòèõèéíóþ ¾èãðó íà òó
æå òåìó¿.

Ôîðìàëüíîå, äåéñòâèòåëüíî, íà òàêîå íå ñïîñîáíî, ïîòîìó ÷òî âñå åãî
ñâîéñòâà îïðåäåëåíû çàðàíåå. Ðå÷ü èäåò ëèøü î êîíå÷íîì, íàïðèìåð,
î êîìáèíàòîðèêå, êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò íåêîíòðîëèðóåìûå îïðåäåëåíèÿ.
Îäíàêî îáÿçàííîñòè áðàäîáðåÿ, îïðåäåëåíèå ãîìîëîãè÷åñêîãî, ñâîéñòâî
áûòü ìýðîì ãîðîäà ìýðîâ, ïðèíàäëåæíîñòü íåñóò â ñåáå ýêçèñòåíöèàëü-
íóþ ñîäåðæàòåëüíîñòü, êðàéíå ïîõîæóþ íà ôîðìàëèçì. Òåì áîëåå ìíî-
ãîå èç ôîðìàëüíîãî íåèçáûâíî òàêîå è îíî íå äàåò êîëëèçèé, ïîòîìó ÷òî
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èìååò êîíòðîëèðóåìîå ñîäåðæàíèå.
Ðàçíèöà ìåæäó íîðìàëüíûìè è íåíîðìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè âíå îí-

òîëîãèè íå îïðåäåëåíà. Ïðè ôîðìàëüíîì îïðåäåëåíèè - òîæå, íî âîçíè-
êàåò ñîäåðæàòåëüíàÿ ãðÿçü êàê ïðè èíèöèàëèçàöèè ïåðåìåííîé, òðåáó-
þùåé ÷èñòêè (çàïîëíåíèÿ íóëåì èëè Null).

Âñå ìíîæåñòâà, ¾íå ïðèíàäëåæàùèå ñåáå¿, ñîáèðàþòñÿ ïî ïñåâäîèí-
òåíñèîíàëüíîìó óñëîâèþ À0, ïîñëå ýòîãî èíòåíñèîíàëüíîå óñëîâèå îïðå-
äåëåíî ïî ðåçóëüòàòó ýòîé ñáîðêè êàê À1. Îíî ïðîäîëæàåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê À0. Ïàðàäîêñ Ðàññåëà âîçíèêàåò èç-çà íàðóøåíèÿ êîíäîâîãî
çàêîíà òîæäåñòâà. Äâîéíîãî, â ïåðâûé ðàç àâòîð íå çíàåò, ÷òî îí ÿêîáû
ñòðîãî îïðåäåëèë, âî âòîðîé - ïåðåõîäîì îò îäíîãî óñëîâèÿ êëàññèôèêà-
öèè ê äðóãîìó.

Íîðìàëüíîñòü íå ìîæåò ïî ñìûñëó áûòü íåýêçèñòåíöèàëüíîé. Ýòî áû-
ëà èëëþçèÿ, è ñîäåðæàíèå çà ñåáÿ îòîìñòèëî. Â ïàðàäîêñå áðàäîáðåÿ ýòî
î÷åâèäíî, è îí áûë ðåøåí ðàíüøå, åùå â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû. [Òîðãàøèí,
2025b]

Ïî÷òè âñå ïàðàäîêñû îðãàíèçîâàíû òåìïîðàëüíî ñ óêàçàíèåì ¾â ðàç-
íîå èëè â îäíî è òî æå âðåìÿ¿. Â èñõîäíîì ïàðàäîêñå òåìïîðàëüíîñòü
îêàçàëàñü ñêðûòîé è âîçíèêàþùåé â âèäå ¾ñòàäèé ïîíèìàíèÿ ýêñïåð-
òîì¿, ñíà÷àëà ïî óñëîâèþ A0, ïîòîì ïî A1.

Àíîíèìíàÿ ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó ïî ñîäåðæàòåëüíîìó ïðèí-
öèïó (íåíîðìàëüíîñòü) - îêñþìîðîí, ýòî ÷òî-òî íàïîäîáèå ñåêðåòíîãî îò
âñåõ, â òîì ÷èñëå îò õîçÿèíà äîìà, àäðåñà. Òàêàÿ ïðèíàäëåæíîñòü ïðåä-
ïîëàãàåò ñòèõèéíóþ è íåïðåäñêàçóåìóþ îñòåíñèþ, êîòîðàÿ, ñîáñòâåííî,
è ïðîèçîøëà.

Óäèâëÿåò ðåàêöèÿ Ôðåãå è Ðàññåëà! Ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ìíî-
æåñòâ åñòü óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî ñ íàëîæåííûì íà íåãî àíîíèìíûì
ýêçèñòåíöèîíàëüíûì óñëîâèåì. ×åãî îíè õîòåëè - ÿñíîâèäåíèÿ èëè, ÷òî-
áû âåäðà ïîøëè îò ïðîðóáè ñàìè?

Ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò ïî ñìûñëó. Êàíòîð ïîìîãàåò
Ðàññåëó. È íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ìíîæåñòâ ñîñòàâëÿåò ïà-
ðàäîêñ ïðè îïðåäåëåíèè ïî ÷àñòÿì â óñëîâèÿõ ëîæíîé òåìïîðàëüíîñòè.
Åñëè íå ïî ÷àñòÿì, ýòî ïðîòèâîðå÷èå, à íå ïàðàäîêñ. Òî÷íî òàêæå íåò è
ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ÷èñåë. Åãî íåëüçÿ âûäåëèòü.

Ìíîæåñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ ìíîæåñòâ ïðåäïîëàãàåò ïðîòèâîðå÷è-
âûé ïåðôîðìàíñ. Îíî îäíîâðåìåííî îáúÿâëÿåò öåëîêóïíîñòü è òóò æå
èçìåíÿåò åå. Îòñþäà, òåìïîðàëüíîñòü. Ìíîæåñòâî îáÿçàíî ñîäåðæàòü ñå-
áÿ è íå ñóùåñòâóåò â ðåçóëüòàòå îïèñàíèÿ. Ïðîèñõîäÿùåå íå ðàñïîçíàåòñÿ

23



êàê ïðîòèâîðå÷èå, òîëüêî áëàãîäàðÿ ¾ðàçíûì ñòàäèÿì¿.
Íóæíî ëè óòî÷íÿòü, ÷òî åñëè íåôîðìàëèçîâàííîå íå ðåàëèçóåìî, òî

íåðåàëèçóåìî è ôîðìàëüíîå î òîì æå?
Ôîðìàëèçì Ðàññåëà ñòèõèéíî âïàäàåò â ãóññåðëåâñêóþ ìåðåîëîãèþ

(¾íàóêà î ÷àñòè è öåëîì¿), íî âåäåò ñåáÿ òàê ñëîâíî íè÷åãî òàêîãî íå
èìåë â âèäó. Ïåðåä íàìè ñëó÷àé ïñåâäîïàðàäîêñà íå â ñòîðîíó ñîâìåñòè-
ìîñòè, à â ñòîðîíó òðèâèàëüíîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, êîòîðîå íå ñîñòàâëÿåò
ïðîáëåìû íè â ìàòåìàòèêå, íè â ëîãèêå. Ïðîòèâîðå÷èÿ îò÷àñòè â ìåòà-
îïðåäåëåíèè, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì åãî êëàññèôèêàöèþ êàê ïàðàäîê-
ñà ñ ïóñòûì óñëîâèåì: àâòîðû íå äîãîâîðèëèñü, ÷òî îíè ïîíèìàþò ïîä
ïðèíàäëåæíîñòüþ. Ïîíÿòèå âñåõ íîðìàëüíûõ ìíîæåñòâ èñêëþ÷àåò ýì-
ïèðè÷åñêîå ñîäåðæàíèå è îäíîâðåìåííî òðåáóåò åãî, ýòî è åñòü ïðè÷èíà
ñáîÿ. Ïðè òàêîé ïðè÷èíå íèêàêîé äðóãîé íå òðåáóåòñÿ. Ïðîñòî ïîïàëîñü
ýêçèñòåíöèàëüíîå ïîëîæåíèå î÷åíü ïîõîæåå íà ôîðìàëèçì. Îáå ðåäàê-
öèè ¾íîðìàëüíûõ ìíîæåñòâ¿ áûëè âîñïðèíÿòû êàê îäíî è òî æå èç-çà
âîñïðèÿòèÿ èõ êàê ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ.

Ïàðàäîêñ Êàíòîðà - íå ïàðàäîêñ, à ñïîñîá ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâ
íàïîäîáèå ¾ñàìîãî áîëüøîãî ÷èñëà¿.

Èñòîðè÷åñêèé ïîâîä ê Òðåòüåìó êðèçèñó ìàòåìàòèêè èñ÷åðïàí.
Ê ïàðàäîêñó Ðàññåëà ïðèâåëà íàèâíàÿ âåðà â ôîðìàëüíîå è åå ñòà-

ëè ëå÷èòü åùå áîëüøèì ôîðìàëüíûì. Ëå÷åíèå îêàçàëîñü íåèçÿùíûì,
ðàäè ôîðìàëèçìà ìíîæåñòâàì ïðîïèñàëè îòêðîâåííî ýêçèñòåíöèàëüíûå
êîñòûëè â âèäå çàïðåòîâ è ad hoc îíòîëîãèé. È ïîìåíÿëè åñòåñòâåííóþ
ýìïèðè÷íîñòü íàèâíîé òåîðèè íà ïðèäóìàííóþ è èçâðàùåííóþ. Â ýòîì
ìåñòå èíòóèöèîíèçì âûãëÿäèò ãîðàçäî ïðèâëåêàòåëüíåé.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðåçóëüòàòà Êîýíà (ïðèìåíåíèå ôîðñèíã-ìåòîäà) â
òîì, ÷òî ¾ôîðìàëüíîå â ÷èñòîì âèäå¿ íå ñïîñîáíî âìåñòèòü èäåþ ýìïè-
ðè÷åñêîé è ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåé ìíîæåñòâåííîñòè áåç ýêçèñòåíöèàëü-
íîé îïîðû.

Ìàòåìàòèêà âîçìîæíà è äàæå áåçóïðå÷íà â ÷èñòî ôîðìàëüíîì âèäå,
íî îíà îêàæåòñÿ ñëåïîé â ýìïèðè÷åñêîì, òî åñòü áîëåå óçêîé è êîíêðåò-
íîé â ñâîåé ïðåäåëüíîé îáùíîñòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî÷åìó ôîðìàëüíàÿ ìàòåìàòèêà èìåííî òàêàÿ?
Ïî÷åìó îíà íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñëîæåíèåì 0 ñ ñîáîé, ëþáóÿñü ñàìîé áåñ-
ïðîáëåìíîé àáåëåâîé ãðóïïîé? Ïîòîìó ÷òî åñòü îäíî, äâà, òðè è áîëüøå,
ìíîãî áîëüøå ÿáëîê; è ïðîñòðàíñòâî ïðîñòèðàåòñÿ çà ãîðèçîíò è â ìûñ-
ëÿõ. Ýòî èëëþçèÿ, ÷òî ãåîìåòðèÿ áîëåå ¾ìàòåðèàëüíà¿, ÷åì àðèôìåòèêà
èëè àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Èìåííî ýòîò óðîê ïðåïîäíåñ ïà-
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ðàäîêñ Áåðòðàíà Ðàññåëà.
Ýòî èëëþçèÿ, ÷òî ôîðìàëüíîå êàêèì-òî îñîáûì îáðàçîì ¾íè îò ÷åãî

íå çàâèñèò¿. Äåëî äàæå íå â ìåòàÿçûêå. Íåëüçÿ çàïðåòèòü ïîëüçîâàòüñÿ
ñèìâîëàìè íåïðàâèëüíî, çàïèñü îá ýòîì ïîòðåáóåò ìåòîäèêè ïðàâèëüíî-
ñòè ñîñòàâëåíèÿ òàêîé çàïèñè, êîòîðàÿ ñíîâà ïîòðåáóåò òîãî æå äëÿ ñåáÿ
è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïàðàäîêñ èìåë òÿæåëûå ïîñëåäñòâèÿ, ïîòîìó ÷òî Ðàññåë è Ôðåãå ñëå-
ïî âåðèëè â ¾ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå¿. Äàæå â ïàðå Êóðàòîâñêîãî (à +
a, à) ýëåìåíò à + a ¾áîëüøå¿ à ïî ýêçèñòåíöèàëüíûì ïðè÷èíàì.

2.8 Ôîðìàëüíîå è ýìïèðè÷åñêîå

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà âîçíèê èç íåïîíèìàíèÿ îñîáåííîé ýìïèðè÷åñêîé ïðè-
ðîäû ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ îïûòíà, íî íå ýêñïåðèìåíòàëüíà. Ïîñëåäíèé
ñòàòóñ äëÿ, êàçàëîñü áû, ñâåòëîãî èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîëäíÿ Åâðîïû áûë
àáñîëþòíî íåðàçëå÷èì. Ãóññåðëü ñîêðóøàë ýìïèðèçì, ýìïèðèçì ïðèçû-
âàë ê èçìåðåíèÿì è íèêòî íå îáðàòèë âíèìàíèå, ÷òî åñòü èçìåðåíèÿ,
êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íåçàìå÷åííûìè. Äåëåíèå íà íîðìàëüíûå è íåíîð-
ìàëüíûå ìíîæåñòâà â ïàðàäîêñå Ðàññåëà âîçíèêàåò áåç âñÿêîãî ñìûñëà
èìåòü òàêîé ñìûñë. Îíî âîîáùå íåïðèìåíèìî äëÿ áåñêîíå÷íûõ (¾âñåõ¿)
ìíîæåñòâ, è ýòà íåôîðìàëüíàÿ, íî ýìïèðè÷åñêàÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó òèïó ÷àñòü äàííûõ áûëà ïðîèãíîðèðîâàíà. Åñëè áû íå åñòåñòâåííîå
äåëåíèå íà íîðìàëüíûå è íåíîðìàëüíûå ìíîæåñòâà, êîòîðîå äåìîíñòðè-
ðóåòñÿ íà áûòîâûõ ïðèìåðàõ, � äåëåíèå, îïèðàþùååñÿ íà íàø ýìïèðè-
÷åñêèé îïûò, ïàðàäîêñ áû íå âîçíèê, ïðîñòî ïîòîìó ÷òî ìû íå ïîíèìàëè
áû, î ÷¼ì âîîáùå ðå÷ü. Â òàêîì âèäå îíî íå èìååò íèêàêîãî äàæå ïàðà-
äîêñàëüíîãî ñìûñëà. Èíòóèöèîíèçì áóäòî íå ñìîã îòûñêàòü ïîäõîäÿùèõ
ñëîâ. Âîçìîæíî, Êàíò òåðìèíîì ¾àïðèðíîå¿ îäíîâðåìåííî äâóñìûñëåí-
íûì è äèðåêòèâíî îäíîçíà÷íûì óáèë íåîáõîäèìîå ðàçëè÷èå.

Ìíîæåñòâà âñå îäèíàêîâû. Åñëè îíè îïðåäåëåíû èñêëþ÷èòåëüíî ôîð-
ìàëüíî, ìû íå çàñòðàõîâàíû îò ïðîòèâîðå÷èÿ ïðè âíåñåíèè ëþáîãî èí-
òåíñèîíàëüíîãî óòî÷íåíèÿ, êîòîðîå âíîñÿò ¾ðó÷íûì¿ ñïîñîáîì è ïðè
âîçíèêíîâåíèè ïðîáëåìû æäóò àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Åãî íå áóäåò.
Îøèáêà â òîì, ÷òî ïàðàäîêñ Ðàññåëà èíòåðïðåòèðîâàëñÿ êàê ïîëíîñòüþ
ýêñòåíñèîíàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Â ðåàëüíîñòè íåçàìå÷àåìîå ïðîòèâîðå-
÷èå âîçíèêàëî èç áûòîâîãî ïðåäñòàâëåãíèÿ è ðàíüøå ñàìîðåôðåíöèè.
Ýòî áûëà ñëèøêîì ñëîæíàÿ çàäà÷à äëÿ íà÷àëà XX âåêà.

Ó íàñ â îñíîâàíèÿõ íåò ýêçèñòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, íî ìû ìî-
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æåì åå èññëåäîâàòü êàê ýìïèðè÷åñêîå. Ó Êàíòîðà îíà åñòü è ïî ýòîé
ïðè÷èíå òàì ôàíòàçèÿ ïåðåìåøàíà ñ ðåàëüíûì. Ïî÷åìó ¾áåñêîíå÷íûå
÷èñëà¿ äîëæíû áûòü âñå ðàâíû, åñëè îíè íå èìåþò íèêàêîãî ðåôåðåí-
òà? Òî÷íåå, èìåþò â òàêîì âèäå, êàê ó íàñ, è Êàíòîð åãî íå óêàçàë.

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ïðîèñõîäèò ïåðåñêîê îò ñ÷åòà ïî òî÷êàì, ¾íà-
õîäÿùèìñÿ äðóã îò äðóãà íà íóëåâîì ðàññòîÿíèè¿ ê îòðåçêó. Ýòè òî÷êè
¾â êîíòèíóóìå¿ íå êîíñòðóêòèâíû, íåò óêàçàíèÿ, ãäå îíè íàõîäÿòñÿ, ïðè
óñòðàíåíèè ýòîãî íåäîñòàòêà ïîëó÷àåòñÿ ïîëèôèíèòíûé àíàëèç. ×èñëåí-
íî òî÷êà è ¾áåñêîíå÷íî áëèçêàÿ¿ ê íåé òî÷êà - îäíî è òî æå. Ýòî ãóìàíè-
òàðíûé îñòàòîê â ìàòåìàòèêå - ñïîñîá ìûøëåíèÿ, êîòîðûé íè ôîðìàëåí,
íè ýìïèðè÷åí.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû Ã¼äåëÿ îñòàåòñÿ äàæå åñëè íåò óíèêàëüíîãî áåñ-
êîíå÷íîãî ñïèñêà ôîðìóë. Îäíàêî ïðÿìàÿ îñòåíñèÿ ïîçâîëÿåò âûéòè çà
ïðåäåëû ñèñòåìû ïî Òàðñêîìó, è ýòî ïðîèñõîäèò êàæäóþ ñåêóíäó. Íå ÷å-
ëîâåê äëÿ ñèñòåìû, à ñèñòåìà äëÿ ÷åëîâåêà, èíà÷å ñàìà òåîðåìà Òàðñêîãî
îêàçàëàñü áû íåâûðàçèìîé.

Ðåàëüíûé ñìûñë òåîðåìû Ã¼äåëÿ â ñëåäóþùåì: ëþáàÿ áåñêîíå÷íîñòü
ïðåäïîëàãàåò êîíòðàäèêòîðíî ïðîòèâîïîëîæíîå. Ýòî íåòðèâèàëüíûé ðå-
çóëüòàò. Ïðè èíòåðïðåòàöèè ñ÷åòíîé áåñêîíå÷íîñòè êàê õàðàêòåðèñòèêè
íåîãðàíè÷åííûõ êîíå÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé âîçíèêàåò âûâîä î íåïîëíîòå.
Â îòðåçêå, êàê â ìðàìîðíîé ãëûáå, ñèäÿò ¾âñå øèôðû¿ ïðîèñõîäÿùåãî.
Ïîñìîòðèòå ïîä ñòîë, âîçìîæíî, òàì ëåæèò îáåðòêà îò øîêîëàäêè, èëè
êëÿêñà øåðñòè âàøåé ëþáèìîé ñîáàêè, èëè ðàñòîïòàííàÿ àâòîðó÷êà, -
âñå ýòî òàì åñòü è ¾îäíîâðåìåííî¿ íåò. ¾Îöèôðîâàíî¿ âñå ÷òî, âû âèäå-
ëè ïî äîðîãå íà ðàáîòó. ×òî èç íèõ ðåàëüíî, çàâèñèò íå îò ôîðìàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé.

Ýìïèðè÷åñêàÿ îïðåäåëåííîñòü - íå âûíóæäåííîñòü, íå ¾êîñòûëè¿, à
îíòîëîãèÿ ôîðìàëüíîãî çíàíèÿ.

Âèòãåíøòåéí ïûòàëñÿ ñäåëàòü ëþáóþ ðåöåïöèþ ìèðà ôîðìàëüíîé è
òàì, ãäå ýòî íå óäàâàëîñü âñå îáúÿâëÿë ¾áåññìûñëåííûì¿. Â ðåàëüíîñòè ñ
òî÷íîñòüþ äî íàîáîðîò, ïî ãàìáóðãñêîìó ñ÷¼òó, âñ¼ ýêçèñòåíöèàëüíî, äà-
æå ñèíòàêñèñ, ýòî òåìà Äåððèäà, êîòîðûé äîâåë ýòó êðàéíîñòü äî ñâîåãî
àáñóðäà. Îøèáêà Äåððèäà â òîì, ÷òî ñèíòàêñèñ - ýòî òàêîå ôîðìàëüíîå,
êîòîðîå ýêçèñòåíöèàëüíî ¾ïî ïðåäúÿâëåíèþ¿. Åñëè íåêòî íå ïîíèìàåò
çíà÷åíèÿ 0 è 1 - ñèíòàêñèñ íå ïîìîæåò. À åñëè ïîíèìàåò, äîïîëíåíèÿ íå
òðåáóþòñÿ. Ôîðìà ïî ñâîåé ïðèðîäå - ñîäåðæàíèå.

Âîçìîæåí òàêîé êðèòåðèé êîíñòðóêòèâíîñòè. Åñëè ýêçèñòåíöèàëüíàÿ
÷àñòü íå ñîçäàåòñÿ ôîðìàëèçìîì, òî îíà íå êîíñòðóêòèâíà, è ìîæåò áûòü
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÷àñòüþ òåîðèè òîëüêî ïðè íàëè÷èè ýìïèðè÷åñêîé îïîðû. Åñëè ó ÷åãî-
òî òàêîé ïîääåðæêè íåò, - îíî îêîí÷àòåëüíî íåêîíñòðóêòèâíî. ×àñòü èç
êîíñòðóêòèâíîãî ïî ýìïèðè÷åñêîìó òèïó òàêîå, ÷òî åãî óòðàòà ïðèâîäèò
ê ðàçðóøåíèþ ôîðìàëüíîãî.

Ïî÷åìó òàê âàæíà êîíñòðóêòèâíîñòü è êàê ýòî îáúÿñíèòü äåòÿì? Äî-
ïóñòèì âàì ïðåäëàãàþò äîçó æèçíåííî íåîáõîäèìîãî ëåêàðñòâà, ïðåâû-
øåíèå êîòîðîé âàñ òî÷íî óáüåò, áóäåòå ëè âû ñïîêîéíû, óçíàâ, ÷òî ïðè
ðàñ÷åòå ýòîé äîçû â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà îíà òðèæäû
ïîáûâàëà ïîä çíàêîì ïðåäåëà è âîçíèêëà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêî-
íå÷íûõ ÷èñåë?

Íà ñàìîì äåëå ìåõàíèêà ïîäòâåðæäàåò àíàëèç, èíà÷å áû îí èìåë òà-
êîé æå ñòàòóñ, êàê àðèôìåòèêà îðäèíàëîâ. Îäíàêî ïîíÿòü ñåáÿ äëÿ ýòîãî
ïîäòâåðæäåíèÿ è âîîáùå èìåòü âîçìîæíîñòü ÷òî-òî çäåñü ïîäòâåðæäàòü
ìåõàíèêà ìîæåò òîëüêî áëàãîäàðÿ ìàòåìàòèêå. Ýòî íå ñåìüè, îáìåíèâà-
þùèåñÿ äîëãàìè, à îäíà ñåìüÿ.

3 Öèôðîâîå ïðåäñòàâëåíèå

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîíàäîáèòñÿ îáðàòèòüñÿ ê êíèãå ¾Ïî-
ëèôèíèòíûé àíàëèç è îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ [Òîðãàøèí, 2020] â ÷àñòè
ãëàâ 3-5.

3.1 Ñâîéñòâà π

Îïðåäåëåíèå 3.1. Áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííîå ÷èñëî a òðàíñöåëûì,
åñëè åãî ìëàäøàÿ êîìïîíåíòà íå èìååò äðîáíîé ÷àñòè â ñâîåì ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííîå ÷èñëî a òðàíñðàöèî-
íàëüíûì, åñëè åãî ìëàäøàÿ êîìïîíåíòà èìååò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íóþ
äðîáíóþ ÷àñòü â ñâîåì ïîðÿäêå.
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x

y

R = 1K

(0, 0)

Ðèñ. 3: Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ âûäåëåííîé äóãîé äëèíû π îò −π
2
äî π

2

Òåîðåìà 3.1.

(a) Äëèíà ïîëóîêðóæíîñòè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà 11 ðàâíà 11 + α, ãäå α -
íåêîòîðûé îñòàòîê ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ.

(b) π - ñìåøàííîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñ òðàíñöåëîé êîìïîíåíòîé
ïîðÿäêà 1 è ñ ïîñëåäóþùèìè öåëûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåì ðåïåð r1 çà àðõèìåäîâ, ýòî âîçìîæíî, áëàãî-
äàðÿ èçîìîðôèçìó ïîëåé.

(a) Ïîñòðîèì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Äëèíà äóãè îò −π

2
äî π

2
ñîñòàâëÿåò ÷èñëî π. Íà ðèñóíêå 3 óêàçàííàÿ

äóãà äëèíû π çàøòðèõîâàíà.

Â ðàêóðñå r1 ïðÿìàÿ y = 1 â îêðåñòíîñòè K (ðèñ. 3) ñîâïàäàåò ñ
ëåâîé ÷àñòüþ äóãè íàøåé îêðóæíîñòè, òàê êàê åå êðèâèçíà ðàâíà
01 = 11

10
, ãäå 11 - àðõèìåäîâî, à 10 - s-÷èñëî â ðàêóðñå µ1. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïðèðîñò äëèíû îêðóæíîñòè íà îòðåçêå [01, 11] ðàâåí 11. π
ðàâíî ýòîìó ÷èñëó, çíà÷èò, åãî ïîñëåäíèé ðàçðÿä ðàâåí 11.

(b) ×òîáû âûïîëíÿëñÿ ïóíêò (a) íàñòîÿùåé òåîðåìû, π íå ìîæåò èìåòü
â ïîðÿäêå 1 äðîáíîé ÷àñòè òîãî æå ïîðÿäêà. Èç-çà íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè äëèíû äóãè îêðóæíîñòè πx, ýòî óñëîâèå íàñëåäóåòñÿ
ìëàäøèìè ïîðÿäêàìè, â ðàêóðñå êîòîðûõ â îêðåñòíîñòè K äóãà
îêðóæíîñòè òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó æå ñàìóþ ïðÿìóþ.
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Âûøå áûëî äàíî îïðåäåëåíèå òðàíñöåëîãî ÷èñëà, îäíàêî ðàçíîîáðà-
çèå õàðàêòåðèñòèê ÷èñåë íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî îáîçíà÷åíèå èõ íîâûìè
âåðáàëüíûìè òåðìèíàìè ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå, óñòðàíèòü êîòîðóþ ìîæ-
íî òîëüêî òÿæåëîé êîíâåíöèåé è çóáðåæêîé. Ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ôîð-
ìóëó ÷èñëà. Íàïðèìåð, π óäîáíî îáîçíà÷èòü êàê J|[Z], òî åñòü ñòàðøàÿ
èððàöèîíàëüíàÿ ÷àñòü è öåëàÿ ÷àñòü â ïåðèîäå.

3.2 Ñâîéñòâà e

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííîå ÷èñëî a ìîíîòîííî òðàí-
ñèððàöèîíàëüíûì, åñëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
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1
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3

e

y = ex

x = 1− t

K

∫ 1

0

ex dx

Ðèñ. 4: Ñâîéñòâà ÷èñëà e: ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ex òðàïåöèåé â
îêðåñòíîñòè x = 1

Òåîðåìà 3.2. ×èñëî e - ìîíîòîííî òðàíñèððàöèîíàëüíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî e− 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê∫ 1

0

ex dx.

Ýòî ÷èñëî ðàâíî ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé ôèãóðû ïîä ãðàôèêîì (ðèñ.
4). Èñïîëüçóåì ðàññóæäåíèå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïðàâàÿ ÷àñòü
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ýòîé ôèãóðû íà îòðåçêå ìåðû µ1 ðàâíà òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè
y = 01, x = 11 − t è y = ex, ïîñêîëüêó èç-çà íóëåâîé êðèâèçíû â òåêó-
ùåé ìåðå ýêñïîíåíòà íà äîñòàòî÷íî ìàëîì îòðåçêå [11 − t, 11] ñîâïàäàåò
ñ êàñàòåëüíîé â ýòîé îòìåòêå.

Ïëîùàäü ýòîé òðàïåöèè, ñðàçó îáîçíà÷èì åå ∆S, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
âûñîòû ∆t íà ïîëóñóììó îñíîâàíèé e è e−e∆t, ãäå e∆t - ýòî ïðèðàùåíèå
y, ïîëó÷åííîå óìíîæåíèåì ∆t íà òàíãåíñ óãëà êàñàòåëüíîé, ðàâíûé e
(ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë):

∆S =
e∆t+ (e− 1)(∆t)2

2
(1).

Ïóñòü ÷èñëî e − 1 - ðàöèîíàëüíî â ðàêóðñå ìåðû µ1, òîãäà ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëîì, â òîì ÷èñëå ðàöèîíàëüíîì, ∆t îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ
ðàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå ∆S êàê ðàöèîíàëüíûé îñòàòîê äðîáè (ýòî åñòü
îïðîâåðãàåìàÿ ðàöèîíàëüíîñòü e− 1 â ðàêóðñå µ1). Íà òî è òðàíñðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû îòîðâàííûé îò ñòàðøåé êîìïîíåíòû ¾õâîñò¿ áûë
ðàöèîíàëüíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∆S íå ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì â (1) ïðè ðàöè-
îíàëüíîì ∆t (òàáëè÷íûé ïîðàçðÿäíûé ðîñò àðãóìåíòà) èç-çà òðàíñöåí-
äåíòíîñòè e.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, ÷èñëà e−1 è e íå ÿâëÿþòñÿ òðàí-
ñðàöèîíàëüíûìè. Ýêñïîíåíòà âî âñåõ îñòàëüíûõ ïîðÿäêàõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êàñàòåëüíóþ â òî÷êå x = 1, ïîýòîìó e - òðàíñèððàöèîíàëüíî âî
âñåõ ïîðÿäêàõ, òî åñòü ìîíîòîííî.

×èñëî e èìååò ôîðìóëó J |[J ].
Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî e â (1) - ýòî íå ñóïðàôèíèòíîå e

â ïîðÿäêå 1, à ñîðàçìåðíîå. Ïðîèñõîäèò ýòî îòòîãî, ÷òî òàíãåíñ íàêëîíà
êàñàòåëüíîé ê ýêñïîíåíòå â òî÷êå x = 1 - îäèí è òîò æå âî âñåõ ïîðÿäêàõ.
Ýòî è ïîçâîëèëî äåëàòü âûâîäû îá e.

Ñïîñîá ðåøåíèÿ ó îáåèõ çàäà÷ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îäèí è
òîò æå: çàæàòü âåëè÷èíó â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ðàçðÿäîâ, ãäå èíîå ïðåä-
ïîëîæèòåëüíîå åå îïèñàíèå áóäåò âûíóæäåíî ïðîòèâîðå÷èòü.

Âåðîÿòíåå âñåãî, òàêîå ïîâåäåíèå e è π - íå íîâîñòü, îñîáåííî π c
ïðîçðà÷íûì ëèíåéíûì ñìûñëîì, è ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
äðóãèìè ñïîñîáàìè áåç ïðèâëå÷åíèÿ ÏÔÀ.
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3.3 Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü π è e

Òåîðåìà 3.3.

∀P ∈ Q[π, e], P ̸≡ 0 ⇒ P (π, e) ̸= 0

ãäå P (π, e) =
∑
i,j

cijπ
iej

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü òàêîé íå òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ ìíî-
ãî÷ëåí P (π, e) =

∑
i,j cijπ

iej = 0 (*).
Áåðåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áëèçêîå ê π, è íà÷èíàåì åãî ïîðàçðÿäíî

óòî÷íÿòü. Îáîçíà÷èì aj =
∑

i cijq
i, ïîëó÷àåìîå çàìåíîé π íà íåêîòîðîå

ðàöèîíàëüíîå q â
∑

i cijπ
i ïðè ñòåïåíè ej. Äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ q,

êàê óãîäíî áëèçêèõ ê π, êàæäàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà
∑

i cijq
i ïðè ñòå-

ïåíè ej â (*) îêàæåòñÿ ðàöèîíàëüíîé. Ïîýòîìó, â ñèëó òðàíñöåíäåíòíîñòè
e: ak e

k + ak−1 e
k−1 + . . .+ a0 ̸= 0 (**).

Ïðè ëþáîì ïîðàçðÿäíîì óòî÷íåíèè a⃗ = (ak, . . . , a0) ýòî ðàâåíñòâî
ñîõðàíÿåòñÿ. Ââåäåì èíäåêñ n ïî óòî÷íåíèþ q. Îáîçíà÷èì ñîõðàíåíèå
(**) êàê îòíîøåíèå S ìåæäó a⃗n è a⃗n+1. Îíî êîíå÷íîå, òàê êàê íå âûõîäèò
çà ïðåäåëû êîíå÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Îòñþäà, ïî òåîðåìå î íàñëåäîâàíèè [Òîðãàøèí, 2020, ñ.136-137] äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a⃗n åñòü âåêòîð b⃗ = (bk, . . . , b0) = limn→∞ a⃗n íåðàçëè-
÷èìûé ñ

∑
i cijπ

i â àðõèìåäîâîé ìåðå, òàêîé, ÷òî: bk e
k + bk−1 e

k−1 + . . .+
b0 ̸= 0.

Çàïèøåì (*) â òàêîì âèäå (bk + αk) ek + (bk−1 + αk−1) e
k−1 . . . + (b0 +

α0) = 0, ãäå bj + αj =
∑

i cijπ
i ïðè ñòåïåíè ej. Ïîñëå ðàcêðûòèÿ ñêîáîê è

îáíóëåíèÿ ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ 0 â ðàêóðñå àðõèìåäîâîé ìåðû, ïîëó÷àåì:
bk e

k+bk−1 e
k−1+. . .+b0 ̸= 0. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ïðåä-

ïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè (*) áûëî íåâåðíûì è òàêîå ðàâåíñòâî íåâîç-
ìîæíî, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòüþ π è e.

4 Çàêëþ÷åíèå

Â Çàêëþ÷åíèè ýòîé ïóáëèêàöèè íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òîáû áûëà
ñîçäàíà ñîâåðøåííî íîâàÿ òåîðèÿ áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ èìååò íåñîèç-
ìåðèìî áîëüøå ýêçèñòåíöèàëüíûõ ïðåäïîñûëîê, ÷åì ó Êàíòîðà (òîëüêî
äèàãîíàëèçàöèÿ è äèàãîíàëüíàÿ íóìåðàöèÿ), îñòàëüíîå ó Êàíòîðà èìååò
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èñêëþ÷èòåëüíî ¾ôîðìàëüíîå¿ ïðîèñõîæäåíèå. ÏÔÀ ïîñòðîåí íà êîíòðî-
ëèðóåìîì ïîíèìàíèè îòðåçêà è ñõåìû îòíîøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñóìì, ïðè
íàðóøåíèè êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîòèâîðå÷èÿ â êîíå÷íîé àðèôìåòèêå. Â
ïåðñïåêòèâå ýòî áîëåå áîãàòàÿ îòíîøåíèÿìè òåîðèÿ, ïîòîìó ÷òî â íåé
áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû èìåþò íå ìåíåå ðàçâåðíóòîå ÷èñëîâîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, ÷åì â îáû÷íîé àðèôìåòèêå. Äàæå ñåé÷àñ, êîãäà åþ ïðàêòè÷åñêè
íèêòî íå çàíèìàëñÿ, îíà ñîäåðæèò áîëüøå áàçîâûõ ñâîéñòâ, ÷åì òåîðèÿ
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë. Òðàäèöèîííàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïî÷òè íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ òåîðèåé ÷èñåë, ó íàñ â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû. Îíè
êîíñòðóêòèâíû, ïîòîìó ÷òî âîçíèêàþò èç ýëåìåíòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
îá îòðåçêå, ñâîéñòâà êîòîðîãî ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â
áåñêîíå÷íîñòü. Êîíñòðóêòèâíû ðîâíî íàñòîëüêî æå, íàñêîëüêî êîíñòðóê-
òèâíû ñàìè èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Êðîìå ýòîãî, ÷èñëîâûå ñèñòåìû, òåîðèÿ ìíîæåñòâ è ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç ñòðîÿòñÿ èç îäíîãî íàáîðà àêñèîì, îíè ðîäíûå äðóã äðóãó. Íåìà-
ëîâàæíî, ÷òî ÏÔÀ - ïðîñò. Ýòî òåîðèÿ äîñòóïíà ñòàðøåêëàññíèêó, â òîì
÷èñëå ïîòîìó ÷òî âîçíèêàåò èç åñòåñòâåííîãî ïîíèìàíèÿ îòðåçêà, òî÷êè,
âíóòðåííîñòè è íåîãðàíè÷åííîñòè. Íàêîíåö, ýòî ðàçâåðíóòàÿ äåìîíñòðà-
öèÿ íåèñêëþ÷èòåëüíîñòè òðàäèöèîííîãî ïîíèìàíèÿ áåñêîíå÷íîñòè è ìà-
òåìàòèêè â öåëîì.
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