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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåíî âåðíóòüñÿ ê ìàòåìàòèêå êàê "íàóêå î êîëè÷åñòâå"

(ñ÷¼òèöà), èñïîëüçóþùåé àðèôìåòèêó ÷èñåë (êîíå÷íûå, öåëûå, íåîò-

ðèöàòåëüíûå) è âûòåêàþùóþ èç íèõ ãåîìåòðèþ (c÷¼òîì�åòðèÿ). Ó÷¼ò

òî÷íîñòè ñ÷¼òà è îáÿçàòåëüíî ïðèáëèæ¼ííûé ïåðåõîä ê ÷èñëîâîé

íåïðåðûâíîñòè (ñïëîøíèöà) ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ áåç áåñêîíå÷-

íûõ ìíîæåñòâ, èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è òî÷åê íóëåâîãî ðàçìåðà.

Îñíîâàííûé íà ÷èñëàõ àíàëèç ñëåäóåò èç îïûòà ïðåäìåòíîãî âîñ-

ïðèÿòèÿ ìèðà è ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïî ñóòè, à íå ïî âîîáðàæåíèþ.

Âìåñòî êîìïëåêñíûõ è ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ââîäÿòñÿ ïåðåõîä-

íèêè, â êîòîðûõ, íà÷èíàÿ ñ îêòàâ, ÷àñòü ìíèìûõ åäèíèö (ïåðåõîäû

ìåæäó ÷èñëîâûìè íàáîðàìè) ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äåéñòâèòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè íåò.
Àðèñòîòåëü

Íèêòî íå îáíèìåò íåîáúÿòíîãî.
Êîçüìà Ïðóòêîâ

Ââåäåíèå

Ñ÷¼òèöà èñïîëüçóåò áóêâû ðóññêîé àçáóêè (êèðèëëèöà), ïîìå÷åííûå
â ôîðìóëàõ ñèíèì öâåòîì. Îáùåïðèíÿòûå â ìàòåìàòèêå îáîçíà÷åíèÿ ïî-
êàçàíû ëàòèíñêèìè è ãðå÷åñêèìè áóêâàìè.

Ìàòåìàòèêà, îïðåäåëÿåìàÿ Àðèñòîòåëåì êàê "íàóêà î êîëè÷åñòâå" ,
âûòåêàëà èç ïðåäìåòíîãî âîñïðèÿòèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà è äåÿòåëüíî-
ñòè ëþäåé. Îíà íà÷àëàñü ñ ïîäñ÷¼òà ïðåäìåòîâ è ïðèâåëà ê ïîíÿòèþ
÷èñëà. Ïîòîì ïîÿâèëèñü äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè, îòðàæàþùèå èçìåíåíèå
êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ. Îäíàêî òðåáîâàíèå ê äåéñòâèÿì "íå âûâîäèòü çà
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ïðåäåëû ïðåäìåòíîãî íàáîðà" ïîêàçàëîñü ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì,
áûëî îòâåðãíóòî è çàìåíåíî óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè äåéñòâèé ê ëþáûì
÷èñëàì, ÷òî íàðóøàëî íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ îïûòîì æèçíè è ìîã-
ëî áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè ðàñøèðåíèè ïîíÿòèÿ ÷èñëà ñ âûõîäîì çà
ïðåäåëû îáëàñòè åãî åñòåñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Âíà÷àëå ÷èñëî ÷ îáîçíà÷àëî êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ è áûëî âñåãäà êî-
íå÷íûì ÷ ∈ × = [0,×] = {0, 1, · · · ,×}. Ðàñøèðåíèå íàáîðà ÷èñåë íà÷à-
ëîñü ñ ïåðåíîñà åãî ãðàíèö íà áåñêîíå÷íîñòü ×→∞, ÷òî äàëî ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íóë¼ì N = [0,∞]. Ââåäåíèå îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
ïðèâåëî ê ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë Z = [−∞,∞], â êîòîðîì ñëîæåíèå è
âû÷èòàíèå ïðèìåíÿëèñü ê ëþáûì åãî ÷ëåíàì. Çàòåì èç ñëîæåíèÿ âûäå-
ëèëè óìíîæåíèå, êàê ñëîæåíèå îäèíàêîâûõ ÷èñåë, è îáðàòíîå åìó äåëå-
íèå. Òðåáîâàíèå èõ âñåãäà ïðèìåíèìîñòè ïðèâåëî ê ââåäåíèþ ìíîæåñòâà
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Äàëåå èç óìíîæåíèÿ áûëî âûäåëåíî âîçâåäåíèå
â ñòåïåíü, êàê óìíîæåíèå îäèíàêîâûõ ÷èñåë, è îáðàòíûå åìó èçâëå÷å-
íèå êîðíÿ è ëîãàðèôìèðîâàíèå, êîòîðûå ñòàëè âñþäó âîçìîæíûìè ïî-
ñëå ââåäåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ I è êîìïëåêñíûõ C ÷èñåë. Ðàöèîíàëüíûå
è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà îáúåäèíèëèñü â âåùåñòâåííûå R = Q+ I.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà, èç-çà âõîæäåíèÿ â íèõ èððàöèîíàëüíûõ, ñòîÿò
îñîáíÿêîì. Èõ íåâûðàçèìî ìíîãî. Â ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñëîâîì ïðîìå-
æóòêå ñîäåðæèòñÿ íåñ÷¼òíîå (íåâîçìîæíî ïåðåñ÷èòàòü) êîëè÷åñòâî âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íà êàæäîå ÷èñëî ïðèõîäèòñÿ íóëåâîé ðàçìåð ïðîìå-
æóòêà (÷èñëà ìåðû íóëü). À ââåäåíû îíè ðàäè óäîáñòâà âûïîëíèìîñòè
ëþáûõ äåéñòâèé ñ "÷èñëàìè" è ôóíêöèé îò íèõ, ÷òî òðåáóåò áåñêîíå÷-
íûõ òî÷íîñòè è áëèçîñòè "÷èñåë" . Îáðàçîâàëîñü íåñîîòâåòñòâèå íàøåìó
ìèðó, âîñïðèíèìàåìîìó òîëüêî ïðåäìåòíî è ïðèáëèæ¼ííî.

Âñå îñíîâíûå ìíîæåñòâà ÷èñåë N,Z,Q, I è R èç-çà ñâîåé áåñêîíå÷íî-
ñòè ïîòåðÿëè ñâÿçü ñ êîíå÷íûì ìèðîì ïðåäìåòîâ. Àðèôìåòèêà ñîøëà ñ
åñòåñòâåííîé îïûòíîé îñíîâû "íàóêè î êîëè÷åñòâå" è ñòàëà âîîáðàæà-
åìîé "íàóêîé î äåéñòâèÿõ". Åé ïðèøëîñü â êà÷åñòâå îáúåêòîâ ââîäèòü
áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, ðàçíûå áåñêîíå÷íîñòè, òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà,
áåñêîíå÷íî áîëüøèå è ìàëûå âåëè÷èíû, ÷òî ïðèâåëî ê ïðîòèâîðå÷èÿì.

Íà ýòîì ïóòè àðèôìåòèêà ïîòåðÿëà ñòðîãîñòü, êîòîðóþ ñàìà ñåáå
ïðèïèñûâàëà â êà÷åñòâå îñíîâíîãî äîñòîèíñòâà. Ñòðîãîñòü çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäîâàíèè îïðåäåëåíèþ ÷èñëà êîëè÷åñòâîì ïðåäìåòîâ áåç ðàçìûâà-
íèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ðàäè ïîäãîíêè ïîä ñâîè æåëàíèÿ. Êîëè÷åñòâî
ïðåäìåòîâ è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåëè÷èíó ÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, íî íå áåñêîíå÷íûìè, ïîñêîëüêó ýòî ïðîòèâîðå-
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÷èò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì î íàøåì ìèðå. Ñòðîãî áåñêîíå÷íîñòü
âîçìîæíà ëèøü êàê íåäîñòèæèìûé ïðåäåë, êîòîðûé íå ñòàíîâèòñÿ áëè-
æå ïðè ëþáîì ê íåìó äâèæåíèè. Âåëè÷èíà ÷èñåë è èõ êîëè÷åñòâî îáÿ-
çàíû áûòü êîíå÷íûìè ïî îïðåäåëåíèþ. Âñå èñïîëüçóåìûå ìàòåìàòèêîé
÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ íàòóðàëüíûõ, è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýòîìó òðåáî-
âàíèþ íå óäîâëåòâîðÿþò.

Ïðåäëàãàåòñÿ âåðíóòüñÿ ê ìàòåìàòèêå êàê "íàóêå î êîëè÷åñòâå" (êî-
íå÷íîì). Òàêàÿ ñ÷¼òíàÿ ìàòåìàòèêà íàçâàíà ñ÷¼òèöà äëÿ îòëè÷èÿ å¼ îò
îáùåïðèíÿòîé ìàòåìàòèêè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ÷èñåë. Îíà ñîñòîèò èç
ñ÷¼òíûõ àðèôìåòèêè è ãåîìåòðèè.

×èñëà è èõ íàáîðû

Ëþáÿùèé Áîã ñîçäàë öåëûå ÷èñëà,
âñ¼ îñòàëüíîå � äåëî ðóê ÷åëîâåêà.

Ë. Êðîíåêåð.

Ïðåäìåò � ÷àñòü ñðåäû îáèòàíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íåêîòîðóþ îòäåëüíîñòü, ïðåíåáðåãàÿ å¼ ñâÿçÿìè ñ îñòàëüíîé ñðåäîé è
îòâëåêàÿñü îò ëþáûõ å¼ îñîáåííîñòåé (òîæäåñòâåííîñòü ïðåäìåòîâ).

×èñëî � îáîçíà÷åíèå êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ, âçÿòûõ èç êîíå÷íîãî èõ
çàïàñà. Ïðåäìåòû íå íóìåðóþòñÿ, ò. ê. ýòî íàðóøàåò èõ íåðàçëè÷èìîñòü.
Íîëü îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðåäìåòîâ, åäèíèöà � îäèí ïðåäìåò.
Áåñêîíå÷íîñòü ñòðîãî îòñóòñòâóåò.
Íàáîð (set) èëè ÷.íàáîð (÷èñëîâîé íàáîð, ò. ê. êîíå÷íûé íàáîð ëþáûõ
ïðåäìåòîâ òîæäåñòâåíåí ÷èñëîâîìó íàáîðó) îáîçíà÷àþò êîíå÷íûå êîëè-
÷åñòâà ÷èñåë. Íàáîð çàìåíÿåò ïðèâû÷íîå "ìíîæåñòâî" , îñòàâëåííîå äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íûõ êîëè÷åñòâ.
Ñóá.÷èñëî � êîíå÷íîå ñêîëü óãîäíî áîëüøîå (ñóá, ∞) ÷èñëî. Îíî ââî-
äèòñÿ âìåñòî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà è ïîçâîëÿåò ðåøàòü ëþáûå êî-
íå÷íûå çàäà÷è. Ñóá.÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íå ÷èñëîì â ïðÿìîì åãî ñìûñëå, à
óêàçàòåëåì îòñóòñòâèÿ êîíå÷íîé ãðàíèöû ðîñòà ÷èñåë â äàííîé çàäà-
÷å (áåçãðàíè÷íàÿ êîíå÷íîñòü) è çàíèìàåò ìåñòî áåñêîíå÷íîñòè. Óìíî-
æåíèå ñóá.÷èñëà íà ÷èñëî èëè ñëîæåíèå ñ íèì íå ìåíÿåò åãî ñìûñëà:
× · ∞ =∞, × +∞ =∞.

Äåéñòâèå � èçìåíåíèå ÷èñëà, ñâîäÿùååñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî
èçìåíåíèé íà åäèíèöó. Ïðåäìåòû äîáàâëÿþòñÿ è óáàâëÿþòñÿ ïî îäíîìó.

3



Îáðàòíîå äåéñòâèå ñîâåðøàåòñÿ ëèøü ñ ÷èñëàìè èç ïðÿìîãî äåéñòâèÿ.
Ñëîæåíèå äâóõ ÷èñåë � ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó ÷èñëó êîëè÷åñòâà åäèíèö,
ðàâíîå äðóãîìó ÷èñëó.
Âû÷èòàíèå � äåéñòâèå, îáðàòíîå ñëîæåíèþ.
Óìíîæåíèå � ñëîæåíèå îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Îäèí ìíîæèòåëü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ÷èñëî, à äðóãîé � èõ êîëè÷åñòâî.
Äåëåíèå � äåéñòâèå, îáðàòíîå óìíîæåíèþ.
Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü � óìíîæåíèå îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Îñíîâàíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ÷èñëî, à ñòåïåíü � êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé.
Èçâëå÷åíèå êîðíÿ è ëîãàðèôìèðîâàíèå � îáðàòíûå âîçâåäåíèþ â ñòå-
ïåíü äåéñòâèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îñíîâàíèÿ è ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî.
Ãèïåðäåéñòâèå � ðåäêî ïðèìåíÿåìîå ïðîäîëæåíèå ðÿäà äåéñòâèé àðèô-
ìåòèêè ïîñëå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, êîòîðîå âñ¼ áîëüøå èçìåíÿåò ÷èñëî
è áûñòðåå âûâîäèò åãî çà ïðåäåëû ÷èñëîâûõ íàáîðîâ.

×-÷.íàáîð îçíà÷àåò íàáîð × = [0,×] ÷èñåë ÷ = 0, 1, . . . ,×, èìåþùèé
¼ìêîñòü (ìîùíîñòü) ×+1. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = [0,∞]
çàìåíÿåòñÿ íà ñóá-÷.íàáîð × = [0,∞].

×.ñ÷¼ò÷èê � ñèñòåìà ñ÷¼òà ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî îòñ÷¼òà â íóëå
0÷ = 0 è åäèíèöó ïåðåõîäà 1÷ = 1. Ïðè áîëüøîì ×-÷.íàáîðå ìîæíî
ïåðåéòè ê äðóãîìó ñ÷¼ò÷èêó, âûáèðàÿ 0÷ âíóòðè × è âîçìîæíî ìåíÿÿ 1÷.
Òîãäà ÷èñëà ÷ < 0÷ ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, à ïðîìåæóòîê ìåæäó
÷èñëàìè ìåíÿåòñÿ íà 1/1÷.

Ö.÷èñëà, öåëû � ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Îíè
îáðàçóþò ö.íàáîð ÷ëåíîâ ö = ÷− 0ö, ïîëó÷àåìûé èç ÷.íàáîðà ïðè âûáîðå
íà÷àëà îòñ÷¼òà 0ö â ñåðåäèíå × è åäèíèöû ïåðåõîäà 1ö = 1 � ö.ñ÷¼ò÷èê.
Òàê åñëè ×=2Ö, 0ö = Ö, òî ïîëó÷èì Ö-ö.íàáîð Ö=[-Ö, Ö]. Ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë Z = [−∞,∞] çàìåíÿåòñÿ íà ñóá-ö.íàáîð Ö = [−∞,∞].

Äðîáè ñîñòàâëÿþò ä.íàáîð ÷ëåíîâ ä = (÷ − 0ä)/1ä, êîòîðûé ïîëó÷åí
èç ÷.íàáîðà ïðè âûáîðå íà÷àëà îòñ÷¼òà 0ä â ñåðåäèíå × è åäèíèöû ïå-
ðåõîäà 1ä > 1 � ä.ñ÷¼ò÷èê. Åñëè âçÿòü × = 20ä, Ä = 0ä/1ä, òî ïîëó÷èì
Ä-ä.íàáîð Ä=[-Ä, Ä]. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q = [−∞,∞] çà-
ìåíÿåòñÿ íà ñóá-ä.íàáîð Ä = [−∞,∞].
Äåñÿòè÷íûå äðîáè ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ïðåäñòàâëåíèåì äðîáåé. Ïóñòü
× = 2 · 10à+á, 0ä = 10à+á, 1ä = 10á. Òîãäà Ä = [−Ä,Ä], Ä = 10à è äðîáü
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ä = ±Ö1Ö2 . . .Öà, ö1ö2 . . . öá, ãäå öåëàÿ ÷àñòü äðîáè
èìååò à öèôð 0, . . . , 9, äðîáíàÿ � á.

Öåëû è äðîáè, ïîëó÷åííûå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñäâèãà è ñæà-
òèÿ â ÷.íàáîðå, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì ïåðåèìåíîâàíèåì ÷èñåë. Òîëüêî îíè
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ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëà â ðàçíûõ ñ÷¼ò÷èêàõ. Ñóá-÷|ö|ä.íàáîðû ââåäåíû äëÿ
ïðåäóïðåæäåíèÿ âîçìîæíîãî âûõîäà ïîëó÷àåìûõ ïðè ðàçíûõ äåéñòâèÿõ
÷èñåë çà ïðåäåëû ÷èñëîâûõ íàáîðîâ. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå îõâàòûâàþ-
ùèì ÿâëÿåòñÿ ñóá-ä.íàáîð, êîòîðûé è áåð¼òñÿ çà îáùèé ñóá.íàáîð Ä.
Òåïåðü êàæäûé ÷|ö|ä.íàáîð ñòàíîâèòñÿ âëîæåííûì â ñóá.íàáîð, à ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ äåéñòâèé ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè
íå ïîêèäàåò ñóá.íàáîðû è ÿâëÿåòñÿ çàêîííîé.

Íåäðîáè (èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà i ∈ I) îïðåäåëÿþòñÿ êàê íåïðåäñòà-
âèìûé äðîáÿìè ïðåäåë áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äðîáåé, òðå-
áóþùèé áåñêîíå÷íîé òî÷íîñòè. Èç-çà îòñóòñòâèÿ äîñòèæèìîé áåñêîíå÷-
íîñòè òàêîé ïîäõîä íåïðèåìëåì. Åñëè æå áåñêîíå÷íóþ òî÷íîñòü çàìå-
íèòü êîíå÷íîé èëè îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
òî íåäðîáè ïðèáëèæ¼ííî âûðàæàþòñÿ äðîáÿìè, êàê îáû÷íî è äåëàþò.

Òî÷íîñòü ñ÷¼òà íå ïëîä âîîáðàæåíèÿ, à èìååò îñíîâàíèå â îïûòå íà-
øåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðåäìåòíûì ìèðîì. Ïðè ââåäåíèè ÷èñåë ïîäðàçó-
ìåâàëîñü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïåðåñ÷èòûâàåìûõ ïðåäìå-
òîâ. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî îíî ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì è èçâåñòíûì
ëèøü ïðèáëèæ¼ííî. Íåëüçÿ òî÷íî çíàòü ñêîëüêî ëèñòüåâ â ëåñó, ðûá â
ìîðå, ÷àñòèö âî âñåëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ñ÷¼òå íåîáõîäèì ó÷¼ò ïî-
ãðåøíîñòè, âûðàæàåìûé ÷èñëîâîé òî÷íîñòüþ èëè ðàçðåøåíèåì.

Ýòî âòîðîå îïûòíîå îñíîâàíèå àðèôìåòèêè, êîòîðîå íå áûëî çàìå÷åíî
âî âðåìåíà å¼ çàðîæäåíèÿ, îáõîäèòñÿ è òåïåðü. Âìåñòî ýòîãî ïðåäëàãà-
åòñÿ ïðèíÿòü, ÷òî ìàòåìàòèêà åñòü ïëîä ÷èñòîãî ðàçóìà è íå ñâÿçàíà ñ
âíåøíèì ìèðîì, à ÷èñëà ìîæíî ââîäèòü àêñèîìàìè, îïðåäåëÿÿ ñâîéñòâà
îáúåêòîâ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Òàêîé ïóòü îêàçàëñÿ íååñòåñòâåííî ãðî-
ìîçäêèì è ïðèâ¼ë ê ïîÿâëåíèþ íåóñòðàíèìûõ ïðîòèâîðå÷èé.

Òî÷íîñòü ÷èñåë ò (íåòî÷íîñòü, ðàçðåøåíèå) � íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
ñîñåäíèõ ÷èñåë, ðàçëè÷èìîå â äàííîé çàäà÷å. Òîãäà áëèçêèå ÷èñëà ÷1 è ÷2

áóäóò íåðàçëè÷èìû ïðè |÷2 − ÷1| . ò. Ýòà íåðàçëè÷èìîñòü, ðàñïðîñòðà-
íÿÿñü ïî âñåìó ÷.íàáîðó, ñîçäà¼ò ðÿä ðàçëè÷èìûõ ÷èñåë, îêðóæ¼ííûõ
îáëàñòÿìè íåðàçëè÷åíèÿ. Ïåðâàÿ òàêàÿ îáëàñòü [0,ò] ñ ÷èñëîì ò/2 â ñå-
ðåäèíå ïðîäîëæàåòñÿ ðÿäîì [ê-1,ê]ò, ãäå ê=2,...,×/ò.

Ðàçëè÷èìûå ÷èñëà ÷ò = {(ê − 1/2)ò}, çàìåíÿÿ ÷èñëà ÷ íàáîðà ×,
îáðàçóþò ò-÷.íàáîð ×ò ñ ïðîìåæóòêîì ìåæäó ÷èñëàìè ò âìåñòî 1.Ýòî
îçíà÷àåò ââåäåíèå íîâîé åäèíèöû 1ò = ò è ïåðåõîä ê ò-÷.ñ÷¼ò÷èêó, îò êî-
òîðîãî ìîæíî ïåðåéòè ê ò-ö|ä|ñóá.ñ÷¼ò÷èêàì. Åñëè æå äåéñòâèÿ â íàáîðàõ
ðàçëè÷èìûõ ÷èñåë íå âûðàæàþòñÿ äðîáÿìè, òî èõ ðåçóëüòàò çàìåíÿåò-
ñÿ íà äðîáü â ïðåäåëàõ èñïîëüçóåìîé òî÷íîñòè. Íàïðèìåð

√
2 ñòðîãî íå
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ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, íî ñ òî÷íîñòüþ ò=0,1 çàìåíÿåòñÿ íà
√

1, 96 = 1, 4.
Ñ÷¼ò â ÷èñëîâîì íàáîðå îïðåäåë¼í ïÿòüþ ÷èñëàìè ×, 0÷, 1÷, ò è 4÷ �

ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèåì ÷èñåë â çàäà÷å. Åñëè 4÷ � ò, òî ñ÷¼ò ÿâëÿ-
åòñÿ ïî÷òè îïðåäåë¼ííûì � ó÷¼ò òî÷íîñòè íå îáÿçàòåëåí. Ïðè 4÷ & ò
å¼ âëèÿíèå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê íåîïðåäåë¼ííîñòü ÷èñåë. Åñëè æå
4÷ � ò, òî äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè íå âûâîäÿò èõ èç íåîïðåäåë¼ííîñòè è
÷èñëàì ìîæíî ïðèïèñàòü ëþáîå çíà÷åíèå âíóòðè íå¼.

Ñïëîøíèöà � ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ î÷åíü áîëüøèõ íà-
áîðîâ ÷èñåë, ïîäîáíûé ïðèáëèæåíèþ ñïëîøíîé ñðåäû â ìåõàíèêå. Îí
çàìåíÿåò ñâÿçàííóþ ñ áåñêîíå÷íîñòüþ íåïðåðûâíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Â ñïëîøíèöå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè çàìåíÿþòñÿ íà ñðåäíèå ïî
ïðîìåæóòêó òî÷íîñòè è èõ ðàçáðîñû. Åñëè ôóíêöèÿ çäåñü ìåíÿåòñÿ ñëà-
áî, òî ðàçáðîñàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïåðåõîä ê ñïëîøíèöå ïðîèñõîäèò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:
1) êîëè÷åñòâî ÷èñåë äîëæíî áûòü î÷åíü áîëüøèì ×� 1,
2) ïðîìåæóòîê òî÷íîñòè ñîäåðæèò ìíîãî ÷èñåë ò� 1.
3) ñóùåñòâåííûå äëÿ çàäà÷è èçìåíåíèÿ 4÷ îõâàòûâàþò ìíîãî ðàñïîëî-
æåííûõ ðÿäîì ÷èñåë ×� ∆÷ & ò� 1 è íå äîñòèãàþò ãðàíèö íàáîðà.

Cïëîøíûå ÷èñëà (ñïëîøè) � ïðèáëèæ¼ííî íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî
÷èñåë, çàìåíÿþùåå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ñîõðàíÿÿ óäîáñòâà íåïðåðûâíî-
ñòè è íå òåðÿÿ ñâÿçè ñ ïðåäìåòíûì âîñïðèÿòèåì ìèðà.
Ñïëîøíûå íàáîðû ÷èñåë|öåë|äðîáåé Ñ÷|Ñö|Ñä çàìåíÿþò â ñïëîøíèöå
íàáîðû ×|Ö|Ä. Íàèáîëåå óäîáåí íàáîð ñïëîøíûõ äðîáåé Ñä, êîòîðûé
è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñïëîøè. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ñóá.÷èñëó îáðàçóåòñÿ
ñóá-ñ.íàáîð Ñ ñïëîøíûõ ÷èñåë, çàìåíÿþùèé âåùåñòâåííûå ÷èñëà R.

Ñòðîãàÿ íåïðåðûâíîñòü íåâîçìîæíà. Îíà ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
÷èñåë èç ñ÷¼òà ïðåäìåòîâ è íå ìîæåò áûòü îïèñàíà ÷èñëîâûì îáðàçîì.
Ñòðîãàÿ òåîðèÿ ÷èñåë äîëæíà èñõîäèòü èç èõ ðàçäåëüíîñòè, à íåïðåðûâ-
íîñòü ââîäèòü ïðèáëèæ¼ííî ñ çàìåíîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ñïëîøè.

Ñëîæíîñòè àíàëèçà ïðîèñõîäÿò îò æåëàíèÿ èñïîëüçîâàòü â í¼ì íåïðå-
ðûâíûå ïåðåìåííûå è îïèñûâàòü èõ ÷èñëîâûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî ââåëè
âåùåñòâåííûå ÷èñëà, áåñêîíå÷íî óçêèå è óëîæåííûå áåñêîíå÷íî òåñíî.
Îáðàçîâàëîñü íåóñòðàíèìîå ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ïðåäìåòíûì îïðåäåëå-
íèåì ÷èñåë è ÷èñëîâûì îïèñàíèåì áåñïðåäìåòíîé íåïðåðûâíîñòè, êîòî-
ðîå ðàçðåøàëîñü âûõîäîì â íåäîñòóïíóþ îáëàñòü áåñêîíå÷íîñòè. Èñ÷å-
çàþùåå ðàçëè÷èå áëèçêèõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñòàëè ïðåäñòàâëÿòü áåñ-
êîíå÷íî ìàëûìè ÷èñëàìè. Áûëè ââåäåíû áåñêîíå÷íûå ðÿäû, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè è èõ ïðåäåëû, êîòîðûå, íåñìîòðÿ íà ñâîþ íåäîñòèæèìîñòü,
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ñòàëè ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàòüñÿ êàê-áû "äîñòèæèìûìè â ïðåäåëå"è ïîòî-
ìó ñóùåñòâóþùèìè. Àíàëèç ñòàë ñëîæíûì è ïðîòèâîðå÷èâûì.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ââîäèëèñü ðàäè âûïîëíèìîñòè îáðàòíûõ äåé-
ñòâèé, çàïèñè ðåøåíèé óðàâíåíèé è ñîîòíîøåíèé â ãåîìåòðèè. Äëÿ êî-
íå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë èëè äàæå èõ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîëè÷åñòâî äåé-
ñòâèé, âêëþ÷àÿ îáðàòíûå, è ðåøåíèé óðàâíåíèé òîæå êîíå÷íî èëè ñ÷¼ò-
íî, õîòÿ ìíîãî áîëüøå êîëè÷åñòâà ÷èñåë. À ââåä¼ííîå ìíîæåñòâî âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë íåñ÷¼òíî. Â í¼ì âñå èòîãè óêàçàííûõ äåéñòâèé ñîñòàâ-
ëÿþò ïîäìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Ò. å. ðàäè êàæóùåãîñÿ óëó÷øåíèÿ òåî-
ðèè ââåäåíî íåíóæíûõ ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íî áîëüøå, ÷åì íóæíûõ. Ñî-
îòâåòñòâåííî òåîðèÿ ïîëó÷èëàñü íåîïðàâäàííî ñëîæíîé è ïðèâîäÿùåé
ê ïðîòèâîðå÷èÿì. À îáîñíîâûâàåòñÿ îíà ñ ïîìîùüþ äðîáåé, èñïîëüçóÿ
èõ áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íåäîñòèæèìûå çà êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî øàãîâ ïðåäåëû, èëè ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íååñòåñòâåííîé íàäóìàííîé
àêñèîìàòèêè, ÷òî äàæå îñíîâó àðèôìåòèêè äåëàåò ãðîìîçäêîé è ìàëî-
ïîíÿòíîé. Ïî ñóòè àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïîäãîíêîé ïîä íàáîð ñâîéñòâ
îáúåêòîâ, î÷åíü ïîõîæèõ íà ÷èñëà, íî íå èìåþùèõ èõ îñíîâû è ïîýòîìó
íå òîæäåñòâåííûõ èì.

Ñ÷¼òèöà âîçâðàùàåò ìàòåìàòèêó â ðàìêè íàóêè î êîëè÷åñòâå, êîòîðîå
íå áûâàåò áåñêîíå÷íûì. Ââåäåíèå êîíå÷íîé ÷èñëîâîé òî÷íîñòè óçàêîíè-
âàåò îáû÷íîå â ìàòåìàòèêå îáðàùåíèå ñ íåäðîáÿìè, â êîòîðîì íåäðîáè
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå äåéñòâèé ñ äðîáÿìè, ôóíêöèé îò íèõ èëè ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ äðîáÿìè ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ. Ïðèìåíèìîñòü äåéñòâèé êî âñåì
÷èñëàì âîçìîæíà ïðèáëèæ¼ííî, åñëè èñïîëüçîâàòü òî÷íîñòü è ââåñòè
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàáîðîâ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ íàáîðîâ âûòåêàþò èç åñòåñòâåííûõ
ïðàâèë îáðàùåíèÿ ñ ïðåäìåòàìè. Ïóñòü íàáîð × ïðåäñòàâëÿåò ñêëàä
ïðåäìåòîâ ¼ìêîñòüþ ×, à äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè ä̂÷ ïîä÷èíåíû òð¼ì ïðàâè-
ëàì èõ èçìåíåíèÿ èëè èõ ñî÷åòàíèÿì:
1. Çàïðåò. Íåëüçÿ äîáàâëÿòü èëè óáàâëÿòü êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ ïåðå-
ïîëíÿþùåå èëè îïóñòîøàþùåå ñêëàä, ÷òî çàïðåùàåò äåéñòâèÿ, âûâîäÿ-
ùèå çà ïðåäåëû ×-÷.íàáîðà, ò. å. ïðè ä̂÷ < 0 è ä̂÷ > ×.
2. Ïðèëèïàíèå ê ãðàíèöàì íàáîðà ×. Îêàçàâøèåñÿ âíå ñêëàäà ïðåäìåòû
óäàëÿþò: ä̂÷ = 0 ïðè ä̂÷ ≤ 0 è ä̂÷ = × ïðè ä̂÷ ≥ ×.
3. Ñâ¼ðòûâàíèå íàáîðà ×. Çàïîëíåíèå ñêëàäà ñîïðîâîæäàåòñÿ óäàëåíè-
åì èç íåãî âñåõ ïðåäìåòîâ, à äîáàâî÷íûå ñêëàäûâàþòñÿ â ïóñòîé ñêëàä
(áåð¼òñÿ ä̂÷ = ÷ä ïðè ä̂÷ = ê× + ÷ä, ãäå ê � êðàòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû îïóñòîøåíèå ñêëàäà ñìåíÿåòñÿ åãî çàïîëíåíèåì è ïðî-
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äîëæåíèåì îïóñòîøåíèÿ (áåð¼òñÿ ä̂÷ = × − ÷ä ïðè ä̂÷ = (1 − ê)× − ÷ä,
ãäå ê � êðàòíîñòü îïóñòîøåíèÿ). Ýòî äåéñòâèå ïî ìîäóëþ × âûðàæàåò
çàìûêàíèå íàáîðà íà ñåáÿ ñ îòîæäåñòâëåíèåì åãî ãðàíèö × ≡ 0. Ïóñòü
ñâ¼ðíóòûé íàáîð îáîçíà÷àåòñÿ êàê ÷̊.íàáîð ×̊.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 2 èëè 3 ñíèìàþò çàïðåò 1 íà äåéñòâèÿ, âûâîäÿùèå
çà ïðåäåëû ×-÷.íàáîðà. Äîáàâëåíèå äåéñòâèé ñ òî÷íîñòüþ äî ò ïîçâîëÿåò
çàìåíèòü íåäîïóñòèìîå ñ ÷èñëîì ÷ äåéñòâèå íà äîïóñòèìîå ñ äðóãèì ÷èñ-
ëîì èç îáëàñòè òî÷íîñòè ÷± ò, ÷òî äåëàåò âñå äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè ÷ ∈ ×
äîïóñòèìûìè ñ äàííîé òî÷íîñòüþ. Ïåðåõîä ê ñóá.íàáîðàì óïðàçäíÿåò
ëþáûå îãðàíè÷åíèÿ.

×èñëîâûå íàáîðû è äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè èç íèõ ñîñòàâëÿþò åäèí-
ñòâåííûé ïðåäìåò èçó÷åíèÿ â ñ÷¼òèöå, èç êîòîðîãî äîëæíû ñëåäîâàòü
âñå îñòàëüíûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè. Ñ÷¼òèöà óïðîùàåò è äàæå îòìåíÿ-
åò íåêîòîðûå èç íèõ. Â íåé îòñóòñòâóþò áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, êðîìå
íåäîñòèæèìîãî ñ÷¼òíîãî. Ëþáûå íàáîðû ñâîäÿòñÿ ê ÷èñëîâûì. Îòìåíÿ-
þòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèå, ìàëûå è äðóãèå íååñòåñòâåííûå ÷èñëà. Îíà
èçáàâëÿåò ìàòåìàòèêó ïðîòèâîðå÷èé è ïàðàäîêñîâ.

Ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèé. Äëÿ å¼ îáîñíîâàíèÿ íå òðå-
áóþòñÿ "ñòðîãèå"è ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà íà îñíîâå àíàëèçà áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à äîñòàòî÷-
íî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Ôóíêöèÿ ÷èñåë ô(÷) : × → × ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé è îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Íàáîð ôóíêöèé Ô èìå-
åò êîíå÷íóþ ¼ìêîñòü (× + 1)2. Íî â ñïëîøíèöå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ
ñïëîøíûì (êàê-áû "áåñêîíå÷íûì") ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â ðàññìàòðèâà-
åìûõ çàäà÷àõ åãî ãðàíèöû íå äîñòèãàþòñÿ. Ïîíÿòèå ïðåäåëà áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòàíîâèòñÿ íåíóæíûì èç-çà èõ îòñóòñòâèÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè åñòü ðàçíîñòü ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, à èíòåãðàë � ñóììà ðÿäà. Â ñòðîåíèè ê-îé ïðîèçâîäíîé ô(ê)(÷)
ó÷àñòâóþò ê+1 ñîñåäíèõ ÷èñåë � ïðîèçâîäíûå íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè îäíîãî ÷èñëà, íî ìîãóò ñòàòü òàêèìè â ñïëîøíèöå, åñëè ïîääåðæè-
âàþùèå èõ ÷èñëà ïîïàäàþò â ïðîìåæóòîê ðàçðåøåíèÿ. Ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ñòàíîâèòñÿ íåíóæíûì âìåñòå ñ ïîíÿòèåì å¼
íåïðåðûâíîñòè. Íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèàë (ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðà-
ùåíèÿ ôóíêöèè, ñîäåðæàùàÿ ìíîãî ÷èñåë) è çàïèñü ïðîèçâîäíûõ ñ åãî
ïîìîùüþ ââîäÿòñÿ ëèøü ïðèáëèæ¼ííî â ñïëîøíèöå.
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Ìíîãîìåñòíûå íàáîðû è ïåðåõîäû â íèõ

Çðè â êîðåíü.
Êîçüìà Ïðóòêîâ.

Íà îñíîâå ÷èñåë ÷ ∈ ×× ñòðîÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå ñòðîè. Äëÿ ýòîãî
×× ïîâòîðÿåòñÿ Ì ðàç ñ ïðèñâîåíèåì ïîëó÷åííûì ÷.íàáîðàì ×ì

× ìåòîê
(ìåñò) ì=1, ..., Ì. Èõ îáúåäèíåíèå

⋃Ì

ì=1×
ì
× äà¼ò íàáîð ïàð ìåñòî-÷èñëî

¼ìêîñòè (×+1)Ì, à ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ×Ì
× =

⊗Ì

ì=1×
ì
× � Ì-ìåñòíûé

íàáîð ÷èñåë ¼ìêîñòè (× + 1)Ì (Ì×-ì÷.íàáîð).
Åñëè íàáîð ïîìå÷åííûõ ÷èñëàìè ìåñò (Ì-ì.íàáîð) ÌÌ: ì=1, ..., Ì

ïîâòîðèòü Í ðàç ñ ìåòêàìè í=1, ..., Í, òî ïîëó÷èì ì.íàáîðû Ìí
Ì. Èõ

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåÌÍ
Ì =

⊗Í

í=1Ì
í
Ì äà¼ò Í-ìåñòíûé íàáîð ìåñò ¼ìêî-

ñòè ÌÍ, à ïîñëå çàïîëíåíèÿ ìåñò ÷èñëàìè ïîëó÷èòñÿ ÌÍ×-ì÷.íàáîð �
ÌÍ-ìåñòíûé íàáîð ×ÌÍ

× ¼ìêîñòè (× + 1)Ì
Í

.
Åñëè æå Ì×-ì÷.íàáîð ïðåäñòàâèòü ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìåíü-

øèõ íàáîðîâ×Ì
× = ×Ì1

×

⊗
×Ì2
× , Ì1+Ì2 = Ì, òî ïîëó÷èìÌ1×-ì÷.íàáîð,

÷ëåíû êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû Ì2×-ì÷.íàáîðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî èç îñ-
íîâíîãî íàáîðà ×× ìîæíî ïîëó÷àòü ìíîãîìåñòíûå íàáîðû ñ ÷ëåíàìè,
ÿâëÿþùèìèñÿ ÷èñëàìè èëè ìíîãîìåñòíûìè íàáîðàìè.

Êðîìå íàáîðîâ ×× ñóùåñòâóþò ñâ¼ðíóòûå íàáîðû ×̊×, êîòîðûå òàê-
æå ìîãóò âõîäèòü â ñîñòàâ ìíîãîìåñòíûõ íàáîðîâ. Ïóñòü òàêîé ìíîãî-

ìåñòíûé ñâ¼ðíóòûé íàáîð îáîçíà÷àåòñÿ Ì̊×− ì̊÷.íàáîð ×̊
Ì̊

× , à ÷àñòè÷íî

ñâ¼ðíóòûé íàáîð � (Ì+ Ì̊)×− ì̊÷.íàáîð ×̊
(Ì+Ì̊)

× = ×Ì
×

⊗
×̊
Ì̊

× , ãäå Ì̊ �
êîëè÷åñòâî ñâ¼ðíóòûõ íàáîðîâ.

Ïåðåõîäû ìåæäó ÷èñëîâûìè íàáîðàìè. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîãîìåñòíûé
÷èñëîâîé íàáîð ×Ì

× â ëþáîì ñ÷¼ò÷èêå, ñîñòàâëåííûé èç îäíîìåñòíûõ
íàáîðîâ ×ì

×, ì = 1, . . . ,Ì è ïåðåõîäû ïáà èç ×
à
× â ×á

×, âêëþ÷àÿ òîæäå-
ñòâåííûé ïåðåõîä ïàà = 1. Âñåãî 1+Ì(Ì-1)/2 ïåðåõîäîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé îáùèìè äëÿ íèõ íàáîðàìè.

Ëþáîé ïåðåõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äðóãèõ ñâÿçàí-
íûõ ñ íèì ïåðåõîäîâ ïáà = ïáâï

â
à, ãäå ïåðâûì äåéñòâóåò ïðàâûé ïåðåõîä.

Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûìè áóäóò ïåðåõîäû ïáà îò ìåíüøåé ìåòêè ê á�îëüøåé
à<á. Îáðàòíûå ïåðåõîäû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ïàá = (ïáà)

−1 = −ïáà, ÷òî
äà¼ò (ïáà)

2 = −ïàáïáà = −1. Çäåñü (ïáà)
2 íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

äâóõ ïåðåõîäîâ ïáà. Åñëè ïåðåøëè èç ×à â ×á, òî ñëåäóþùèì äîëæåí
áûòü ïåðåõîä èç ×á, ò. å. ï

à
á. Ïîýòîìó (ïáà)

2 åñòü ëèøü ïåðåçàïèñü −ïàáïáà.
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Îïîðíûå ïåðåõîäû (Îïîðû). Ëþáîé ïåðåõîä ïáà ìîæíî ñîñòàâèòü èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïîðíûõ ïåðåõîäîâ îà, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî
¼ìêîñòè Ì íàáîðà ×Ì

× . Åñëè âçÿòü îïîðíûìè ïåðåõîäû îò ×1
× (èëè äðó-

ãîãî ×ì
×) ê îñòàëüíûì: îà = ïà1, à = 1, . . . ,Ì, òî ïåðåõîäû ñîñòîÿò èç

ïðîèçâåäåíèé òîëüêî äâóõ îïîð ïáà = îàîá. Äðóãîé âûáîð îïîð äà¼ò òàêèõ
ìíîæèòåëåé áîëüøå. Òàê ïðè îà = ïàà−1(à > 1) èõ êîëè÷åñòâî äîñòèãàåò
Ì-1: ïÌ1 = îÌîÌ−1 . . . î2.

Ïåðåõîäû ïáà ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè ìåæäó åäèíèöàìè (èëè îäèíàêî-
âûìè ÷èñëàìè) íàáîðîâ ×à

× è ×á
×. Òîãäà ïåðåõîä îò ÷èñëà ÷à ∈ ×à

× ê
÷èñëó ÷á ∈ ×á

× çàïèøåòñÿ êàê ÷áï
á
à/÷à èëè ÷áàï

á
à, ãäå ÷áà = ÷á/÷à. Èç

ýòèõ ÷èñåë è ïåðåõîäîâ ñîñòàâëÿþòñÿ ïåðåõîäíèêè ÏÌ � ìíîãî÷ëåíû
äåéñòâèé, ïåðåìíîæàåìûå êàê ÷èñëîâûå ñ òðåáîâàíèåì ñîõðàíåíèÿ ïðè
ýòîì èõ ñòðîåíèÿ ÏÌ

1 Ï
Ì
2 = ÏÌ

3 :
ÏÌ =

∑
à<á ÷

á
àï

á
à +

∑
à<á<â<ã ÷

á
à÷

ã
âï

á
àï

ã
â + . . .

=
∑

à<á ÷
á
àîàîá +

∑
à<á<â<ã ÷

á
à÷

ã
âîàîáîâîã + · · · =

∑
è ÷èÎè.

Â ïåðåõîäíèêàõ ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäîâ îçíà÷àåò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå
äåéñòâèå, à ñëîæåíèå � ñîâìåñòíîå. Ïîñëåäíÿÿ ñóììà çàïèñàíà â îáû÷-
íîì äëÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäå, ãäå âìåñòî èõ ìíèìûõ åäèíèö
ââåäåíû îïîðíèêè Îè = îàîá . . . , âûðàæàåìûå ÷åðåç ïåðåõîäû.

Ïåðåõîäíèêè ïðè óìíîæåíèè äîëæíû ñîõðàíÿòü ñâî¼ ñòðîåíèå. Ýòî
áóäåò, åñëè îïîðíèêè ñîñòîÿò èç âñåõ ïðîèçâåäåíèé îïîð ñ ðàçíûìè ìåò-
êàìè. Òîãäà ïðè óâåëè÷åíèè ¼ìêîñòè Ì ÷èñëîâîãî íàáîðà íà åäèíèöó
äîáàâëÿåòñÿ îïîðà îÌ+1 è å¼ ïðîèçâåäåíèÿ ñ óæå èìåþùèìèñÿ îïîðàìè,
÷òî äà¼ò êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ïåðåõîäíèêå 2Ì−1, ò. å. èõ óäâîåíèå ñ Ì.

Âèäíî, ÷òî ïåðåõîäíèêè ïî ñòðîåíèþ ïîõîæè íà ãèïåðêîìïëåêñíûå
÷èñëà, âçÿòûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñ÷¼ò÷èêàõ, à ïðè Ì = 1, 2, 3 èõ ñòðîå-
íèå ñîâïàäàåò ñî ñòðîåíèåì âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è êâàòåð-
íèîíîâ. Íà÷èíàÿ ñ Ì = 4 è äàëåå ïîÿâëÿþòñÿ âñ¼ á�îëüøèå îòëè÷èÿ îò
ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë èç-çà ðàçíûõ ïðàâèë óìíîæåíèÿ.

Òî, ÷òî â ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ïðèíÿòî çà ìíèìûå åäèíèöû, â
ïåðåõîäíèêàõ ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèÿìè ïåðåõîäîâ ìåæäó ÷èñëîâûìè íàáî-
ðàìè. Îòñþäà âîçíèêàåò èõ êîðåííîå ðàçëè÷èå. Ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà
ñòðîÿòñÿ íà ïðàâèëàõ Êýëè-Äèêñîíà îá àíòèêîììóòàöèè èõ ìíèìûõ åäè-
íèö, ââåä¼ííûìè ýêñòðàïîëÿöèåé ïî ïîäîáèþ ñ êâàòåðíèîíàìè. Ïðàâèëà
êîììóòàöèè äëÿ îïîð, âûâåäåííûå èç îáùèõ ñâîéñòâ ÷èñåë, óêàçûâà-
þò, ÷òî àíòèêîììóòèðóþò ëèøü îïîðû, ñâÿçàííûå îáùèìè ÷.íàáîðàìè,
à îñòàëüíûå íåçàâèñèìû. Ò. å. àíòèêîììóòèðóþò îïîðíèêè ñ íå÷¼òíûì
êîëè÷åñòâîì ìåòîê è ÷àñòè÷íî îäèíàêîâûìè ìåòêàìè, îñòàëüíûå æå êîì-
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ìóòèðóþò. Ñîâïàäàþò â ýòèõ ïðàâèëàõ òîëüêî çàêîíû óäâîåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà ÷ëåíîâ ÷èñåë ñ ðîñòîì èõ ðàçìåðíîñòè.

Ïåðåõîäíèêè îïèñûâàþò ïåðåõîäû ìåæäó ÷èñëàìè (÷èñëîâûå ôóíê-
öèè) â Ì×-÷.íàáîðàõ èëè â Ì-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñïëîøíûõ ÷èñåë.
À ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ îêòàâ, íà ýòî íå ñïîñîáíû.

Óìíîæåíèå ïåðåõîäíèêîâ ñëåäóåò èç óìíîæåíèÿ îïîðíèêîâ è ïðîñòûõ
ïðàâèë: ñîñåäíèå îïîðû â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàâëÿþòñÿ ñî ñìåíîé
çíàêà ïðè ðàçíûõ ìåòêàõ, èëè ñîêðàùàþòñÿ äî -1 ïðè îäèíàêîâûõ. Óìíî-
æåíèå îïîðíèêîâ Î2 . . .Î16 ïðåäñòàâëåíî â äîïîëíåíèè.

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåõîäîâ. Ò. ê. ïåðåõîäû ñâÿçûâàþò äâà
÷.íàáîðà, òî ïðèìåíåíû ìàòðèöû 2×2. Ïðèñóòñòâèå â×à ïîêàçàíî ñòîëá-
öîì

(
1
0

)à
á
, à â ×á �

(
0
1

)à
á
, ãäå çíà÷êè îòìå÷àþò ìåòêè íàáîðîâ. Ïåðåõîä

ïáà èç ×
à
× â ×á

× ïðåäñòàâëåí ìàòðèöåé ïáà =
(

0 −1
1 0

)
, à îáðàòíûé ïåðåõîä

ïàá = (ïáà)
−1 =

(
0 1
−1 0

)
= −ïàá.Òîãäà

ïáà

(
1
0

)à
á

=

(
0 −1
1 0

)(
1
0

)à
á

=

(
0
1

)à
á

, ïàá

(
0
1

)à
á

=

(
0 1
−1 0

)(
0
1

)à
á

=

(
1
0

)à
á

.

Ñëåäîâàòåëüíî

ïáàï
à
á =

(
0 1
−1 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= 1.

Ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäîâ ïâà = ïâáï
á
à ïåðåâîäèò èç ×

à
× â ×á

×, çàòåì â ×â
×:

ïâáï
á
à

(
1
0

)à
á

= ïâá

(
0
1

)à
á

= ïâá

(
1
0

)á
â

=

(
0
1

)á
â

=

(
0
1

)à
â

= ïâà

(
1
0

)à
â

.

Êâàäðàò ïåðåõîäà

(ïáà)
2 = ïáàï

á
à =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −1.

Îí ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïåðåõîäîâ èç ×à
× â ×á

× è îáðàòíî ñ
èçìåíåíèåì çíàêà (ïáà)

2 = −ïàáïáà. Ïåðåõîäû ìåæäó ÷èñëàìè ÷à ∈ ×à
× è

÷á ∈ ×á
× çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ÷áàï

á
à, ãäå ÷

á
à = ÷á/÷à.

Ôóíêöèÿ

Íà âñÿêîãî ìóäðåöà äîâîëüíî ïðîñòîòû.
Ïîñëîâèöà

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ô(÷) (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) åñòü ïåðåõîä îò ÷èñëà
÷ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ê ÷èñëó ô â îáëàñòè çíà÷åíèé Ô. Ñëåäîâà-
òåëüíî îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíèêîì (äåéñòâèåì). Òàê ôóíêöèÿ îäíîé ïå-
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ðåìåííîé ô(÷à), ÷à ∈ ×à
× ïðåäñòàâèìà ïåðåõîäîì ô = ÷ôà ï

ô
à , à ñëîæíàÿ

ôóíêöèÿ ô(÷ó(. . . (÷á(÷à)) . . . )) � ïðîèçâåäåíèåì ïåðåõîäîâ ÷ôó ï
ô
ó . . . ÷

á
àï

á
à.

Ôóíêöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ô(÷à, ÷á, . . . ) ñíà÷àëà êàæäûé àðãóìåíò
÷è, è = à, á, . . . ïåðåâîäèò â åäèíèöó ñâîåãî íàáîðà ×è

×. Çàòåì îíè ïåðå-
õîäÿò â åäèíèöó íàáîðà Ô, à èç íå¼ â çíà÷åíèå ô. Ïåðåõîä çàïèñûâàåòñÿ
ñóììîé ô =

∑
è ÷

ô
è ï

ô
è .

Àðãóìåíòàìè ôóíêöèè ìîãóò áûòü è äåéñòâèÿ (ôóíêöèè, ïåðåõîäíè-
êè). Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì, ïðèìåí¼ííûì ê äðóãèì äåéñòâèÿì,
è ïðåäñòàâëÿåòñÿ èõ ïðîèçâåäåíèåì, ò. å. îñòà¼òñÿ äåéñòâèåì, èëè ïåðå-
õîäíèêîì. Â èòîãå ëþáûå ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû ïåðåõîäíèêàìè.

Âñå ñâîéñòâà ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ å¼ çíà÷åíèÿìè, íî äëÿ áîëüøèõ
÷.íàáîðîâ îïèñàíèå ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèì è íåóäîáíûì äëÿ
ïîíèìàíèÿ. Òðåáóþòñÿ ñïîñîáû, óïðîùàþùèå çàïèñü è ïðîÿñíÿþùèå
ïîíèìàíèå. Ýòî íàõîæäåíèå ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè, å¼ ðàçíûõ
óñðåäíåíèé, ñîïîñòàâëåíèå çíà÷åíèé, ââåäåíèå îãðàíè÷èâàþùèõ ñâÿçåé
� ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè, ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè è ò. ï.. Îäíèì èç òàêèõ ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäèìîå ïðîñòûìè
äåéñòâèÿìè ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè â ñîñåäíèõ òî÷êàõ.

Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ô(÷) èìåþò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà-
÷åíèé íà íàáîðå × = [0,×]. ×òîáû äëÿ íèõ âñå êîíå÷íûå äåéñòâèÿ ïðî-
õîäèëè áåç îãðàíè÷åíèé, èõ íàäî ðàññìàòðèâàòü â ñóá.íàáîðå × = ∞.
Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèè óäîáíî ââåñòè å¼ ïåðåñòðîè
ôó(÷) ðàçíûõ óðîâíåé ó = 1, 2, . . ., ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñî-
ñåäíèõ ÷èñëàõ äåéñòâèåì ä̂ â âèäå ôó(÷) = ôó−1(÷+1)ä̂ôó−1(÷), ãäå ôó(÷)
îïèðàþòñÿ íà îáëàñòü ïîääåðæêè, ñîñòàâëåííóþ èç ÷èñåë [÷,÷+ó] è îáî-
çíà÷åííóþ ëèøü îäíèì ïåðâûì ÷èñëîì ÷. Îáðàòíîå äåéñòâèå ä̂−1 åñòü
ôó(÷ + 1) = ôó(÷)ä̂−1ôó+1(÷). Åñëè îáîçíà÷èòü ô(÷) ≡ ô0(÷), òî íîìåðà
óðîâíåé íà÷èíàþòñÿ ñ íóëÿ ó = 0, 1, . . . .

Ïóñòü ôóíêöèè ôó(÷) ñîçäàþòñÿ ñëåäóþùèìè äåéñòâèÿìè:
Ðàçíîñòü: ôó(÷) = ôó−1(÷ + 1)−ôó−1(÷), ôó(÷ + 1) = ôó(÷) + ôó+1(÷).
Ñóììà: ôó(÷) = ôó−1(÷ + 1) + ôó−1(÷), ôó(÷ + 1) = ôó(÷)−ôó+1(÷).
Äåëåíèå: ôó(÷) = ôó−1(÷ + 1)/ôó−1(÷), ôó(÷ + 1) = ôó(÷) ·ôó+1(÷).
Óìíîæåíèå: ôó(÷) = ôó−1(÷ + 1) ·ôó−1(÷), ôó(÷ + 1) = ôó(÷)/ôó+1(÷).
Âñå îíè çàìåíîé ôóíêöèé ïåðåõîäÿò îäíî â äðóãîå è ñâîäÿòñÿ ê ðàçíîñòè.

Äåéñòâèå ðàçíîñòè ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ ôóíêöèé ðÿäîì Íüþòîíà
ô1(÷) = ô(÷ + 1)−ô(÷), ô2(÷) = ô(÷ + 2)− 2ô(÷ + 1) + ô(÷),
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ô3(÷) = ô(÷ + 3)− 3ô(÷ + 2) + 3ô(÷ + 1)−ô(÷) è ò. ä. äî

ôó(÷) =

ó∑
à=0

(−1)à+óÍà
óô(÷ + à), Íà

ó = ó!/à!(ó − à)!, ó = 1, 2, . . . , (1)

ãäå Íà
ó � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç ó ïî à, èëè ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ áèíîìà

Íüþòîíà ñòåïåíè ó.
Îáðàòíîå äåéñòâèå ôó(÷ + 1) = ôó(÷) + ôó+1(÷) äà¼ò

ôó(÷) = ôó(÷− 1) +ôó+1(÷− 1) = ôó(÷− 2) +ôó+1(÷− 2) +ôó+1(÷− 1) è

ôó(÷) = ôó(0) +
÷−1∑
à=0

ôó+1(à) (2)

� ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ñâîèì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì è ñóììîé èçìåíå-
íèé. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò
ô(1) = ô(0)+ô1(0), ô(2) = ô(0)+ô1(0)+ô1(1) = ô(0)+2ô1(0)+ô2(0),
ô(3) = ô(0) + 3ô1(0) + 3ô2(0) + ô3(0) è ò. ä. äî

ô(÷) =
÷∑
à=0

Íà
÷ôà(0), Íà

÷ = ÷!/à!(÷− à)!. (3)

Çàìåíà íóëÿ íà äðóãîå ÷èñëî ÷0 âûïîëíÿåòñÿ ñäâèãîì íà íåãî. Âèäíî,
÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì ðÿäîì ñ íàèáîëüøåé ñòå-
ïåíüþ, ðàâíîé ïðîìåæóòêó äî ÷èñëà îòñ÷¼òà. Åñëè çíà÷åíèÿ ô(÷) ëåæàò
â íàáîðå Ô, îòëè÷íîì îò íàáîðà ×, òî ôóíêöèþ è å¼ ïåðåñòðîè íàäî
óìíîæèòü íà ïåðåõîä ïô÷ ìåæäó ýòèìè íàáîðàìè.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå óïðîùàåòñÿ åñëè ðàññìàòðèâàòü áîëüøèå ÷èñëà
÷� à è ôóíêöèþ, ìåíÿþùóþñÿ íå ñëèøêîì ðåçêî, ÷òîáû îñíîâíîé âêëàä
â ñóììó âíîñèëè ÷ëåíû ñ íåáîëüøèìè íîìåðàìè à. Òîãäà Íà

÷ ≈ ÷à/à!, à
ñóììèðîâàíèå ìîæíî ïðîäëèòü äî ñóá.÷èñëà, ÷òî äà¼ò

ô(÷) ≈
÷∑
à=0

(÷à/à!)ôà(0) ≈
∞∑
à=0

(÷à/à!)ôà(0). (4)

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ñóá.íàáîðó è ïðèáëèæåíèþ ñïëîøíîñòè, ñ ó÷¼òîì
ðàâíîãî åäèíèöå ðàçëè÷èÿ ÷èñåë, ôóíêöèè ôó(÷) ñòàíîâÿòñÿ ïðîèçâîä-
íûìè ïîðÿäêà ó, èìåþùèìè ó ÷èñåë ïîääåðæêè. Ïðè ýòîì èõ ìîæíî
ïðèâÿçûâàòü ê îäíîìó ÷èñëó òîëüêî åñëè òî÷íîñòè ñ÷¼òà íåäîñòàòî÷íî
äëÿ ðàçðåøåíèÿ îáëàñòè ïîääåðæêè ò > ó.
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Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ô(÷), ÷ = {÷1, ÷2, . . . , ÷M}, èìåþùèå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé íà íàáîðå×Ì

× , íàõîäÿòñÿ ïîäîáíî ôóíê-
öèÿì îäíîé ïåðåìåííîé (1-4). Ýòî ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè äåéñòâèÿ
ðàçíîñòè íà êàæäóþ ïåðåìåííóþ. Ïóñòü ó = {ó1, ó2, . . . , óM} � íàáîð
óðîâíåé äëÿ ïåðåìåííûõ ÷, à ôy(÷) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåñòðîè.
Òîãäà èç (1) ïîëó÷èì

ôy(÷) = (−1)Ó
ó1∑
à1=0

· · ·
óÌ∑
àÌ=0

(−1)ÀÍà1
ó1
. . .ÍàÌ

óÌ
ô(÷+ à), (5)

ãäå Ó = ÷1 + · · ·+ ÷M , À = à1 + · · ·+ àM . Îáðàòíî èç (3) ñëåäóåò

ô(÷) =

ó1∑
à1=0

· · ·
óÌ∑
àÌ=0

Íà1
ó1
. . .ÍàÌ

óÌ
ôa(0). (6)

Ïåðåõîä ê ïðèáëèæåíèþ ñïëîøíîñòè ïîäîáåí òîìó æå ïåðåõîäó äëÿ
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ñ÷¼òîì�åòðèÿ � ñ÷¼òíàÿ ãåîìåòðèÿ

È ìí�îæàå îò íèõú, ñ�ûíå ìîé, õðàí�èñÿ:
òâîð�èòè êí�èãè ìí�îãè íåñòü êîíö�à,

è ó÷�åíèå ìíîã�àå òðóä ïë�îòè.
Åêêëåçèàñò.

Ãåîìåòðèÿ îñíîâàíà íà îïûòå èçìåðåíèé ðàññòîÿíèé è íàïðàâëåíèé
íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè âáëèçè íå¼, à ÷èñëà â íåé òîëüêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàññòîÿíèé è óãëîâ. Îíà íà÷àëàñü ñ òî÷êè Åâêëèäà:
"Òî÷êà åñòü òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé". Â ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè äîáàâ-
ëåíî òðåáîâàíèå, ÷òîáû òî÷êà íå èìåëà ðàçìåðà è ëèøü îòìå÷àëà ìåñòî
ïðåáûâàíèÿ. Ïîëó÷èëàñü êðàéíÿÿ èäåàëèçàöèÿ îïûòíûõ òî÷åê. Òî÷êè
íóëåâîãî ðàçìåðà íå ìîãóò ñëóæèòü ìåðîé äëèíû � äëèíà ìåðÿåòñÿ òîëü-
êî îòðåçêàìè. Ïîñòðîåííàÿ èç íèõ ïðÿìàÿ (÷èñëîâàÿ îñü) ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåò èõ ãåîìåòðè÷åñêè è âáè-
ðàåò â ñåáÿ âñå èõ íåäîñòàòêè.

Ïåðåõîä îò ñêîëü óãîäíî ìàëîãî êîíå÷íîãî ðàçìåðà òî÷êè ê áåñêî-
íå÷íî ìàëîìó èëè îòñóòñòâóþùåìó ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî îòâëå÷åíèåì îò
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ðàçìåðà, êàê ýòî îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò, à ïåðåõîäîì â íîâîå êà÷åñòâî. Â
ìàñøòàáå åäèíèöû ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò íó-
ëÿ è âïîëíå ìîæåò áûòü èì çàìåíåíî. Íî ïîñëå ïåðåõîäà â ìàñøòàá ýòîãî
÷èñëà îíî áóäåò òàêæå äàëåêî îò íóëÿ, êàê è åäèíèöà, êîòîðàÿ òåïåðü
ñòàëà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Ìåæäó áåñêîíå÷íîñòüþ è ëþáûì êîíå÷íûì
÷èñëîì âñåãäà îñòà¼òñÿ íåïðåîäîëèìàÿ ïðîïàñòü. Ïîïûòêè å¼ ïåðåõîäà
ïðèâîäÿò ê ââåäåíèþ äðóãèõ îáúåêòîâ ìàòåìàòèêè, êà÷åñòâåííî îòëè÷-
íûõ îò îáû÷íûõ ÷èñåë. À ïåðåíîñ íà íèõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîíå÷íûõ ÷èñåë íåëüçÿ ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ïðàâîìåðíûì.

Ñòðîãèé ïåðåõîä ê ñ÷¼òíîé ãåîìåòðèè âîçìîæåí, åñëè îòòàëêèâàòü-
ñÿ îò ÷.íàáîðîâ, ïðåäñòàâëÿòü òî÷êè ìíîãîìåñòíûìè ÷èñëàìè, ïðèïèñû-
âàòü èì åäèíè÷íûé ðàçìåð ÷èñëîâîãî ïðîìåæóòêà è èñïîëüçîâàòü ïðè-
áëèæåíèå ñïëîøíîñòè. Äëÿ ýòîãî â ìíîãîìåñòíûõ íàáîðàõ ×Ì

× ââîäÿòñÿ
ïëîùàäè è îáú¼ìû îáëàñòåé ÷èñåë, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êîëè÷åñòâîì
ðàñïîëîæåííûõ â íèõ ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ. Íà ýòîé îñíîâå ââîäÿò-
ñÿ ðàññòîÿíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ
çäåñü óñëîâíû � îò ÷èñëà ê ÷èñëó ïåðåõîäÿò ñòóïåí÷àòî âäîëü íàáîðîâ
×ì
× ñ ïåðåõîäàìè ìåæäó íèìè, à ðàññòîÿíèÿ ïðåäñòàâëåíû ðàçíîñòÿìè

÷èñåë â ×ì
×. Ëèíèè, ïîâåðõíîñòè è îáú¼ìû ïîëó÷àþò ãëàäêîñòü ëèøü â

ïðåäåëàõ çàäàííîé òî÷íîñòè.
Çäåñü äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàññòîÿíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ìåæäó íó-

ë¼ì è äðóãèì ÷èñëîì. Â äâóõìåñòíîì ö.íàáîðå ðàññòîÿíèå ð2 ìåæäó íó-
ë¼ì è ÷èñëîì ö = (ö1, ö2) íàõîäèòñÿ èç ñòðîÿ

(0, 0)− (ö1, 0)− (ö1, ö2)− (0, ö2)− (0, 0),
íàçâàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêîì è èìåþùåãî ïëîùàäü ö1ö2. Ïðè ö1 = ö2

ñòðîé íàçâàí êâàäðàòîì. Èç ñèììåòðèè íàïðàâëåíèå (0,0)-(ö1, ö2) äåëèò
ïëîùàäü ïîïîëàì, åñëè ö1 è ö2 ÷¼òíûå (åñëè íåò, òî èõ íàäî óìíîæèòü
íà 2). Ñòðîèì åù¼ òðè ïðÿìîóãîëüíèêà òàêîé æå ïëîùàäè:

(ö1, ö2)− (ö1 + ö2, ö2)− (ö1 + ö2, ö2 − ö1)− (ö1, ö2 − ö1)− (ö1, ö2),
(ö2, ö2−ö1)− (ö1 +ö2, ö2−ö1)− (ö1 +ö2,−ö1)− (ö2,−ö1)− (ö2, ö2−ö1),

(0, 0)− (ö2, 0)− (ö2,−ö1)− (0,−ö1)− (0, 0).
Ýòè ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà èìåþò îäèíàêîâûå ïëîùàäè ö1ö2 è äèà-

ãîíàëè ðàâíîé äëèíû ð2. Ïðÿìîóãîëüíèêè ñîñòàâëÿþò êâàäðàò ñî ñòîðî-
íîé ö1 + ö2, à èõ äèàãîíàëè � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ð2. Âíóòðè áîëüøî-
ãî êâàäðàòà ðàñïîëîæåí ìàëåíüêèé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé |ö2 − ö1|. Äâà
óðàâíåíèÿ ïëîùàäè ýòîãî ñòðîÿ åñòü (ö1 + ö2)2 = 4ö1ö2 + (ö2 − ö1)2 è
(ö1 + ö2)2 = 2ö1ö2 + ð2

2. Òîãäà ð
2
2 = ö2

1 + ö2
2.

Ïåðåõîä ê á�îëüøåé ¼ìêîñòè íàáîðîâ Ì > 2 î÷åâèäåí. Èñêîìîå ðàñ-
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ñòîÿíèå ðÌ ìåæäó íóë¼ì è ÷èñëîì {ö1, ö2, . . . , öÌ} åñòü äëèíà äèàãîíàëè
ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè ðÌ−1, öÌ−1 : ð2

Ì = ð2
Ì−1 + ö2

Ì−1. Îòñþäà

ñëåäóåò òåîðåìà Ïèôàãîðà ð2
Ì =

∑Ì

ì=1 ö
2
ì.

Íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëàìè öì (ñ òî÷íîñòüþ äî îäèíàêîâîãî
ìíîæèòåëÿ ó íèõ) è îïèñûâàþòñÿ îòíîøåíèÿìè ÷èñåë, ò. å. ïåðåìåííûìè
íì = öì/ðÌ, êîòîðûå â ñïëîøíèöå ñòàíîâÿòñÿ êîñèíóñàìè óãëîâ ìåæ-
äó íàïðàâëåíèåì è îñÿìè ì (íàáîðàìè ×ì

×|Öì
Ö|Äì

Ä). Ïðîìåæóòîê ìåæäó
÷èñëàìè (åäèíèöà) 1í âäîëü íàïðàâëåíèÿ åñòü ðàññòîÿíèå îò íóëÿ äî
áëèæàéøèõ ÷èñåë öì (îíè íå èìåþò îáùåãî äåëèòåëÿ).

Ââåäåíèå â ìíîãîìåñòíîì íàáîðå ×Ì
× |ÖÌ

Ö |ÄÌ
Ä ðàññòîÿíèé è íàïðàâëå-

íèé ïðåâðàùàåò åãî â ìíîãîìåðíûé ÷èñëîâîé êóá: Ì×-÷|ÌÖ-ö|ÌÄ-ä.êóá
ÊÌ
× |ÊÌ

Ö |ÊÌ
Ä . Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà Ì×-÷.êóáà äî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî

ïåðåâîäèò åãî â ìíîãîìåðíûé ñóá-÷.êóá Ê
Ì

∞.
Ïåðåõîä ê ñïëîøíèöå, ïðè äîñòàòî÷íûõ äëÿ ýòîãî êîëè÷åñòâå ÷èñåë

è èõ òî÷íîñòè, ïåðåâîäèò ÷èñëà â ñïëîøè, à ÷èñëîâîé êóá ÊÌ
× â ìíîãî-

ìåðíûé ñïëîøíîé êóá � Ì×-ñ.êóá ÑÌ
× . Åñëè ðàçìåð åãî ð¼áåð âûðàçèòü

ñóá.÷èñëîì × = ∞, òî ïîëó÷èì Ì-ìåðíûé ñóá-ñ.êóá ÑÌ
∞ ñ àáñîëþòíû-

ìè ÷èñëîâûìè îñÿìè, èëè Ì-ìåðíîå ñïëîøåñòâî � ñïëîøíîå àáñîëþò-
íîå ïðîñòðàíñòâî ÑÌ. Ïðèáëèæ¼ííûé ïåðåõîä îò àáñîëþòíîé ÷èñëîâîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà ê îòíîñèòåëüíîé äåëàåò ñïëîøåñòâî îòíîñèòåëüíûì, çà-
ìåíÿþùèì âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

×èñëîâîé êóá àáñîëþòåí � îí ñàì åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà.
Ñòðîãî ïðÿìûìè â í¼ì ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïåðåõîäû ìåæäó ÷èñëàìè îñåâûõ
íàáîðîâ×ì

×. Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è â ñïëîøíèöå. Âñå äðóãèå ëèíèè,
íàïðàâëåíèÿ, óãëû è ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ïðèáëèæ¼ííî ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òàê îòíîøåíèå äëèí îêðóæíîñòè è äèàìåòðà (÷èñ-
ëî π), ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è ò. ï. íå ìîãóò áûòü àáñîëþòíî
òî÷íûìè, êàê ýòî îáùåïðèíÿòî â ìàòåìàòèêå. Ëîìàííûå ïóòè ÷èñëîâî-
ãî êóáà çàìåíÿþòñÿ â ñïëîøíèöå ïðèáëèæ¼ííî ãëàäêèìè. Âûäåëåííîñòü
íàïðàâëåíèé ñìåíÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîé èçîòðîïíîñòüþ. Ëþáûå äëèíû ëè-
íèé ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìû ñ äàííîé òî÷íîñòüþ. Ãåîìåòðèÿ ñòàíîâèòñÿ
îáû÷íîé ãåîìåòðèåé Åâêëèäà ñ äëèíàìè è óãëàìè, âûðàæåííûìè ÷èñëà-
ìè èëè äðîáÿìè ïðèáëèæ¼ííî, áåç èñïîëüçîâàíèÿ íåäðîáåé.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî. Ñîñòàâëÿþùèå åãî âåêòîðû
åñòü "âåùè â ñåáå" , êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ ëèøü îòíîñèòåëüíî äðóãèõ
âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ íåêóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, îäíó èç ìíîæåñòâà ïî-
äîáíûõ. Ïîñëå ïðîÿâëåíèÿ îñòàâøàÿñÿ îò ÷èñëîâîãî êóáà àáñîëþòíàÿ
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ñèñòåìà îòñ÷¼òà ñòàíîâèòñÿ íåîòëè÷èìîé îò ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ.
Å¼ àáñîëþòíîñòü òåðÿåòñÿ âî ìíîæåñòâåííîé îòíîñèòåëüíîñòè.

Ê íàïðàâëåíèÿì òàêæå ìîæíî ïåðåéòè îò çàìêíóòîãî ×-̊÷.íàáîðà ×̊×.
Ïóñòü èìååòñÿ (1+Ì̊)-ìåñòíûé 1×,Ì̊×−÷̊.íàáîð, ñîñòàâëåííûé èç îäíîãî
×-÷.íàáîðà è Ì̊ ñâ¼ðíóòûõ ×-̊÷.íàáîðîâ. Â í¼ì ×-÷.íàáîð ïðåäñòàâëÿåò
ðàññòîÿíèå ðÌ îò íà÷àëà îòñ÷¼òà, à ×-̊÷-íàáîðû � óãëû óì. Òîãäà îáðàçó-
åòñÿ Ì-ìåðíûé ÷èñëîâîé øàð (Ì×-÷.øàð), ñâÿçàííûé ñ ÷èñëîâûì êóáîì
ëèøü ïðèáëèæ¼ííî â ñïëîøíèöå.

Èòîã

Èñòèíà îäíà è ïðîñòà, à çàáëóæäåíèé ìíîãî, ðàçíûõ è ñëîæíûõ.

Àðèôìåòèêà âîçíèêëà è ðàçâèâàëàñü íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî èç îïû-
òà ïðåäìåòíîãî çíàíèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà ñ îòâëå÷åíèåì îò âñåõ åãî
ñâîéñòâ, êðîìå ñ÷¼òà ïðåäìåòîâ è îáîçíà÷åíèÿ åãî ÷èñëàìè. Äåéñòâèÿ
áûëè âòîðè÷íû è íå ìîãëè âûâîäèòü çà ïðåäåëû íàáîðà ÷èñåë. Ñîâðåìåí-
íàÿ æå àðèôìåòèêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïåðâè÷íîñòè äåéñòâèé è ââåäå-
íèÿ ïîä÷èí¼ííûõ èì "÷èñëîâûõ" ìíîæåñòâ. Îíà âûâîäèò ýòè ìíîæåñòâà
çà ïðåäåëû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë, äåëàåò àðèôìåòèêó âîîáðàæàå-
ìîé íàóêîé î äåéñòâèÿõ, ñäâèãàåò å¼ ñ îïûòíîãî îñíîâàíèÿ è ïðèâîäèò ê
íååñòåñòâåííûì ïîñòðîåíèÿì è íåèçáåæíûì ïðîòèâîðå÷èÿì.

Íåçàìå÷àåìûì îïûòíûì îñíîâàíèåì íàøåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðåä-
ìåòíûì ìèðîì ÿâëÿåòñÿ òî÷íîñòü ñ÷¼òà, íåîáõîäèìàÿ ïðè ïîäñ÷¼òå î÷åíü
áîëüøîãî è íåäîñòàòî÷íî îïðåäåë¼ííîãî êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ. Ýòî ïðè-
âîäèò ìàòåìàòèêó ê çàïðåäåëüíîé èäåàëèçàöèè (òðåáîâàíèå áåñêîíå÷-
íîé òî÷íîñòè è îáÿçàòåëüíîé ñîèçìåðèìîñòè âåëè÷èí) ñ ïîñëåäóþùèì
ïîÿâëåíèåì ïðîòèâîðå÷èé. Íà äåëå æå êîíå÷íàÿ òî÷íîñòü âåçäå è âñå-
ãäà ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå. Íåäðîáè âñåãäà âûðàæàþòñÿ äðîáÿìè,
à î÷åíü äëèííûå äðîáè ñîêðàùàþòñÿ äî ðàçóìíûõ ðàçìåðîâ. Â òî æå
âðåìÿ áåñêîíå÷íàÿ òî÷íîñòü íåäîñòèæèìà è íååñòåñòâåííà. Îíà íå ïðî-
ñòî îòâëå÷åíèå, íî êà÷åñòâåííîå èñêàæåíèå ìàòåìàòèêè ââåäåíèåì â íå¼
áåñêîíå÷íîñòè êàê îáúåêòà, ïîäîáíîãî êîíå÷íîìó.

Îñíîâíîå ïðîòèâîðå÷èå àðèôìåòèêè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîèò â
êîíå÷íîé âåëè÷èíå íåäðîáåé (èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) è îòñóòñòâèå (áåñ-
êîíå÷íàÿ ìàëîñòü) ïðîìåæóòêà ìåæäó íèìè. Òàêèå "÷èñëà" ïîòåðÿëè
îáÿçàòåëüíîå â ïðåäìåòíîì ìèðå è îòðàæ¼ííîå â ÷èñëàõ ïîíÿòèå ðàç-
äåëüíîñòè. Îíè çàìåíÿþòñÿ êîíå÷íûìè ïðîìåæóòêàìè ñ áåñêîíå÷íûì
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êîëè÷åñòâîì ÷èñåë â íèõ. Ââåäåíèå áåñêîíå÷íîñòè è ïðèìåíåíèå ê íåé
ïîíÿòèé êîíå÷íûõ ÷èñåë íå ñîâìåñòèìû. Íà ýòî óêàçûâàþò ïðîíèöàòåëü-
íûå ìàòåìàòèêè óæå íå îäíî ñòîëåòèå.

Äàííàÿ ðàáîòà èä¼ò ïóò¼ì âîçâðàùåíèÿ ìàòåìàòèêè ê å¼ åñòåñòâåí-
íîé îñíîâå "íàóêè î êîëè÷åñòâå". Ââîäèòñÿ íàáîð (êîíå÷íîå ìíîæåñòâî)
÷èñåë (öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ), êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íà-
áîðàìè öåëûõ ÷èñåë èëè äðîáåé. Êà÷åñòâî íàáîðà ìåíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
÷èñëîâîãî ñ÷¼ò÷èêà (ñèñòåìû ñ÷¼òà), à íå òðåáîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè äåé-
ñòâèé êî âñåì ÷èñëàì. Íåäîñòèæèìûìè ïðåäåëàìè ýòèõ íàáîðîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ñ÷¼òèöà èçó÷àåò òîëüêî êîíå÷íûå ÷èñëà, èõ ìíîãîìåñòíûå íàáîðû è
äåéñòâèÿ íàä íèìè. Òàêîé ïîäõîä íå ïðèâîäèò ê òóïèêàì è ïðîòèâîðå÷è-
ÿì, ïîñêîëüêó ñëåäóåò èç ïðåäìåòíîãî âîñïðèÿòèÿ. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
çàäà÷è ñ ÷èñëàìè, íàéä¼òñÿ âêëþ÷àþùèé èõ íàáîð, ãðàíèöû êîòîðîãî â
çàäà÷å íå äîñòèãàþòñÿ è êîòîðûé ìîæíî óñëîâíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì.
Åñëè æå äåéñòâèÿ íå âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè, òî íàäî èñïîëüçîâàòü ÷èñëî-
âóþ òî÷íîñòü è â å¼ ïðåäåëàõ ðåçóëüòàò äåéñòâèé çàìåíÿòü ÷èñëîì.

Ïðåäìåòû èçó÷åíèÿ ñ÷¼òèöû ñîñòàâëÿþò êîíå÷íûå ÷èñëà, èõ íàáîðû
è ïåðåõîäû ìåæäó íèìè. Èç ýòîé ïðîñòîé îñíîâû äîëæíû ñëåäîâàòü âñå
äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, êàê èçó÷åíèå ÷àñòíûõ âèäîâ è ñâîéñòâ íà-
áîðîâ, ïåðåõîäîâ èëè èõ ïðèáëèæåíèé. Òàê ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñêîëü
óãîäíî ñëîæíûå ÷èñëîâûå ñòðîåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äåéñòâèÿìè. Â
îòëè÷èå îò èñêóññòâåííûõ àêñèîìàòèê ýòîò åñòåñòâåííûé ïîäõîä íå äîë-
æåí ïðèâîäèòü ê òóïèêàì è ïðîòèâîðå÷èÿì.

Ñïëîøíèöà � ïðèáëèæåíèå ñïëîøíûõ ÷èñåë (èëè äðîáåé). Åñëè âçÿòü
î÷åíü áîëüøîé íàáîð ÷èñåë ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ðàçðåøåíèåì, òî ìîæ-
íî ïåðåéòè ê ñïëîøíûì (ïðèáëèæ¼ííî íåïðåðûâíûì) ÷èñëàì. Ñïëîø-
íûå äðîáè (ñïëîøè) ñìåíÿþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ñîõðàíÿÿ óäîáñòâà èõ
íåïðåðûâíîñòè è íå òåðÿÿ ñâÿçè ñ ïðåäìåòàìè. Îíè íå òðåáóþò äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ ñëîæíîãî è ãðîìîçäêîãî àïïàðàòà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí.
Àíàëèç ñòàíîâèòñÿ ïðîñòûì è ñòðîãèì â ñâîåé ïðîñòîòå.

Ñ áåñêîíå÷íîñòüþ èç ðàññìîòðåíèÿ âûâîäÿòñÿ áåñêîíå÷íûå ìíîæå-
ñòâà, ïðîñòðàíñòâà, íåäîñòèæèìûå ïðåäåëû è íååñòåñòâåííûå ôóíêöèè.
Ïðåäåëàì âîçâðàùàåòñÿ èõ îáû÷íîå îïðåäåëåíèå êàê äîñòèæèìûõ ãðà-
íèö. Òåîðèÿ ôóíêöèé êà÷åñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

Âìåñòî êîìïëåêñíûõ è ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàäî èñïîëüçîâàòü
ïåðåõîäíèêè � ìíîãî÷ëåíû, ïîñòðîåííûå èç ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë íà ïå-
ðåõîäû ìåæäó íàáîðàìè. Â ïåðåõîäíèêàõ ìíèìûå åäèíèöû çàìåíåíû íà
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îïîðíèêè � ñî÷åòàíèÿ îïîðíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó íàáîðàìè. Ïåðåõîä-
íèêè îïèñûâàþò ïåðåõîäû ìåæäó ÷èñëàìè â ìíîãîìåñòíûõ íàáîðàõ, à
â ñïëîøíèöå � â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñïëîøíûõ (ïðèáëèæ¼ííî
íåïðåðûâíûõ) ÷èñåë. À ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ îêòàâ, íà
ýòî íå ñïîñîáíû. ×èñëîâûå ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû ïåðåõîäíèêàìè.

Ñ÷¼òîì�åòðèÿ (ñ÷¼òíàÿ ãåîìåòðèÿ) åñòü ïðèìåíåíèå ÷èñåë è èõ íàáî-
ðîâ ê îïèñàíèþ ðàññòîÿíèé è íàïðàâëåíèé. Îíà, îòòàëêèâàÿñü îò ÷èñëî-
âûõ íàáîðîâ, ïðåäñòàâëÿåò òî÷êè ìíîãîìåñòíûìè ÷èñëàìè. Â ìíîãîìåñò-
íûõ íàáîðàõ ââîäÿòñÿ ïëîùàäè è îáú¼ìû ÷èñëîâûõ îáëàñòåé, ðàññòîÿíèÿ
è íàïðàâëåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè. Â ñïëîøíèöå ÷èñëîâûå íàáîðû îáðàçóþò
ñïëîøåñòâî � ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, íî êîíå÷íûé ìíîãîìåñòíûé íàáîð
ñïëîøíûõ ÷èñåë, çàìåíÿþùèé ìíîãîìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Òàê ïîëó÷àåòñÿ ãåîìåòðèÿ â íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå.

Âûâîä. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè ñóùåñòâóåò ñòðîãèé è åñòåñòâåí-
íûé ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë
êàê îáîçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ, ââåäåíèÿ ÷èñëîâûõ
ñ÷¼ò÷èêîâ è òî÷íîñòè ñ÷¼òà, ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñïëîøíûõ ÷è-
ñåë. Îí ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ áåç ñîìíèòåëüíûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
è íååñòåñòâåííûõ íàäóìàííûõ àêñèîì, ïðèâîäÿùèõ ê ñëîæíûì, ãðîìîçä-
êèì è ïðîòèâîðå÷èâûì òåîðèÿì.

Ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ

Äåéñòâèå � èçìåíåíèå ÷èñëà, ñâîäÿùååñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî
èçìåíåíèé íà åäèíèöó.
Äðîáè (ä.÷èñëà) ñîñòàâëÿþò ä.íàáîð ÷ëåíîâ ä = (÷−0ä)/1ä, ïîëó÷àåìûé
èç ÷.íàáîðà ïðè âûáîðå íà÷àëà îòñ÷¼òà 0ä â ñåðåäèíå × è åäèíèöû ïåðå-
õîäà 1ä > 1 � ä.ñ÷¼ò÷èê.
Ìíîãîìåñòíûé ÷èñëîâîé íàáîð (Ì×-÷.íàáîð, ×Ì×) � ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå Ì ÷èñëîâûõ íàáîðîâ, ïîìå÷åííûõ ìåñòàìè ì=1. . .Ì. Òàêæå ìîæåò
ñîñòîÿòü èç ÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷èñëàìè èëè ìíîãîìåñòíûìè íàáîðàìè.
Ìíîãîìåðíûé ñïëîøíîé êóá (Ì×-ñ.êóá, CÌ×) � ìíîãîìåðíûé ÷èñëîâîé
êóá, ïîñòðîåííûé èç ñïëîøíûõ ÷èñåë.
Ìíîãîìåðíûé ÷èñëîâîé êóá (Ì×-÷|ÌÖ-ö|ÌÄ-ä.êóá ÊÌ×|ÊÌÖ|ÊÌÄ) �
ìíîãîìåñòíûé ÷.íàáîð ñ ââåä¼ííûìè â í¼ì ïëîùàäÿìè, íàïðàâëåíèÿìè
è ðàññòîÿíèÿìè.
Íàáîð � êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ ïðåäìåòîâ.
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Íàïðàâëåíèÿ îò ÷èñëà ê ÷èñëó ââîäÿòñÿ ÷åðåç ÷èñëîâûå ïåðåìåííûå, êî-
òîðûå â ñïëîøíèöå ñòàíîâÿòñÿ êâàäðàòàìè êîñèíóñîâ óãëîâ ìåæäó äàí-
íûì íàïðàâëåíèåì è ð¼áðàìè (÷.íàáîðàìè íà ìåñòàõ ì).
Íåäðîáè � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
Îïîðíèêè � ïðîèçâåäåíèÿ îïîð ñ ðàçíûìè ìåòêàìè, çàìåíÿþùèå ìíè-
ìûå åäèíèöû ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Îïîðû � Ïåðåõîäû â ìíîãîìåñòíîì ÷èñëîâîì íàáîðå ìåæäó îäíîìåñò-
íûì íàáîðîì, âûáðàííûì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî, è îñòàëüíûìè íàáîðàìè.
Ïåðåñòðîè ôó(÷) ðàçíûõ óðîâíåé ó = 1, 2, . . . ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè ô(÷) â ñîñåäíèõ ÷èñëàõ.
Ïåðåõîäíèêè � ìíîãî÷ëåíû, ñîñòàâëåííûå èç ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë íà
îïîðíèêè è ïåðåìíîæàåìûå êàê ÷èñëîâûå ñ ñîõðàíåíèåì èõ ñòðîÿ.
Ïëîùàäü|îáú¼ì îáëàñòè Ì×-÷.íàáîðà � êîëè÷åñòâî â íåé ïðîìåæóòêîâ
ìåæäó ÷èñëàìè.
Ïðåäìåò � îòäåëüíàÿ ÷àñòü ñðåäû îáèòàíèÿ.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè â Ì-ìåñòíîì íàáîðå íàõîäèòñÿ ÷åðåç ïëî-
ùàäü è âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà.
Ñâ¼ðíóòûé íàáîð (̊÷.íàáîð ×̊) � çàìêíóòûé íà ñåáÿ ïóò¼ì îòîæäåñòâëå-
íèÿ åãî ãðàíèö (öèêëè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå).
Ñïëîøåñòâî � ñïëîøíîå àáñîëþòíîå ïðîñòðàíñòâî ÑÌ, ïîëó÷àåìîå èç
ìíîãîìåðíîãî ñóá-÷.íàáîðà â ïðèáëèæåíèè ñïëîùíèöû.
Ñïëîøíèöà � ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ î÷åíü áîëüøèõ íàáî-
ðîâ ÷èñåë, ïîäîáíûé ïðèáëèæåíèþ ñïëîøíîé ñðåäû â ìåõàíèêå.
Ñïëîøè (ñ.÷èñëà) � ïðèáëèæ¼ííî íåïðåðûâíûé íàáîð ÷èñåë, çàìåíÿþ-
ùèé ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Cïëîøíîé êóá (Ì×-ñ.êóá, CÌ×) � ïîñòðîåí èç ñïëîøíûõ ÷èñåë.
Ñóá.÷èñëî ∞ � ñêîëü óãîäíî áîëüøîå êîíå÷íîå ÷èñëî.
Ñ÷¼òèöà � ñ÷¼òíàÿ ìàòåìàòèêà êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà, ñîñòîÿùàÿ èç ñ÷¼ò-
íûõ àðèôìåòèêè è ãåîìåòðèè.
Òî÷íîñòü ÷èñåë ò � êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ÷èñåë èëè äðîáåé, êîòîðîå íå
ðàçëè÷èìî â äàííîé çàäà÷å.
Öåëûå ÷èñëà (ö.÷èñëà, öåëû) îáðàçóþò ö.íàáîð ÷ëåíîâ ö = ÷− 0ö, ïî-
ëó÷àåìûé èç ÷.íàáîðà ïðè âûáîðå íà÷àëà îòñ÷¼òà 0ö â ñåðåäèíå × è
åäèíèöû ïåðåõîäà 1ö = 1 � ö.ñ÷¼ò÷èê.
×èñëî îáîçíà÷àåò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ.
×èñëîâîé íàáîð (÷.íàáîð, × = {0, . . .×}) � êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë.
×èñëîâîé ñ÷¼ò÷èê (÷.ñ÷¼ò÷èê) ñîäåðæèò íà÷àëî îòñ÷¼òà â íóëå è åäèíèöó
ïåðåõîäà ìåæäó ÷èñëàìè.
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Äîïîëíåíèå: Óìíîæåíèå îïîðíèêîâ

Óìíîæåíèè îïîðíèêîâ Îè, è = 2 . . . 16 äëÿ 5-ìåñòíîãî íàáîðà ×5×.
Çäåñü Î1 = 1, Î2 = î2, Î3 = î3, Î4 = î2î3 = î23, Î5 = î4,
Î6 = î2î4 = î24, Î7 = î3î4 = î34, Î8 = î2î3î4 = î234, Î9 = î5,
Î10 = î2î5 = î25, Î11 = î3î5 = î35, Î12 = î2î3î5 = î235,
Î13 = î4î5 = î45, Î14 = î2î4î5 = î245,
Î15 = î3î4î5 = î345, Î16 = î2î3î4î5 = î2345.

Î2Î2 = î22 = −1, Î2Î3 = î23 = Î4, Î2Î4 = î24 = −Î3,
Î2Î5 = î24 = Î6, Î2Î6 = î224 = −Î5, Î2Î7 = î234 = Î8,
Î2Î8 = î2234 = −Î7, Î2Î9 = î25 = Î10, Î2Î10 = î225 = −Î9,
Î2Î11 = î235 = Î12, Î2Î12 = î2235 = −Î11, Î2Î13 = î245 = Î14,
Î2Î14 = î2245 = −Î13, Î2Î15 = î2345 = Î16, Î2Î16 = î22345 = −Î15,

Î3Î2 = î32 = −Î4, Î3Î3 = î33 = −1, Î3Î4 = î323 = Î2,
Î3Î5 = î34 = Î7, Î3Î6 = î324 = −Î8, Î3Î7 = î334 = −Î5,
Î3Î8 = î3234 = Î6, Î3Î9 = î35 = Î11, Î3Î10 = î325 = −Î12,
Î3Î11 = î335 = −Î9, Î3Î12 = î3235 = Î10, Î3Î13 = î345 = Î15,
Î3Î14 = î3245 = −Î16, Î3Î15 = î3345 = −Î13, Î3Î16 = î32345 = Î14,

Î4Î2 = î232 = Î3, Î4Î3 = î233 = −Î2, Î4Î4 = î2323 = −1,
Î4Î5 = î234 = Î8, Î4Î6 = î2324 = Î7, Î4Î7 = î2334 = −Î6,
Î4Î8 = î23234 = −Î5, Î4Î9 = î235 = Î12, Î4Î10 = î2325 = Î11,
Î4Î11 = î2335 = −Î10, Î4Î12 = î23235 = −Î9, Î4Î13 = î2345 = Î16,
Î4Î14 = î23245 = Î15, Î4Î15 = î23345 = −Î14, Î4Î16 = î232345 = −Î13,

Î5Î2 = î42 = −Î6, Î5Î3 = î43 = −Î7, Î5Î4 = î423 = Î8,
Î5Î5 = î44 = −1, Î5Î6 = î424 = Î2, Î5Î7 = î434 = Î3,
Î5Î8 = î4234 = −Î4, Î5Î9 = î45 = Î13, Î5Î10 = î425 = −Î14,
Î5Î11 = î435 = −Î15, Î5Î12 = î4235 = Î16, Î5Î13 = î445 = −Î9,
Î5Î14 = î4245 = Î10, Î5Î15 = î4345 = Î11, Î5Î16 = î42345 = −Î12,
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Î6Î2 = î242 = Î5, Î6Î3 = î243 = −Î8, Î6Î4 = î2423 = −Î7,
Î6Î5 = î244 = −Î2, Î6Î6 = î2424 = −1, Î6Î7 = î2434 = Î4,
Î6Î8 = î24234 = Î3, Î6Î9 = î245 = Î14, Î6Î10 = î2425 = Î13,
Î6Î11 = î2435 = −Î16, Î6Î12 = î24235 = −Î15, Î6Î13 = î2445 = −Î10,
Î6Î14 = î24245 = −Î9, Î6Î15 = î24345 = Î12, Î6Î16 = î242345 = Î11,

Î7Î2 = î342 = Î8, Î7Î3 = î343 = Î5, Î7Î4 = î3423 = Î6,
Î7Î5 = î344 = −Î3, Î7Î6 = î3424 = −Î4, Î7Î7 = î3434 = −1,
Î7Î8 = î34234 = −Î2, Î7Î9 = î345 = Î15, Î7Î10 = î3425 = Î16,
Î7Î11 = î3435 = Î13, Î7Î12 = î34235 = Î14, Î7Î13 = î3445 = −Î11,
Î7Î14 = î34245 = −Î12, Î7Î15 = î34345 = −Î9, Î7Î16 = î342345 = −Î10,

Î8Î2 = î2342 = −Î7, Î8Î3 = î2343 = Î6, Î8Î4 = î23423 = −Î5,
Î8Î5 = î2344 = −Î4, Î8Î6 = î23424 = Î3, Î8Î7 = î23434 = −Î2,
Î8Î8 = î234234 = 1, Î8Î9 = î2345 = Î16, Î8Î10 = î23425 = −Î15,
Î8Î11 = î23435 = Î14, Î8Î12 = î234235 = −Î13, Î8Î13 = î23445 = −Î12,
Î8Î14 = î234245 = Î11, Î8Î15 = î234345 = −Î10, Î8Î16 = î2342345 = Î9,

Î9Î2 = î52 = −Î10, Î9Î3 = î53 = −Î11, Î9Î4 = î523 = Î12,
Î9Î5 = î54 = −Î13, Î9Î6 = î524 = Î14, Î9Î7 = î534 = Î15,
Î9Î8 = î5234 = −Î16, Î9Î9 = î55 = −1, Î9Î10 = î525 = Î2,
Î9Î11 = î535 = Î3, Î9Î12 = î5235 = −Î4, Î9Î13 = î545 = Î5,
Î9Î14 = î5245 = −Î6, Î9Î15 = î5345 = −Î7, Î9Î16 = î52345 = Î8,

Î10Î2 = î252 = Î9, Î10Î3 = î253 = −Î12, Î10Î4 = î2523 = −Î11,
Î10Î5 = î254 = −Î14, Î10Î6 = î2524 = −Î13, Î10Î7 = î2534 = Î16,
Î10Î8 = î25234 = Î15, Î10Î9 = î255 = −Î2, Î10Î10 = î2525 = −1,
Î10Î11 = î2535 = Î4, Î10Î12 = î25235 = Î3, Î10Î13 = î2545 = Î6,
Î10Î14 = î25245 = Î5, Î10Î15 = î25345 = −Î8, Î10Î16 = î252345 = −Î7,

Î11Î2 = î352 = Î12, Î11Î3 = î353 = Î9, Î11Î4 = î3523 = Î10,
Î11Î5 = î354 = −Î15, Î11Î6 = î3524 = −Î16, Î11Î7 = î3534 = −Î13,
Î11Î8 = î35234 = −Î14, Î11Î9 = î355 = −Î3, Î11Î10 = î3525 = −Î4,
Î11Î11 = î3535 = −1, Î11Î12 = î35235 = −Î2, Î11Î13 = î3545 = Î7,
Î11Î14 = î35245 = Î8, Î11Î15 = î35345 = Î5, Î11Î16 = î352345 = Î6,
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Î12Î2 = î2352 = −Î11, Î12Î3 = î2353 = Î10, Î12Î4 = î23523 = −Î9,
Î12Î5 = î2354 = −Î16, Î12Î6 = î23524 = Î15, Î12Î7 = î23534 = −Î14,
Î12Î8 = î235234 = Î13, Î12Î9 = î2355 = −Î4, Î12Î10 = î23525 = Î3,
Î12Î11 = î23535 = −Î2, Î12Î12 = î235235 = 1, Î12Î13 = î23545 = Î8,
Î12Î14 = î235245 = −Î7, Î12Î15 = î235345 = Î6, Î12Î16 = î2352345 = −Î5,

Î13Î2 = î452 = Î14, Î13Î3 = î453 = Î15, Î13Î4 = î4523 = Î16,
Î13Î5 = î454 = Î9, Î13Î6 = î4524 = Î10, Î13Î7 = î4534 = Î11,
Î13Î8 = î45234 = Î12, Î13Î9 = î455 = −Î5, Î13Î10 = î4525 = −Î6,
Î13Î11 = î4535 = −Î7, Î13Î12 = î45235 = −Î8, Î13Î13 = î4545 = −1,
Î13Î14 = î45245 = −Î2, Î13Î15 = î45345 = −Î3, Î13Î16 = î452345 = −Î4,

Î14Î2 = î2452 = −Î13, Î14Î3 = î2453 = Î16, Î14Î4 = î24523 = −Î15,
Î14Î5 = î2454 = Î10, Î14Î6 = î24524 = −Î9, Î14Î7 = î24534 = Î12,
Î14Î8 = î245234 = −Î11, Î14Î9 = î2455 = −Î6, Î14Î10 = î24525 = Î5,
Î14Î11 = î24535 = −Î8, Î14Î12 = î245235 = Î7, Î14Î13 = î24545 = −Î2,
Î14Î14 = î245245 = 1, Î14Î15 = î245345 = −Î4, Î14Î16 = î2452345 = Î3,

Î15Î2 = î3452 = −Î16, Î15Î3 = î3453 = −Î13, Î15Î4 = î34523 = Î14,
Î15Î5 = î3454 = Î11, Î15Î6 = î34524 = −Î12, Î15Î7 = î34534 = −Î9,
Î15Î8 = î345234 = Î10, Î15Î9 = î3455 = −Î7, Î15Î10 = î34525 = Î8,
Î15Î11 = î34535 = Î5, Î15Î12 = î345235 = −Î6, Î15Î13 = î34545 = −Î3,
Î15Î14 = î345245 = Î4, Î15Î15 = î345345 = 1, Î15Î16 = î3452345 = −Î2,

Î16Î2 = î23452 = Î15, Î16Î3 = î23453 = −Î14, Î16Î4 = î234523 = −Î13,
Î16Î5 = î23454 = Î12, Î16Î6 = î234524 = Î11, Î16Î7 = î234534 = −Î10,
Î16Î8 = î2345234 = −Î9, Î16Î9 = î23455 = −Î8, Î16Î10 = î234525 = −Î7,
Î16Î11 = î234535 = Î6, Î16Î12 = î2345235 = Î5, Î16Î13 = î234545 = −Î4,
Î16Î14 = î2345245 = −Î3, Î16Î15 = î2345345 = Î2, Î16Î16 = î23452345 = 1.
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