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ОПТИМИЗАЦИОННОГО КИНЕМАТИЧЕСКОГО СИНТЕЗА 
ПЛОСКОГО РЫЧАЖНОГО МЕХАНИЗМА 

Представлена математическая постановка и результаты решения задачи оптими-
зационного кинематического синтеза плоского рычажного механизма, воспроизво-
дящего заданную траекторию точки движения выходного звена, с помощью метода 
деформируемого многогранника. Дана качественная оценка эффективности исполь-
зования данного метода при проведении многопараметрического оптимизационного 
кинематического синтеза механизмов с учетом и без учета возможности наложения 
дополнительных ограничений. 
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Введение. В современном машиностроении широкое применение нашли 
четырехзвенные рычажные механизмы благодаря своему уникальному соче-
танию конструктивных и функциональных преимуществ. Данные механиз-
мы при минимальном количестве звеньев позволяют реализовать сложные 
траектории движения рабочих органов машин за счет рационального выбора 
их геометрических параметров [1]. Однако в связи с возросшими требовани-
ями к эффективности, точности и надежности рычажных механизмов тради-
ционные методы проектирования, основанные на опыте и интуиции, уже с 
трудом позволяют достичь необходимых кинематических параметров. По-
этому оптимизационный кинематический синтез рычажных механизмов ста-
новится ключевым фактором, обеспечивающим конкурентоспособность раз-
рабатываемой техники. 

В учебной практике в основном уделяется внимание геометрическим ме-
тодам синтеза рычажных механизмов, которые отличаются наглядностью, 
относительной простотой, но уступают в точности решения поставленной 
задачи [2]. В последнее время в связи с широким внедрением математиче-
ских пакетов и языков программирования произошел заметный скачок в 
применении численных алгоритмов оптимизации для кинематического син-
теза рычажных механизмов [3 - 7]. В результате геометрические методы 
синтезы постепенно уходят на второй план, уступая место более точным и 
эффективным машинным алгоритмам. 



На сегодняшний день не существует универсального численного алго-
ритма, способного эффективно решать весь спектр оптимизационных задач 
[8]. Применение популярных градиентных алгоритмов к задачам оптимиза-
ционного кинематического синтеза рычажных механизмов требует больших 
затрат вычислительных ресурсов и не всегда является эффективным. В то же 
время, потенциал безградиентных алгоритмов для решения данного класса 
задач освещен в научной литературе недостаточно полно, что с учетом их 
высокой адаптацией для программной реализации [9], требует проведения 
дополнительных исследований. 

Цель исследования. Оценить возможность применения алгоритма мно-
гопараметрической безградиентной оптимизации на основе метода дефор-
мируемого многогранника для решения задачи оптимизационного кинема-
тического синтеза плоского рычажного механизма. Дать качественную 
оценку использования данного метода при его реализации в математическом 
пакете PTC.MathCAD. 

Методы исследований. Аналитическое описание кинематики рассмат-
риваемого плоского рычажного механизма основано на векторном методе 
преобразования координат в неизменном базисе. При проведении оптимиза-
ционного кинематического синтеза механизма использовались численные 
методы оптимизации и математического программирования. 

Постановка и решение задачи кинематического анализа. Среди четы-
рехзвенных рычажных механизмов, особое место занимает так называемый 
лямбда-механизм (лямбдообразный механизм или механизм Чебышева), ки-
нематическая схема которого приведена на рисунке 1. При определенном 
сочетании длин звеньев, лямбда-механизм преобразует вращательное дви-
жение ведущего звена в приближенное прямолинейное движение одной из 
своих точек на некотором ограниченном участке траектории ее движения 
[10]. Несмотря на то, что на сегодняшний день наблюдается тенденция к 
постепенному вытеснению лямбда-механизмов более точными механиче-
скими системами, данные механизмы все еще активно используются в ма-
шиностроении [11, 12], а оценка эффективности работы многих оптимизаци-
онных алгоритмов проверяется именно на данном механизме [13, 14]. 

Пусть для рассматриваемого лямбда-механизма (см. рисунок 1), имеюще-
го произвольные геометрические параметры, требуется обеспечить макси-
мально прямолинейный участок траектории шатунной кривой т. M. Данная 
траектория должна быть расположена на некотором заданном расстоянии по 
вертикали YM, и проходить через три точки каждая из которых соответствует 
определенному углу ϕ поворота ведущего звена. Примем, что две крайние 
точки для ϕ=90° и -90° расположены на расстоянии ±XM по горизонтали от-
носительно начала принятой системы координат, а ордината средней точки 
для ϕ=0° совпадает с началом системы координат (см. рисунок 1). 



 
Рисунок 1 – Кинематическая схема лямбда-механизма: 

1 – кривошип; 2 – шатун; 3 – коромысло 

В качестве оптимизируемых параметров будут выступать длины звеньев 
рычажного механизма, а также координата т. O по оси X, которые предста-
вим в виде следующего вектора оптимизируемых параметров: 
 T
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Прежде чем приступать к решению задачи оптимизационного кинемати-
ческого синтеза рассматриваемого механизма, необходимо описать кинема-
тику движения всех его характерных точек с учетом вектора оптимизируе-
мых параметров (1) и угла ϕ поворота ведущего звена к горизонтальной оси 
X принятой системы координат (обобщенной координаты). В основу анали-
тического описания кинематики лямбда-механизма положен векторный ме-
тод преобразования координат в неизменном базисе, представленный в ра-
ботах [15 - 17]. Используя приведенные в данных работах аналитические 
зависимости, опишем кинематику рассматриваемого рычажного механизма: 

 TС )000(= ; TppO )00()( 0= ; (2) 
 ),,(),( 1peTurnXYpOA X ϕ=ϕ . (3) 

Выражением (3) получен вектор звена OA путем поворота единичного 
вектора оси X на угол ϕ против хода часовой стрелки (перед углом стоит 
знак «+») с изменением его длины на оптимизируемую длину p1≡LOA. 

 ),()(),( pOApOpA ϕ+=ϕ ; CpApCA −ϕ=ϕ ),(),( ; (4) 
 ),|,),((|),( 32 pppCATcospBCA ϕ=ϕα . (5) 

Выражением (5) получен угол αBCA с вершиной в т. C по теореме косину-
сов с использованием двух оптимизируемых длин звеньев p2≡LBC и p3≡LAB, а 
также модуля вектора звена CA, определяющего длину между точками C и A. 

 )),,(),,((),( 2pppCATurnXYpCB BCA ϕαϕ=ϕ ; (6) 



 ),(),( pCBCpB ϕ+=ϕ ; ),(),(),( pApBpAB ϕ−ϕ=ϕ ; (7) 

 ),0),,((),( 4ppABTurnXYpBM ϕ=ϕ . (8) 
Выражением (8) получен вектор звена BM, являющийся коллинеарным к 

исходному поворачиваемому вектору звена AB (поворот исходного вектора 
осуществлен на нулевой угол). 

 ),(),(),( pBMpBpM ϕ+ϕ=ϕ . (9) 
Приведенные выражения (2) - (9) являются функциями, зависящими не 

только от обобщенной координаты – угла ϕ поворота ведущего звена, но и 
от вектора (1) оптимизируемых параметров. 

Постановка и решение задачи оптимизационного синтеза. В боль-
шинстве случаев аналитическое решение задачи оптимизационного кинема-
тического синтеза рычажного механизма позволяет приближенно реализо-
вать требуемую траекторию движения интересующей точки механизма. Од-
нако за счет разработки и внедрения в современных математических пакетах 
и языках программирования высокоэффективных алгоритмов оптимизации 
стало возможным существенно повысить точность решения такой задачи. 

Задача любого оптимизационного синтеза заключается в минимизации 
некоторой целевой функции. Как правило, при формировании такой целевой 
функции используется метод наименьших квадратов невязок некоторого 
расчетного параметра от его оптимального (допускаемого) значения [5, 6]. 
Для рассматриваемого механизма в качестве такой невязки будет выступать 
отклонение расчетной траектории шатунной кривой радиус-вектора т. M от 
заданной оптимальной траектории радиус-вектора т. M*, а сама сформиро-
ванная целевая функция может быть представлена в следующем виде: 
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1
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где n – число заданных точек прямолинейного участка траектории т. M. 
Для проведения оптимизационного кинематического синтеза рассматри-

ваемого лямбда-механизма путем минимизации сформированной целевой 
функции (10), был применен метод деформируемого многогранника извест-
ный также как метод Нелдера–Мида [18]. Указанный метод работает с сим-
плексом – геометрической фигурой, каждая вершина которой соответствует 
некоторому вектору набора оптимизируемых параметров. 

Для программной реализации оптимизационного алгоритма деформиру-
емого многогранника использовались известные блок-схемы [8, 18, 19], 
примеры адаптации алгоритма в различных математических пакетах и язы-
ках программирования [19 - 22], а также работы [23 - 25]. В результате для 
математического пакета PTC.MathCAD была осуществлена программная 
реализация полностью работоспособного оптимизационного алгоритма ме-
тодом деформируемого многогранника [26]. 



Особенностью данного алгоритма стало: использование легко читаемого 
программного кода, за счет применения осмысленных буквенных обозначе-
ний для вершин симплекса (вместо i-ых индексов); автоматизированное 
формирование вершин исходного регулярного симплекса, интегрированное 
в тело алгоритма; ряд второстепенных программных улучшений, направлен-
ных на повышение эффективности работы алгоритма. Также стоит отметить, 
что из-за обнаруженного разночтения в опубликованных блок-схемах алго-
ритма, в качестве исходной была принята оригинальная схема [18]. 

Работоспособность оптимизационного алгоритма деформированного 
многогранника для математического пакета PTC.MathCAD проводилась на 
известных тестовых функциях [27]. Как показали результаты исследования, 
метод деформируемого многогранника обладает достаточной высокой точ-
ностью решения, а также скоростью сходимости за счет отсутствия операций 
с производными. В результате данный метод потенциально может позволить 
использовать большое число оптимизируемых параметров, а также приме-
нять более сложные критерии оптимизации, что особенно важно при прове-
дении оптимизационного кинематического синтеза многозвенных рычажных 
механизмов. 

Результаты и обсуждение. Из аналитической геометрии известно, что 
если в пространстве необходимо построить регулярный симплекс, одна из 
вершин которого находится в точке исходного вектора оптимизируемых па-
раметров, то координаты оставшихся вершин такого симплекса удобно зада-
вать с помощью N×(N+1) матрицы [8, 9]. Для принятого вектора оптимизи-
руемых параметров (1), состоящего из пяти элементов, данная матрица будет 
иметь вид: 

inp

ddddd
ddddd
ddddd
ddddd
ddddd

X +























=

12222

21222

22122

22212

22221

0
0
0
0
0

; 
),11·(

2·

);11·(
2·

2

1

−+=

−++=

N
N

ad

NN
N

ad

 (11) 

где a – расстояние между двумя вершинами симплекса; N – число вершин 
симплекса; pin – исходный вектор оптимизируемых параметров, используе-
мый в качестве начального приближения в оптимизационном алгоритме. 

После того как сформирована матрица вершин исходного регулярного 
симплекса, можно применить предложенный математический алгоритм оп-
тимизации методом деформируемого многогранника [26], для которого 
входными параметрами будут выступать матрица вершин регулярного сим-
плекса (11) и целевая функция (10), а выходным параметром – вектор 
найденных оптимизированных параметров: 



)),(( XpfNMpnm = . 
На рисунке 2 приведена визуализация в математическом пакете 

PTC.MathCAD кинематической схемы рассматриваемого рычажного меха-
низма до и после проведения оптимизационного кинематического синтеза 
методом деформируемого многогранника, а в таблице приведены числовые 
значения для вектора исходных и оптимизированных параметров. 

 
а)     б) 

Рисунок 2 – Визуализация в математическом пакете PTC.MathCAD кинематической 
схемы механизма до (а) и после (б) проведения оптимизационного синтеза  

 
Таблица – Результаты оптимизационного синтеза 

В миллиметрах 

Вектор Оптимизируемые параметры 
OX LOA LBC LAB LBM f 

inp  90,0 36,0 72,0 81,0 90,0 – 

nmp  58,6 30,6 72,7 72,7 72,8 0,002 

mcdp  60,3 31,5 73,7 74,1 72,5 0,446 
Примечание: прямолинейный участок траектории задан YM=115 мм и XM=±60 мм. 

 
Как видно из полученных результатов расчета (см. рисунок 2, б) прямо-

линейный участок траектории шатунной кривой т. M полностью удовлетво-
ряет всем предъявленным требованиям (проходит через все заданные точки). 
При этом значения трех оптимизируемых параметров (длин звеньев LBC, LAB, 
LBM) получены практически равными друг другу, что соответствует извест-
ным аналитическим выражениям [1, 10]. 

Стоит отметить, что на сегодняшний день все современные оптимизаци-
онные алгоритмы должны иметь возможность решать задачи с учетом функ-



циональных ограничений. Решение таких задач имеет большое практическое 
значение для машиностроения т.к. в процессе кинематического синтеза на 
все оптимизируемые параметры рычажных механизмов могут накладываться 
определенные функциональные ограничения (например, ограничения на 
длины звеньев). Как показали результаты исследования, оптимизационный 
алгоритм деформируемого многогранника возможно адаптировать к реше-
нию задач условной оптимизации с ограничениями в виде равенств и (или) 
неравенств без существенного снижения точности и скорости решения, вос-
пользовавшись для этого методом штрафных или барьерных функций [8]. 

Для решения задачи оптимизационного кинематического синтеза рычаж-
ного механизма с учетом ограничений, все наложенные ограничения в виде 
равенств или неравенств должны быть приведены к следующему виду: 

0)( =phi ; 0)( <pgi . 
Тогда, воспользовавшись методом штрафных функций, суммарные 

функции штрафов можно представить как [8, 20]: 
 ∑=Σ

i
ih phСph 2|)(|·)( ; ∑=Σ

i
ig pgСpg 2))(,0max(·)( , (12) 

где Ch и Cg – коэффициенты штрафов для равенств и неравенств. 
После чего, сформированную общую функцию штрафов (12) необходимо 

добавить к целевой функции (10) и заново решить оптимизационную задачу 
методом деформируемого многогранника: 

)),()()(( XpgphpfNMp *
nm ΣΣ ++= . 

Проверка адекватности. Для проверки достоверности найденного гло-
бального минимума целевой функции применялись два наиболее распро-
страненных подхода. Первый подход заключался в сравнение с результатами 
расчета, полученными с помощью других уже проверенных оптимизацион-
ных алгоритмов, а второй – в сравнении с результатами расчета, получен-
ными для разных начальных значений исходного вектора оптимизируемых 
параметров. 

Проверка оптимизационного алгоритма с помощью первого подхода про-
водилась при помощи встроенного в математический пакет PTC.MathCAD 
функции численной минимизации [20, 22], результаты расчета которой све-
дены в таблицу: 

),)(( ppfminimizepmcd = . 
Проверка с помощью второго подхода проводилась путем изменения 

значений для вектора оптимизируемых параметров в пределах ±30% от их 
исходных величин, с последующим отслеживаем поиска оптимального ре-
шения алгоритмом. Все полученные результаты проверки подтвердили до-
статочно устойчивую сходимость оптимизационного алгоритма к одному и 
тому же глобальному минимуму целевой функции. 



Заключение. В работе представлен алгоритм и результаты оптимизаци-
онного кинематического синтеза рычажного механизма методом деформи-
руемого многогранника. Данный метод показал высокую скорость поиска 
оптимального решения, эффективное применение с большим числом опти-
мизируемых параметров, а также возможность постановки задачи с учетом 
или без учета дополнительных ограничений. Известная чувствительность 
метода деформируемого многогранника к начальным условиям проявляется 
на сильно овражных функциях, что необходимо учитываться при примене-
нии данного оптимизационного алгоритма к той или иной поставленной за-
даче. 
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EVALUATION OF THE POSSIBILITY OF APPLYING THE 
DEFORMABLE POLYHEDRON METHOD TO THE PROBLEM OF 
OPTIMIZATION KINEMATIC SYNTHESIS OF A FLAT LEVER 
MECHANISM 

The paper presents a mathematical formulation and solution results for the problem of 
optimization kinematic synthesis of a flat lever mechanism, reproducing a given trajectory 
of the output link's motion point, using the deformable polyhedron method. A qualitative 
assessment of the effectiveness of this method in performing multiparameter optimization 
kinematic synthesis of mechanisms, with and without the possibility of imposing additional 
constraints, is provided. 
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