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Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x). Â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå [2] èí-

òåãðàë

b∫
a

f(x)dx îïðåäåëÿåòñÿ êàê [f(a)+f(a+dx)+f(a+2dx)+· · ·+f(a+(H−1)dx)]dx,

ãäå dx =
b− a

H
äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ãèïåðäåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà H.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ñóììà ïëîùàäåé áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûìè îñíîâàíèÿìè dx è âûñîòàìè, ðàâíûìè çíà÷åíèÿì ôóíêöèè íà ëåâûõ
êîíöàõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ δ(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëü-

íîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî dx è íà îòðåçêå

[
−dx

2
,
dx

2

]
çàäàäèì ýòîé ôóíêöèè ïîñòî-

ÿííîå çíà÷åíèå
1

dx
. Âî âñåõ îñòàëüíõ òî÷êàõ ãèïåðäåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ïîëàãàåì

δ(x) = 0

Òàêèì îáðàçîì, äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà ïîñòðîåíà êàê ñàìàÿ îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðè ýòîì å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå x = 0 çàâèñèò îò âûáîðà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ÷èñëà dx è
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èìåííî êàê áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî â òîì ñìûñëå, êàêîå îíî
èìååò â ðàìêàõ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà.

Åñëè, íàïðèìåð, dx îïðåäåëÿåòcÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
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]
, òî-

ãäà δ(0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî [1, 2, 3, . . . , n, . . . ].

Òàêîãî ðîäà áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëà ãîðàçäî áîëåå îñÿçàåìû, ÷åì áåçëèêèé
çíà÷îê ∞.

Èç ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ÷òî

dx
2∫

− dx
2

δ(x)dx = 1.

Òåïåðü ïóñòü áåñêîíå÷íî ìàëåíüêîìó îòðåçêó äëèíû dx ïðèïèñàíà ìàññà 1. Òîãäà

èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýòîãî îòðåçêà (îíà, êîíå÷íî, ðàâíà
1

dx
).

Áîëåå òîãî, ïîä ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ëó÷øå áû ãîâîðèòü êàê î øàðèêå áåñêîíå÷íî
ìàëîãî ðàäèóñà ε. Åñëè âåñ ýòîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ðàâåí 1, òî ïëîòíîñòü áóäåò

ðàâíà
3

4π
· 1

ε3
.

1



Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
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−dx
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]
; äëÿ ëþáîé òî÷êè x ýòîãî

îòðåçêà f(x) ≈ f(0), ïîýòîìó

dx
2∫

− dx
2

f(x)δ(x)dx ≈ f(0)

dx
2∫

− dx
2

δ(x)dx = f(0).

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

f(x)δ(x)dx = f(0).
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