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Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x).

Â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå [2] èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà

[f(a) + f(a + dx) + f(a + 2dx) + · · · + f(a + (H − 1)dx)]dx, ãäå dx =
b− a

H
äëÿ

íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ãèïåðíàòóðàëüíîãî ÷èñëà H. Åñëè ýòà ñóììà áóäåò
êîíå÷íûì íåñòàíäàðòíûì ÷èñëîì, òî å¼ ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü äà¼ò èíòåãðàë êëàññè÷å-
ñêîãî àíàëèçà.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ïëîùàäåé áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îñíîâàíèÿìè dx è âûñîòàìè, ðàâíûìè çíà÷å-
íèÿì ôóíêöèè1 íà ëåâûõ êîíöàõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ δ(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëü-

íîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî dx è íà îòðåçêå

[
−dx

2
,
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2

]
çàäàäèì ýòîé ôóíêöèè ïîñòî-

ÿííîå çíà÷åíèå
1

dx
. Âî âñåõ îñòàëüíõ òî÷êàõ ãèïåðäåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ïîëàãàåì

δ(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà ïîñòðîåíà êàê ñàìàÿ îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ:
êàæäîìó ëåãàëèçîâàííîìó â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå ÷èñëó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå - ñî-
âåðøåííî ëåãàëüíî - íåêîòîðîå íåñòàíäàðòíîå ÷èñëî (÷èñëî!). Ïðè ýòîì å¼ çíà÷åíèå
â òî÷êå x = 0 çàâèñèò îò âûáîðà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ÷èñëà dx è ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå èìåííî êàê áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî â òîì ñìûñëå, êàêîé îíî èìååò â ðàìêàõ
íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà.

Åñëè, íàïðèìåð, dx îïðåäåëÿåòcÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ2

[
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1

2
,
1
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, . . . ,
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, . . .

]
,

òî òîãäà δ(0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ [1, 2, 3, . . . , n, . . . ]. Íî åñëè dx îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíñòüþ[
1,

1

4
,
1

9
, . . . ,

1

n2
, . . .

]
, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ¾áåñêîíå÷íîñòü¿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-

1Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíû, òî ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áåðóòñÿ
ñî çíàêîì ìèíóñ.

2Ñì.[2],�6 (ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåòðèâèàëüíîãî óëüòðàôèëüòðà íà ìíîæå-
ñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â êà÷åñòâå èíäåêñîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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òåëüíîñòüþ [1, 4, 9, . . . , n2, . . . ]. Òàêîãî ðîäà áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëà ãîðàçäî áîëåå
îñÿçàåìû, ÷åì áåçëèêèé çíà÷îê ∞. Êðîìå òîãî, êàê âèäèì, èíòåãðèðîâàíèå íåîãðà-
íè÷åííûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ âïîëíå êîíêðåòíûå áåñêîíåíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ
â ðàìêàõ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà, ìîæåò äàâàòü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå â ñòàí-
äàðòíîì àíàëèçå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü.

Èç ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ÷òî

dx
2∫

− dx
2

δ(x)dx = 1 ïðè ëþáîì áåñêîíå÷íî ìàëîì dx.

Òåïåðü ïóñòü áåñêîíå÷íî ìàëåíüêîìó îòðåçêó äëèíû dx ïðèïèñàíà ìàññà 1. Òîãäà
èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýòîãî îòðåçêà (îíà, êîíå÷íî, ðàâíà 1

dx
).

Áîëåå òîãî, ïîä ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ëó÷øå áû ïîäðàçóìåâàòü øàðèê áåñêîíå÷íî
ìàëîãî ðàäèóñà ε è íåêîòîðîé ìàññîé m, è òîãäà ïîíÿòèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè-
îáðåòàåò ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå3. Åñëè ìàññà ýòîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

ðàâíà 1, òî ïëîòíîñòü áóäåò ðàâíà
3

4π
· 1

ε3
.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[
−dx

2
,
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2

]
; äëÿ ëþáîé òî÷êè x ýòîãî

îòðåçêà f(x) ≈ f(0), ïîýòîìó

dx
2∫

− dx
2

f(x)δ(x)dx ≈ f(0)

dx
2∫

− dx
2

δ(x)dx = f(0).

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

f(x)δ(x)dx = f(0).

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà â ðàìêàõ íåñòàíäàðòíîãî
àíàëèçà: ïîäâåðãíåì å¼ ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Ïóñòü dx - áåñêîíå÷íî ìàëîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, òîãäà íà îòðåçêå

[
x0 −

dx

2
, x0 +

dx

2

]
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ýòîãî îòðåçêà

e−iωx ≈ e−iωx0 , ïîýòîìó

F{δ(x− x0)}(ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

δ(x− x0)e
−iωxdx =

1√
2π

x0+
dx
2∫

x0− dx
2

δ(x− x0)e
−iωxdx ≈

≈ 1√
2π

x0+
dx
2∫

x0− dx
2

δ(x− x0)e
−iωx0dx =

1√
2π

e−iωx0

x0+
dx
2∫

x0− dx
2

δ(x− x0)dx =
1√
2π

e−iωx0 .

3Ôèçèêè îïðåäåëÿþò ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó êàê òåëî, ðàçìåðàìè êîòîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ñëîâî ¾ïðåíåáðå÷ü¿ ó íèõ - îäíî èç ëþáèìûõ.
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Ïîñìîòðèì, êàê íà äåëüòà-ôóíêöèþ äåéñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

L{δ(x− x0)} =

∞∫
0

δ(x− x0)e
−s·xdx =

x0+
dx
2∫

x0− dx
2

δ(x− x0)e
−s·xdx ≈

≈

x0+
dx
2∫

x0− dx
2

δ(x− x0)e
−s·x0dx = e−s·x0

x0+
dx
2∫

x0− dx
2

δ(x− x0)dx = e−s·x0 .

Â ÷àñòíîñòè, L{δ(x)} = 1.

Ìû ïîëó÷èëè èçâåñòíûå óæå ôîðìóëû, íî ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ïðèíÿòî ïîñëå
ñóðîâûõ ïîïðàâîê êëàññè÷åñêèì àíàëèçîì íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ ¾íàèâíûõ¿ ðàññóæäåíèé
Äèðàêà.

¾ßçûê íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà îêàçàëñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé <...> Íåñòàíäàðòíûé àíàëèç ìîæíî ñðàâíèòü
ñ ìîñòîì, ïåðåáðîøåííûì ÷åðåç ðåêó. Ïîñòðîéêà ìîñòà íå ðàñøèðÿåò äîñòóïíîé íàì
òåððèòîðèè (âåäü è ðàíüøå ìîæíî áûëî ïîïàñòü íà äðóãîé áåðåã, îáîéäÿ èñòîê ðå-
êè), íî ñîêðàùàåò ïóòü ñ îäíîãî áåðåãà íà äðóãîé. Ïîäîáíûì îáðàçîì íåñòàíäàðòíûé
àíàëèç äåëàåò äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ òåîðåì êîðî÷å.¿[2]
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