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Аннотация: Исследуются аспекты топологической совме-

стимости параллельных вычислительных систем и задач, пред-

ложено и обосновано введение соответствующих показателей, 

базирующихся на оригинальной топологической модели парал-

лельных вычислений и на нетрадиционном описании графа его 

проекциями. На примере гиперкубической вычислительной си-

стемы (ВС) и задач с кольцевой и звездной информационными 

топологиями продемонстрировано определение показателей и их 

использование в сопоставительном анализе применимости ин-

терконнекта с заданной топологией для решения задач с одно-

типной и разнотипной ему информационными топологиями. 
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Введение. Основанная на законе Амдала (Amdahl’s law) [1] 

модель позволяет оценить потенциальный параллелизм задачи с 

учетом скалярности (нераспараллеливаемости) отдельных ее 

фрагментов и по умолчанию предполагает, что задержки, связан-

ные с информационными обменами между параллельно выпол-

няющимися процессами, отсутствуют. Однако решение задачи 



множеством параллельно действующих процессоров вносит пре-

валирующие над «скалярностью» задачи ограничения, связанные 

с технической реализацией крупномасштабных параллельных си-

стем и обусловленные физической невозможностью обеспече-

ния в них полносвязного интерконнекта [2], по быстродействию 

сопоставимого с используемыми в системе вычислительными уз-

лами [3].  

В работах [4-6] впервые высказана идея о том, что, так как 

актуальность взаимодействия ресурсов подсистемы, образуемой 

в ВС для решения той или иной параллельной задачи, зависит 1) 

от объемно-временных характеристик этой задачи и 2) от комму-

никационной производительности ВС, то для определенных со-

отношений определенных параметрами задачи и интерконнекта 

характеристиками при поиске изоморфного вложения информа-

ционного графа задачи в граф системы, требование смежности 

процессоров, реализующих информационно смежные процессы, 

может быть ослаблено. В таком случае ВС можно представить 

графом, дополненным ребрами, инцидентными вершинам, длина 

пути между которыми не превышает предельного значения, соот-

ветствующего объемно-временным характеристикам задачи и 

быстродействию интерконнекта. Понятно, что сопутствующее 

такому представлению увеличение степени вершин графа ВС по-

высит вероятность успешного вложения задачи и порядок обра-

зуемой для ее решения подсистемы.  

Таким образом, реальновременная реализация того или 

иного параллельного приложения на ВС может быть успешной, 

если: 1) быстродействие ее интерконнекта достаточно для того, 

чтобы задержки, вносимые обменными процессами между парал-

лельными ветвями, не превышали допускаемых условиями ре-

ального времени и 2) граф системы, дополненный ребрами, соот-

ветствующими предшествующему условию, содержит подграф, 

изоморфный информационному графу задачи с числом вершин 

(параллельных ветвей), соответствующим тому же условию. 

Для установления формальных отношений, связывающих 

параметры задачи и быстродействие интерконнекта с предельно 



допускаемым расстоянием между вершинами графа ВС, в рабо-

тах [7, 8] предложена разделенная на две составляющие модель 

параллельных вычислений: первая из них отнесена к параллель-

ным приложениям и приписывает им свойства неограниченной 

распараллеливаемости, вторая –– к вычислительной системе, в 

которой ограничения параллелизма обусловлены предельно до-

пускаемым, зависящим от быстродействия интерконнекта и от 

объемов вычислительных и обменных операций, расстоянием 

между информационно смежными (в образуемой подсистеме) 

вершинами графа ВС.  

Исследования системных и сетевых топологий основаны 

на графовом их представлении, когда между модулями системы 

и вершинами, а также между линиями связи и ребрами графа 

установлены биективные соответствия. Основной недостаток 

традиционно используемых при этом матрично-списковых опи-

саний заключается в том, что задаваемые этими описаниями от-

ношения смежности/инцидентности вершин/ребер графов би-

нарны, тогда как обычно используемые для оценки качества 

структур маршруты и циклы представляют собой многоместные 

отношения на множестве вершин. В работах [9-13] предложено 

описывать граф проекциями, в явном виде содержащими основ-

ные используемые в анализе топологий характеристики, что поз-

воляет создавать и использовать нетрудоемкие (в сравнении с 

комбинаторными) формальные методы анализа [14-19] и синтеза 

обладающих заданными свойствами топологий ВС [20-26], в том 

числе обладающих устойчивостью к отказам заданной кратности 

[27-30]. В [31-33] даны обзоры публикаций, посвященных изло-

женному выше подходу к топологическому моделированию па-

раллельных систем и задач. 

В данной работе проблема совместимости рассматривается 

на примере задач с кольцевой и звездной топологиями, размеща-

емых в гиперкубической системе. 

1. Основные положения и понятие о совместимости. 

В [7] показано, что в зависимости от присущих задаче объ-

емов вычислительных операций W и обмениваемых данных Q 

ускорение S ее решения, предельно-допускаемое расстояние ∂ 



между информационно-смежными процессорами и минимальное 

число p используемых при этом  процессоров коррелированы ис-

пользуемой в системе сетевой технологией, далее –– NT (Network 

Technology). Совместность же этих, определяемых с учетом NT, 

параметров зависит уже от топологии ВС: если при решении 

(W,Q)-задачи требуемое ускорение S может быть обеспечено ее 

разбиением не менее чем на p параллельных ветвей с расстояни-

ями между соответствующими этим ветвям информационно 

смежными процессорами, не превышающими расстояния ∂(p), то 

соответствующий такому расстоянию граф ВС должен содержать 

подграф, изоморфный информационному графу задачи порядка p 

[34]. Далее считаем, что значения p и ∂(p) получены из базового 

для рассматриваемой топологической модели уравнения [7]  

(1) 𝜕(p)= ⌊
𝑊

𝑆∙𝑡𝑁𝑇(𝑄 𝑝⁄ )
⌋, 

учитывающего параметры задачи W и Q, а также директивное 

ускорение S; здесь tNT(Q/p) – присущая используемой в системе 

NT функция элементарной (на единичном расстоянии) задержки 

для удельной q = Q/p порции обмениваемых данных, ⌊𝑥⌋ – целая 

часть числа x. 

Представим задачу графом W(p), в котором множество вер-

шин биективно множеству ее параллельных ветвей, а множество 

ребер –– множеству информационных связей между ветвями, p –

– мощность множества параллельных ветвей. Пусть G(V,E) –– 

граф системы, в котором множество V вершин биективно множе-

ству составляющих систему процессоров, а множество E ребер –

– множеству линий неопосредованной связи между процессо-

рами; n –– мощность множества процессоров системы, n = |V|. 

Тогда, под топологической совместимостью (W,Q)-задачи 

и заданной графом 𝐺(𝑉, 𝐸) вычислительной системы следует по-

нимать возможность изоморфного вложения графа задачи W(p) в 

граф ∂(p)-достижимости системы 𝐺𝜕(𝑝)(𝑉, 𝐸𝜕), 𝐸𝜕 ⊃ 𝐸. Иначе го-

воря, наличие в графе 𝐺𝜕(𝑝)(𝑉, 𝐸𝜕) подграфа 𝐺𝜕(𝑝)
′  порядка p, изо-

морфного графу задачи W(p) того же порядка, указывает на топо-

логическую совместимость этой задачи с системой, обладающей 



вполне конкретными техническими характеристиками: напом-

ним, что значения достижимости 𝜕 и числа процессоров p опре-

деляются формулой (1), увязывающей их с параметрами задачи 

W и Q, с директивным ее ускорением S и с быстродействием ин-

терконнекта, заданным задержкой 𝑡𝑁𝑇(𝑄 𝑝)⁄ .  

Однако, подобная конкретизация носит эксклюзивный ха-

рактер: нас же интересуют обобщенная, абстрагированная от 

иных, кроме топологий, параметров, –– характеристика совме-

стимости топологически отличающихся задач и систем. В каче-

стве такой характеристики выбран порядок pW(𝜕), обладающего 

характерным для графа задачи ключевым свойством W макси-

мального подграфа GW графа G𝜕(V,E𝜕), при этом подграф GW не 

является собственным подграфом никакого другого обладаю-

щего свойством W подграфа графа G𝜕(V,E𝜕). Здесь G𝜕(V,E𝜕) – по-

лученный из графа системы G(V,E) граф 𝜕-достижимости, в кото-

ром вершины u и v соединены ребром, если расстояние 𝑑(𝑢, 𝑣) 

между ними в графе G(V,E) не превышает достижимости 𝜕. Та-

ким образом, абсолютные значения pW(𝜕) для 0 < 𝜕 ≤ d(G) указы-

вают на потенциал распараллеливания задач с топологией W на 

исследуемой системе с отличной от W топологией (очевидно, что 

топологически однотипные задачи и системы полностью совме-

стимы даже при единичной достижимости, и для них 

pW(𝜕 = 1) = n. Понятно, что отнесенное к порядку n графа си-

стемы значение потенциала pW(𝜕) указывает на то, какая часть от 

n процессоров системы может быть задействована для параллель-

ной реализации W-задачи, если предельно допускаемое значение 

достижимости равно 𝜕. Показатель совместимости (compatibility) 

топологий –– CW(𝜕) есть совместимость W-задачи с исследуемой 

системой при обеспечиваемой ею достижимости 𝜕; ясно, что 

CW(𝜕) ≤ 1. Отметим, что в [33] отношение pW(𝜕)/n определялось 

как показатель масштабируемости ВС с заданной топологией на 

задачах определенного топологического типа, но, как видим, этот 

же показатель вполне применим и для характеристики совмести-

мости сопоставляемых топологий. 

Ниже изложена процедура получения графа G𝜕(V,E𝜕), 𝜕 > 1 

из графа 𝐺(𝑉, 𝐸) с единичной достижимостью. 



2. Получение графа с заданной достижимостью. 

Граф G𝜕(V,E𝜕), 𝜕 > 1 достаточно просто получить из графа 

𝐺(𝑉, 𝐸) с единичной (𝜕 = 1) достижимостью, используя введен-

ные в [9] и достаточно подробно описанные в [10-13], [20, 21] 

проективные описания графов. Такие описания используются не 

только авторами данной работы, но уже активно применяются и 

другими специалистами [35-39], поэтому изложение сути этого 

метода представления графов здесь не приводим.  

Полные, построенные из ракурсной вершины x, проекции 

Px(G𝜕) графа -достижимости G𝜕(V,E𝜕) при 1 < ∂ ≤ d(G) получим 

«сжатием» в ∂ раз полной проекции Px(G) исходного графа 

𝐺(𝑉, 𝐸). Первый уровень выстраиваемой проекции Px(G𝜕) при 

этом составят вершины, входящие в ∂-окружение ракурсной вер-

шины x. В состав ∂-окружения 𝑁𝜕(𝑦) любой другой вершины 

y ≠ x ненулевого уровня Px(G) входят все вершины, расстояния 

которых от x в графе 𝐺(𝑉, 𝐸) не превышают ∂, исключая порож-

дающую y вершину предшествующего ей уровня проекции Px(G). 

Таким образом, каждая вершина i-го (i > 0) уровня проекции 

Px(G𝜕) порождает на (i + 1)-м уровне этой проекции подмноже-

ство ∂-смежных ей вершин и составляющих ее ∂-окружение [40]. 

Покажем это на примере 3-мерного гиперкуба H3.  
( 2,7) (4,7) (1,7) (4,7) (1,7) (2,7)(3 ,5 ) (3 ,6 ) (5 ,6 )(1 ,2 ,4 )

0 3 1( ) 0P H = . 

(0,3,4,6,7 ) (0,2,5,6,7 ) (0,3,4,6,7 ) (0,3,4,6,7 ) ( 2,3,4,5,6)( 2 ,3 ,4 ,5 ,7 )

(0,3,4,6,7 ) (0,1,4,5,6) (0,1,5,6,7 ) (0,3,4,5,7 ) (1,3,4,5,6)(1 ,3 ,4 ,6 ,7 )

(0,2,5,6,7 ) (0,1,4,6,7 ) (0,1,4,6,7 ) (0,1,4,(1 ,2 ,5 ,6

(1 )

(2 )

(3

0 3 2

0

0 ,

0
( )P H =

5,7) (1,2,4,5,6),7 )

(0,2,3,5,7 ) (0,1,3,6,7 ) (0,1,3,6,7 ) (0,2,3,5,7 ) (1.2,3,5,6)(1 ,2 ,5 ,6 ,7 )

(0,3,4,6,7 ) (0,1,2,6,7 ) (0,1,2,6,7 ) (0,2,3,4,7 ) (1,2,3,4,6)(1 ,3 ,4 ,6 ,7 )

(0,1,3,4,7 ) (0,1,2,5,7 ) (0,1,2,( 2 ,3 ,4

)

(4 )

(5 )

(6

,

0 ,

0 ,

0
5,7) (0,1,3,4,7 ) (1,2,3,4,5),5 ,7 ) ).

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. 

Понятно, что при ∂ = d(G) граф G𝜕(V,E𝜕) является полным 

𝐾𝑛-графом: ∂ = 𝑑(𝐺) ⇒ 𝐺∂(𝑉, 𝐸∂) = 𝐾𝑛, где 𝑛 = |𝑉|, поэтому в 



рассматриваемом 3-кубе 𝐺3(𝑉, 𝐸3) = 𝐾8, его диаметр 𝑑(𝐺3) = 1, 

и строить проекцию P0(G3) для достижимости полного при ∂ = 3 

графа не имеет смысла. 

3. Пример исследования совместимости. 

Существенные свойства рассматриваемых здесь в качестве 

примера топологий задач –– кольцевой (WR) и звездной (WZ), не 

требуют дополняющих их названия пояснений. Выбор задач с та-

кими информационными топологиями, как и выбор в качестве то-

пологии ВС гиперкуба, обусловлен прежде всего простотой и 

наглядностью демонстрации предлагаемого в данной работе спо-

соба оценки совместимости топологически разнотипных парал-

лельных задач и систем. 

Любой гиперкуб Hs имеет гамильтонов цикл, проходящий 

через каждую вершину ровно один раз [41], и хотя он (гиперкуб) 

является бипанциклическим графом (содержит циклы только 

четной длины при n > 3) [42], проблем с организацией цикла на 

единицу меньшего или большего полученного из (1) нечетного 

значения p, по-видимому, не должно возникать. Поэтому, незави-

симо от размерности s гиперкубической ВС, вложение в нее за-

дачи с кольцевой топологией может быть абсолютным даже при 

∂ = 1, а при ∂ > d(Hs) число вариантов вложения еще более воз-

растает:  𝐶𝑅(𝐻𝑠|𝑠 > 1) = 1. Это означает, что использование ги-

перкубических ВС не вносит никаких ограничений в распаралле-

ливание задач с кольцевой топологией, и если таковые все же 

имеют место, то они обусловлены только недостаточным быст-

родействием используемой в ВС сетевой технологии [34]. 

Рассмотрим теперь возможность вложения в вычислитель-

ную систему с гиперкубической топологией информационного 

графа задачи типа «звезда» Zk, в котором (p-1) вершин смежны 

вершине, называемой центральной. Построенная из центральной 

вершины проекция такого графа содержит всего один уровень 

над этой вершиной, состоящий из (p-1) вершин. Соответственно, 

для выявления потенциала совместимости 𝑝𝑍(𝐻𝑠)𝜕 задачи со 

«звездной» топологией с топологией ВС, заданной гиперкубом 

𝐻𝑠 порядка 2s, при достижимости ∂, достаточно рассмотреть 

всего лишь одноуровневую (состоящую из нулевого и первого 



уровней) проекцию графа (𝐻𝑠)𝜕 и подсчитать число вершин в 

ней. Для рассмотренного выше 3-мерного гиперкуба H3 получим: 

𝑝𝑍(𝐻3)1 = 4, 𝑝𝑍(𝐻3)2 = 7, 𝑝𝑍(𝐻3)3 = 8.  

В [34] получена обобщенная на любые размерности s и до-

стижимости ∂ ≤ s гиперкуба (𝐻𝑠)𝜕 формула потенциала 𝑝𝑍(𝐻𝑠)∂: 

𝑝𝑍(𝐻𝑠)∂ = ∑ (
𝑠
𝑖
)𝜕

𝑖=0 . 

Используя эту формулу, построим таблицу ∂-совместимости 

(0 < ∂ < 4) «звездной» задачи с s-мерной (1 < s < 9) гиперкубиче-

ской ВС: 

s 2 3 4 5 6 7 8 

𝒏 =  𝟐𝒔  4 8 16 32 64 128 256 

𝑝𝑍(𝐻s)1, 

𝐶𝑍(𝐻s)1 

3, 

0,75 

4, 

0,5 

5, 
0,3125 

6, 

0,1875 

7, 

0,1094 

8, 

0,0625 

9, 

0,0352 

𝑝𝑍(𝐻s)2, 

𝐶𝑍(𝐻s)2 

4, 

1 

7, 

0,875 

11, 

0,6875 

16, 

0,5 

22, 

0,3438 

29, 

0,2266 

37, 

0,1445 

𝑝𝑍(𝐻s)3, 

𝐶𝑍(𝐻s)3 

4, 

1 

8, 

1 

15, 

0,9375 

26, 

0,8125 

42, 

0,6563 

64, 

0,5 

93, 

0,3633 

Из приведенной таблицы нетрудно убедиться в том, что для 

задач со звездной топологией: 

1. Увеличение быстродействие интерконнекта (и соответствую-

щее этому увеличение предельной длины ∂ допускаемых соеди-

нений) приводит к существенному увеличению потенциала па-

раллелизма, например, для s = 6 имеем: 𝑝𝑍(𝐻6)1 = 7, 𝐶𝑍(𝐻6)1 =
0,1094; 𝑝𝑍(𝐻6)2 = 22, 𝐶𝑍(𝐻6)2 = 0,3438; 𝑝𝑍(𝐻6)3 =
42, 𝐶𝑍(𝐻6)3 = 0,6563. 

2. При увеличении размерности гиперкуба совместимость значи-

тельно падает, что вызвано весьма незначительным (в сравнении 

с увеличением числа n процессоров) повышением потенциала па-

раллелизма –– например, при увеличении размерности от s = 6 до 

s = 7 (увеличение n вдвое, от n =64 до n = 128) получим: 

𝑝𝑍(𝐻6)1 = 7, 𝑝𝑍(𝐻7)1 = 8; 𝑝𝑍(𝐻6)2 = 22, 𝑝𝑍(𝐻7)2 = 29; 

𝑝𝑍(𝐻6)3 = 42, 𝑃𝑍(𝐻7)3 = 64; 𝐶𝑍(𝐻6)1 = 0,1094, 𝐶𝑍(𝐻7)1 =
0,0625; 𝐶𝑍(𝐻6)3 = 0,6563, 𝐶𝑍(𝐻7)3 = 0,5. 



Сравнивая полученные выше показатели абсолютной и от-

носительной топологической совместимости гиперкубических 

ВС с «кольцевыми» и «звездными» задачами, легко убедиться в 

том, что вне зависимости от размерности такие ВС очень хорошо 

топологически «приспособлены» к решению первых, тогда как 

решение вторых топологически эффективно лишь на ВС малой 

размерности.  

Таким образом, выбранные в данной работе в качестве при-

меров топологии ВС и задач достаточно наглядно демонстри-

руют возможности использования предложенных показателей в 

сопоставительном анализе совместимости иных, отличных от 

продемонстрированных, топологий систем и задач. 

Заключение.  

Предложен показатель топологической совместимости вы-

числительных систем и решаемых на них параллельных задач. 

Показатель абстрагирован от технических характеристик исполь-

зуемого в ВС интерконнекта и позволяет оценить потенциальные 

возможности распараллеливания той или иной задачи, обуслов-

ленные только топологически: топологией интерконнекта и ин-

формационной топологией задачи. 

Теоретической базой предлагаемого подхода к оценке то-

пологической совместимости послужил новый подход к тополо-

гическому моделированию параллельных систем [31-33], осно-

ванный на оригинальной модели параллельных вычислений [7, 8] 

и оригинальном методе проективного описания графов [9-13]. 

Краткое описание используемых в данной работе базовых основ 

и понятие о топологической совместимости приведены во введе-

нии и разделе 1. В разделе 2 описано построение графа ВС с ли-

митированной длиной соединений информационно связанных 

процессоров (с предельно допускаемой достижимостью), рас-

сматриваемого в качестве субъекта изоморфного вложения в него 

информационного графа задачи. 

В разделе 3 на примере гиперкубических вычислительных 

систем исследованы топологические аспекты совместимости па-

раллельных ВС и решаемых на них задач., на примере гиперку-

бических ВС продемонстрировано его определение для задач с 



кольцевой и звездной топологиями. С решением проблемы по-

иска предельных циклов в графе можно ознакомиться в [43], с 

решением проблемы поиска клик графа для анализа его совме-

стимости с полносвязными задачами –– в [44]. 

Результаты данной работы будут полезны как в сопостав-

лении параллельных систем и оптимизированного выбора их то-

пологий, соответствующего заданному набору решаемых задач, 

так и в анализе потенциальных возможностей конкретных систем 

при решении тех или иных параллельных задач. 
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