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À.Â.Ðåøåòíèêîâ

Îïðåäåëåíèå ïîëèãîíà íàä ïîëóãðóïïîé ñì. â ìîíîãðàôèè [1]. Íà-
ïîìíèì, ÷òî íèæíåé ïîëóðåø¼òêîé íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî, ó êîòîðîãî ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èìååò òî÷íóþ íèæ-
íþþ ãðàíü. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïû S ïîëîæèì S1 = S, åñëè S
ñîäåðæèò åäèíè÷íûé ýëåìåíò, è S1 = S ∪ {1} � ïîëóãðóïïà S ñ âíåøíåé
ïðèñîåäí¼ííîé åäèíèöåé, åñëè S íå èìååò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.

Ïóñòü XS � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé S. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè S � íèæ-
íÿÿ ïîëóðåø¼òêà, òî X ÿâëÿåòñÿ [2, ïðåäëîæåíèå 1] ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ

x � y ⇔ x ∈ yS1. (1)

Â ðàáîòå [3] áûë ïîñòàâëåí ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Â êàêîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ ïîëóðåø¼òêà S
è ïîëèãîí XS òàêèå, ÷òî äëÿ íèõ îòíîøåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ îòíîøå-
íèåì ≤?

Áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Φ(X) � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé ϕ ìíîæåñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÷åòûð¼ì óñëîâèÿì:

A1. Èçîòîííîñòü: ò. å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X:

x ≤ y ⇒ xϕ ≤ yϕ.

A2. Äëÿ âñåõ x ∈ X:
xϕ ≤ x.

A3. ϕ2 = ϕ.

A4. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X:

åñëè x ≤ y è yϕ = y, òî xϕ = x.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îòâå÷àåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, ïðåäëàãàÿ íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà (X,≤):
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Òåîðåìà 1 ([3], ïåðåôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà 4). Ïóñòü (X,≤) � ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) ñóùåñòâóþò ïîëóðåø¼òêà S è ïîëèãîí XS òàêèå, ÷òî (x � y ⇔
x ≤ y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X;

(ii) äëÿ ëþáûõ a, x ∈ X:

åñëè a ≤ x, òî ñóùåñòâóåò ϕ ∈ Φ(X) òàêîå, ÷òî a = xϕ.

Äàííàÿ òåîðåìà â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îòíî-
øåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàííîå íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå X, îòíî-
øåíèåì (1) äëÿ êàêîãî-ëèáî ïîëèãîíà íàä ïîëóðåø¼òêîé: îòâåò çàâèñèò
îò òîãî, óäîâëåòâîðÿåò ëè X ñôîðìóëèðîâàííîìó â òåîðåìå 1 óñëîâèþ
(ii). Îäíàêî, àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ (ii) � ðàçóìååòñÿ, â òîì
â ñëó÷àå, åñëè îíà ðåàëèçîâàíà íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì � ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íåöåëåñîîáðàçíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ: ïðÿìàÿ ïðîâåðêà
äàííîãî óñëîâèÿ ìåòîäîì ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ìîæåò áûòü îñó-
ùåñòâëåíà ëèøü äëÿ âåñüìà íåáîëüøèõ ìíîæåñòâ X.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîëó÷åíèè óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíî-
ãî (ii), íî äîïóñêàþùåãî áîëåå ýôôåêòèâíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîâåðêó.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî óñëîâèÿ ïðåæäå âñåãî óñîâåðøåíñòâóåì îïðå-
äåëåíèå ìíîæåñòâà Φ(X). Ðàññìàòðèâàÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî (X,≤) è êàêîå-ëèáî åãî ïîäìíîæåñòâî A ⊆ X, íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî
A êîíóñîì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì ïóíêòàì:
1) èìååò íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà;
2) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y1, y2 ∈ A:

y1 ≤ x ≤ y2 ⇒ x ∈ A. (2)

Ïðè ýòîì, åñëè êîíóñ A èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò minA, òî áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî minA � âåðøèíà äàííîãî êîíóñà.

Îñíîâàíèåì êîíóñà A áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî MaxA, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (A,≤) (åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ
íåò, òî îñíîâàíèåì êîíóñà A ñ÷èòàåì ïóñòîå ìíîæåñòâî).

Ïóñòü A � êîíóñ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (X,≤). Åñëè
îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó áîëåå ñèëüíîìó óñëîâèþ, ÷åì (2):

x ≤ y ⇒ x ∈ A äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ A, (3)
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òî íàçîâ¼ì A ïîëíûì êîíóñîì. ßñíî, ÷òî åñëè ïîëíûé êîíóñ A èìååò
âåðøèíó a, òî a � îäèí èç ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (X,≤).

Åñëè ϕ � ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà X, òî ïîëíûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà
a ∈ X (ïî îòíîøåíèþ ê äàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç aϕ−1 = {x | xϕ = a}. Îáðàç âñåãî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç
imϕ = Xϕ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,≤)
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïðîèçâîëüíîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ : X → X ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Φ(X) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
B1: ìíîæåñòâî imϕ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êîíóñîì;
B2: êàêèì áû íè áûë ýëåìåíò a ∈ imϕ, åãî ïîëíûé ïðîîáðàç aϕ−1 ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíóñîì ñ âåðøèíîé a;
B3: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ imϕ: åñëè x ∈ aϕ−1, y ∈ bϕ−1 è x ≤ y, òî a ≤ b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ϕ ∈ Φ(X). Ïðåæäå âñåãî, çà-
ìåòèì, ÷òî óñëîâèå A1 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ B3.

Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1 � A3. Ïîêàæåì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî B2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ýëåìåíòû
a ∈ imϕ, x ∈ X è y ∈ aϕ−1. Åñëè a ≤ x ≤ y, òî èç A1 è A3 ñëåäóåò

a = aϕ ≤ xϕ ≤ yϕ = a,

à çíà÷èò, x ∈ aϕ−1. Êðîìå òîãî, èç A2 ñëåäóåò a = yϕ ≤ y, ïîýòîìó a �
íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà aϕ−1 â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè y. Ñëåäî-
âàòåëüíî, aϕ−1 � êîíóñ ñ âåðøèíîé a, è èìååò ìåñòî óñëîâèå B2.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ A2 � A4. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âåðíî

åñëè (y ∈ imϕ) è (x ≤ y), òî (x ∈ imϕ). (4)

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî A = imϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3). Êðîìå òîãî,
èç (4) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà imϕ
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X. Ïî óñëîâèþ X èìååò
íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, imϕ � ïîëíûé
êîíóñ. Òî åñòü, èç A2 � A4 ñëåäóåò óñëîâèå B1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíû B1 � B3. Óñëîâèå A1 ñëå-
äóåò èç B3; A2 è A3 ñëåäóþò èç B2. Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ A4.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì x, y ∈ X è ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ≤ y è
yϕ = y. Èìååì y ∈ imϕ. Òàê êàê imϕ � ïîëíûé êîíóñ (ñîãëàñíî B1), òî
x ∈ imϕ. Â òàêîì ñëó÷àå èç B2 ñëåäóåò x ∈ xϕ−1. Òî åñòü, xϕ = x.
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Èòàê, â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X, èìåþùåãî
íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà (ò. å. â ñëó÷àå, êîãäà X � ïîë-
íûé êîíóñ), íàëàãàåìûå íà íåãî óñëîâèÿ A1 � A4 ìîãóò áûòü çàìåíåíû
áîëåå ïðîñòûìè (ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ) óñëîâèÿìè B1 � B3.
Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ïðåäëîæåíèå 2 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïðîâåðêè ïðîèçâîëüíîãî X íà ñîîòâåòñòâèå óñëîâèþ (ii) èç òåîðåìû 1.
Ïåðåä ýòèì ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

Ïóñòü (X,≤) � ëþáîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ââåä¼ì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ x ∈ X:

x4 = {y ∈ X | x ≤ y}; x5 = {y ∈ X | y ≤ x}.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî x4 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. x5 ìîæåò íå áûòü
êîíóñîì, íî åñëè x5 � êîíóñ, òî îí ïîëíûé1. Íàïðèìåð, åñëè êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè, â êîòîðîé ëåæèò ýëåìåíò x, èìååò íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà, òî ÿñíî, ÷òî x5 � ïîëíûé êîíóñ.

Ì.Þ.Ìàêñèìîâñêèì áûëî äîêàçàíî:

Ïðåäëîæåíèå 3 ([2], ïðåäëîæåíèå 2). Åñëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî (X,≤) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i) òåîðåìû 1, òî äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà x ∈ X ìíîæåñòâî x5 ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ïîëóðåø¼òêîé.

Äðóãîå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî:

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X ñâÿç-
íî. Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X ìíîæåñòâî x5 ÿâëÿåòñÿ íèæíåé
ïîëóðåø¼òêîé, òî X èìååò íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Èç ïðåäëîæåíèé 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(i) òåîðåìû 1, òî êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè èìååò íå áîëåå
îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Ψ(X):

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Ψ(X). Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà Ψ(X) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé ϕ : X →
X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì B1, B2 è B3 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.

1Êàê ïðàâèëî, ìíîæåñòâà x4 è x5 íàçûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíèì êîíóñîì è

íèæíèì êîíóñîì ýëåìåíòà x. ×òîáû ñîãëàñîâàòü íàøå îïðåäåëåíèå êîíóñà ñ îáùåïðè-

íÿòûìè îïðåäåëåíèÿìè, ìîæíî áûëî áû âìåñòî ïðîñòî êîíóñà ãîâîðèòü î íåïîëíîì

âåðõíåì êîíóñå, äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿÿ íåïîëíûé íèæíèé êîíóñ. Â ðàìêàõ

äàííîé ðàáîòû òàêîå ïåðåóñëîæíåíèå òåðìèíîëîãèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîïðàâäàííûì.

Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ìû äàëåå íå èñïîëüçóåì ïîíÿòèå íèæíåãî êîíóñà.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Óñëî-
âèå (j) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè X ′ ìíîæåñòâà X îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (jj)
è (jjj), ãäå:

(j) ñóùåñòâóþò ïîëóðåø¼òêà S è ïîëèãîí XS òàêèå, ÷òî (x � y ⇔
x ≤ y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X;

(jj) X ′ èìååò íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà;

(jjj) äëÿ ëþáûõ a, x ∈ X ′:

åñëè a ≤ x, òî ñóùåñòâóåò ψ ∈ Ψ(X ′) òàêîå, ÷òî a = xψ.

Êðîìå òîãî, åñëè êîìïîíåíòà X ′ òàêîâà, ÷òî êàæäûé å¼ ýëåìåíò x ∈
X ′ îãðàíè÷åí ñâåðõó íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
(X ′,≤), òî óñëîâèå (jjj) äëÿ X ′ ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(jv) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ X ′ è ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà
m ∈ X ′:

åñëè a ≤ m, òî ñóùåñòâóåò ψ ∈ Ψ(X ′) òàêîå, ÷òî a = mψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ìíîæåñòâîX óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (j) (äàí-
íîå óñëîâèå â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò óñëîâèå (i) èç òåîðåìû 1). Êàê áûëî
çàìå÷åíî âûøå, â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè X ′ ⊆ X
óäîâëåòâîðÿåò (jj). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì êîìïîíåíòó X ′ è
ýëåìåíòû x ∈ X ′ è a ≤ x. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 íàéä¼òñÿ îòîáðàæåíèå
ϕ ∈ Φ(X) òàêîå, ÷òî xϕ = a. Ââåä¼ì íîâîå îòîáðàæåíèå ψ : X ′ → X
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì yψ = yϕ äëÿ âñåõ y ∈ X ′; â ÷àñòíîñòè,
xψ = a. Ïîñêîëüêó äëÿ ϕ âûïîëíÿåòñÿ A2, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ X ′ èìååò
ìåñòî yψ ≤ y; ñëåäîâàòåëüíî, ψ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîæåñòâà
X ′. ßñíî, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ A1 � A4, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ϕ, ïåðåíî-
ñÿòñÿ íà îòîáðàæåíèå ψ ïóò¼ì çàìåíû ñèìâîëà X íà ñèìâîë X ′. Òà-
êèì îáðàçîì, ψ ∈ Φ(X ′). Òàê êàê X ′ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ìèíè-
ìàëüíîãî ýëåìåíòà (ââèäó (jj)), òî ψ ∈ Ψ(X ′), ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.
Òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå (jjj), à âìåñòå ñ íèì è èìïëèêàöèÿ
(j)⇒ (∀X ′ : (jj) & (jjj)).

2. Ïóñòü êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà (X,≤) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (jj) è (jjj). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî X óäîâëåòâîðÿåò (j).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
(ii). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì x ∈ X è îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ òó
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ýëåìåíò x. Âîçüì¼ì ëþáîé
ýëåìåíò a ≤ x. Ïîñêîëüêó a ∈ X ′, òî ñîãëàñíî (jjj) ñóùåñòâóåò îòîáðàæå-
íèå ψ ∈ Ψ(X ′) òàêîå, ÷òî a = xψ. Èç óòâåðæäåíèÿ (jj) è ïðåäëîæåíèÿ 2
ñëåäóåò ψ ∈ Φ(X ′). Ââåä¼ì íîâîå îòîáðàæåíèå ϕ : X → X, ïîëàãàÿ

yϕ = yψ äëÿ âñåõ y ∈ X ′; yϕ = y äëÿ îñòàëüíûõ y.

Ïîñêîëüêó ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì A1 � A4 (à èìåííî:
óñëîâèÿì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç A1 � A4 ïóò¼ì çàìåíû ñèìâîëà X íà
ñèìâîë X ′), òî ÿñíî, ÷òî ϕ òàêæå óäîâëåòâîðÿò óñëîâèÿì A1 � A4; òî åñòü
ϕ ∈ Φ(X). Ïðè ýòîì xϕ = xψ = a. Ìû ïîëó÷àåì, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà x è a, ÷òî óñëîâèå (ii) èç òåîðåìû 1 âûïîëíÿåòñÿ. Òåì ñàìûì
óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè (∀X ′ : (jj) & (jjj))⇒ (j).

3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè X ′ êàæäûé ýëå-
ìåíò x ∈ X ′ îãðàíè÷åí ñâåðõó íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì.
Î÷åâèäíî, ÷òî (jjj) ⇒ (jv). Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (jv) ⇒ (jjj). Äîïó-
ñòèì, ÷òî êîìïîíåíòà X ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (jv). Âîçüì¼ì êàêîé-
ëèáî ýëåìåíò x ∈ X ′; âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì a ≤ x; íàéä¼ì
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò m, îãðàíè÷èâàþùèé x ñâåðõó; ïîñòðîèì îòîáðà-
æåíèå ψ ∈ Ψ(X ′), äëÿ êîòîðîãî a = mψ � òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò
ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Èç B2 ñëåäóåò a = aψ. Ïîñêîëüêó
óñëîâèÿ B3 è A1 ðàâíîñèëüíû, òî ψ èçîòîííî. Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðà-
âåíñòâà a ≤ x ≤ m ìû ïîëó÷àåì

a = aψ ≤ xψ ≤ mψ = a.

Òàêèì îáðàçîì, a = xψ. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòîâ a è x
ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ X ′ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (jjj).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,≤) ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íûì. Óñëîâèå (k) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (kk) è (kkk), ãäå:

(k) ñóùåñòâóþò ïîëóðåø¼òêà S è ïîëèãîí XS òàêèå, ÷òî (x � y ⇔
x ≤ y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X;

(kk) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè X ′ ìíîæåñòâà X ñîäåðæèò íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò;
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(kkk) äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè X ′ ìíîæåñòâà X, ëþáîãî ýëå-
ìåíòà a ∈ X ′ è ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà m ∈ X ′:

åñëè a ≤ m, òî ñóùåñòâóåò ψ ∈ Ψ(X ′) òàêîå, ÷òî a = mψ.

ßñíî, ÷òî ïðîâåðêà óñëîâèé (kk) è (kkk) ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíà, ÷åì ïðîâåðêà óñëîâèÿ (ii) èç òåîðå-
ìû 1: óñëîâèÿ B1 è B2 ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ ïðè ïåðåáîðå ðàçëè÷íûõ ψ; ïîýòîìó àëãîðèòì, âûïîëíÿ-
þùèé ïðÿìóþ ïðîâåðêó (kk) è (kkk), èìååò ãîðàçäî ìåíüøóþ ñëîæíîñòü,
÷åì àëãîðèòì, ïðÿìî âûïîëíÿþùèé ïðîâåðêó óñëîâèÿ (ii).

Îñíîâíîé âûâîä. Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Â êàêîì ñëó÷àå äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëóðåø¼òêà S, ÷òî íåêîòî-
ðûé ïîëèãîí XS èìååò îòíîøåíèå {(x, y) ∈ X ×X | x ∈ yS1}, ñîâïàäàþ-
ùåå ñ îòíîøåíèåì ≤?

Îñíîâûâàÿñü íà ñëåäñòâèè èç òåîðåìû 5, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
îòâåò íà äàííûé âîïðîñ çàâèñèò îò òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ëè äëÿ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà X óñëîâèÿ (kk) è (kkk): åñëè âûïîëíÿþòñÿ, òî îòâåò ïîëîæè-
òåëüíûé, èíà÷å îòâåò îòðèöàòåëüíûé.

Äëÿ çàäàííîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè X ′ (ïðåäïîëîæèì, îíà èìååò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò minX ′) è çàäàííûõ ýëåìåíòîâ m ∈ MaxX ′, a ≤ m
ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ψ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) â öèêëå ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîëíûå êîíóñû A, äëÿ êîòî-
ðûõ minA = minX ′ è a ∈ MaxA;
1.1) äëÿ êàæäîãî èç íèõ â öèêëå âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè

âûïîëíÿåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà (X ′ \A)∪MaxA íà êîíóñû
ñ âåðøèíàìè èç MaxA;

1.1.1) äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ðàçáèåíèé ââîäèòñÿ îòîáðàæåíèå ψ :
X ′ → X ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� åñëè x ∈ A \MaxA, òî xψ = x;
� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó êî-
íóñó ñ âåðøèíîé a ∈ MaxA; ïðèíèìàåòñÿ xψ = a;
{Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ψ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì B1 è B2. Íàîáîðîò:
ëþáîå îòîáðàæåíèå ψ ∈ Ψ(X ′) ðàíî èëè ïîçäíî áóäåò
ïîñòðîåíî íà äàííîì øàãå.}
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1.1.2) âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà ïîëó÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ ψ íà èçî-
òîííîñòü: ïîñêîëüêó èìååòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X ′ íà
êîíóñû, äëÿ òàêîé ïðîâåðêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå,
àíàëîãè÷íîå B3 (ò.å. óñëîâèå, ïîëó÷àåìîå èç B3 ïóò¼ì çà-
ìåíû ñèìâîëà X íà ñèìâîë X ′);

1.1.3) â ñëó÷àå óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ øàãà 1.1.2 ïðîâåðêà çà-
âåðøåíà: îòîáðàæåíèå ψ ñóùåñòâóåò;

2) åñëè äî âûïîëíåíèÿ äàííîãî øàãà ðàáîòà òàê è íå áûëà çàâåðøåíà,
ψ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå îïòèìàëüíûì. Ñëåäóþ-
ùåå âàæíîå çàìå÷àíèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü åãî ðàáîòó (çäåñü
ψ|a4 � îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ψ íà ìíîæåñòâî a4):

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
X ′ � êàêàÿ-ëèáî åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ψ : X ′ → X ′ � ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå, a ∈ imψ. Åñëè ψ ∈ Ψ(X ′), òî ψ|a4 ∈ Ψ(a4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ Ψ(X ′). Ïîêàæåì, ÷òî ψ|a4 ÿâëÿåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèåì ìíîæåñòâà a4. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
x ∈ a4 è óáåäèìñÿ, ÷òî xψ ∈ a4. Äåéñòâèòåëüíî: a ≤ x; ñëåäîâàòåëüíî,
a = aψ ≤ xψ. Îòñþäà xψ ∈ a4. Òàêèì îáðàçîì, a4ψ ⊆ a4. Äàëüíåéøàÿ
ïðîâåðêà ñîîòíîøåíèÿ ψ|a4 ∈ Ψ(a4) íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Íåðåø¼ííûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü àëãîðèòì,
âûïîëíÿþùèé ïðîâåðêó ëþáîãî èç ñîâïàäàþùèõ óñëîâèé (i), (j) èëè (k),
êîòîðûé èñïîëüçîâàë áû ïðåäëîæåíèå 6 (à òàêæå ñëåäñòâèå èç òåîðå-
ìû 5, ðàçóìååòñÿ) â ïîëíîé ìåðå.
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