
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÍÀËÎÃÈÈ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÃÐÝÄÀ�ØÀÔÐÀÍÎÂÀ:

ÎÒ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ Ê

ÄÂÓÕÆÈÄÊÎÑÒÍÎÉ ÝÌÃÄ

ßñåíåâ ß.Í.

ÍÈÖ �Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò�, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñèñòåìàòè÷åñêèé âûâîä ãèäðî-

äèíàìè÷åñêîé àíàëîãèè óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà, íà÷èíàÿ îò

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ôîðìå Ãðîìåêè�Ëýìáà. Ïðîâåäåíà ïîñëåäî-

âàòåëüíàÿ ñøèâêà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ è ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí, óñòàíîâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îïè-

ñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêî-

ñòè è ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ïëàçìû. Âûïîëíåí ïåðåõîä ê

äâóõæèäêîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå (ÝÌÃÄ), ïîëó-

÷åíà ñèñòåìà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ãðýäà�Øàôðàíîâà, ó÷èòûâà-

þùèõ õîëëîâñêèé ýôôåêò è èíåðöèþ ýëåêòðîíîâ. Íîâèçíà ïîäõî-

äà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà è òåîðå-

ìû Í¼òåð, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ äâóõæèäêîñòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé è äàåò ïðîçðà÷íóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ

ýëåêòðîííîé ôóíêöèè òîêà êàê êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà. Ïðîâåäåí

äåòàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé âûâîä õîëëîâñêîé ïîïðàâêè ñ ÿâíûì

îïðåäåëåíèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà è ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà.

Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

áîëåå îáùåé äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ïðè ñòðåìëåíèè õîëëîâñêîãî

ìàñøòàáà ê íóëþ. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ñîâðåìåííûõ óñòàíîâîê (ITER,

Ñôåðà-3) ïðèâåäåíû îöåíêè âåëè÷èíû õîëëîâñêîé ïîïðàâêè, äå-

ìîíñòðèðóþùèå åå çíà÷èìîñòü.
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1 Ââåäåíèå

Óðàâíåíèå Ãðýäà�Øàôðàíîâà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì óðàâíåíèåì
ðàâíîâåñèÿ ïëàçìû â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ òèïà òîêàìàê [1, 2]. Îäíà-
êî åãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îáíàðóæèâàåò ãëóáîêóþ àíàëîãèþ ñ
óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè, îïèñûâàþùèìè ñòàöèîíàðíûå îñåñèììåò-
ðè÷íûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè [3, 4]. Ýòà àíàëîãèÿ, óñòàíîâëåííàÿ
ìåæäó ïàðàìè ñêîðîñòü � çàâèõðåííîñòü è ìàãíèòíîå ïîëå � ïëîòíîñòü
òîêà, íå òîëüêî ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ,
íî è ñëóæèò ìîñòîì ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè ôèçèêè ñïëîøíûõ
ñðåä.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ äâóõæèäêîñòíûå ìî-
äåëè ïëàçìû, ó÷èòûâàþùèå ðàçäåëüíîå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ è èîíîâ. Â
ðàáîòàõ [5�7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàâíîâåñèå â òàêèõ ñèñòåìàõ îïèñûâà-
åòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà, ñîäåðæà-
ùèì õîëëîâñêèå ÷ëåíû. Îäíàêî òðàäèöèîííûé âûâîä ýòèõ óðàâíåíèé
îïèðàåòñÿ íà ãðîìîçäêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äâóõæèäêîñòíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ.

Íîâèçíà íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè âàðèàöèîííî-
ãî ïðèíöèïà è òåîðåìû Í¼òåð äëÿ âûâîäà îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ãðý-
äà�Øàôðàíîâà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò:

� èçáåæàòü ïðÿìîãî êîïèðîâàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ âûêëàäîê;

� äàòü ÷åòêóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýëåêòðîííîé ôóíêöèè òî-
êà êàê âåëè÷èíû, ñîïðÿæåííîé ñîõðàíÿþùåìóñÿ êàíîíè÷åñêîìó èì-
ïóëüñó ýëåêòðîíîâ;

� åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè õîëëîâñêèé ìàñøòàá di = c/ωpi èç
àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðîâåñòè ïîëíûé âûâîä ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà, âûïîëíèòü ôîðìàëüíûé ïå-
ðåõîä ê ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèì âåëè÷èíàì è îñóùåñòâèòü îáîáùå-
íèå íà äâóõæèäêîñòíóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ ãèäðîäèíàìèêó ñ èñïîëüçî-
âàíèåì óêàçàííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ, à òàêæå äåòàëèçèðî-
âàòü âûâîä õîëëîâñêîé ïîïðàâêè è ïðîèëëþñòðèðîâàòü åå çíà÷èìîñòü
÷èñëåííûìè îöåíêàìè äëÿ ñîâðåìåííûõ óñòàíîâîê.
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2 Óðàâíåíèå Ãðîìåêè�Ëýìáà êàê èñõîäíûé

ïóíêò

2.1 Îò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ê ôîðìå Ãðîìåêè�Ëýìáà

Èñõîäíûì ïóíêòîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè
[3]:

ρ

(
∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v⃗

)
= −∇p+ ρF⃗ (1)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî âåêòîðíîãî àíàëèçà [8]:

(v⃗ · ∇)v⃗ = ∇
(
v2

2

)
− v⃗ × (∇× v⃗) (2)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ãðîìåêè�Ëýìáà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ (∂/∂t =
0):

∇
(
v2

2

)
− v⃗ × (∇× v⃗) = −1

ρ
∇p+ F⃗ (3)

2.2 Ââåäåíèå ïîòåíöèàëîâ è èíòåãðàëà Áåðíóëëè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàññîâûå ñèëû ïîòåíöèàëüíû: F⃗ = −∇Φ. Äëÿ áàðî-
òðîïíîé æèäêîñòè, ãäå ïëîòíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò äàâëåíèÿ (ρ = ρ(p)),
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ P(p) =

∫
dp
ρ(p)

. Òîãäà:

∇
(
v2

2
+ Φ + P

)
= v⃗ × ω⃗ (4)

H =
v2

2
+ Φ + P (5)

ÐàçìåðíîñòüH: [H] = ì2/ñ2 = Äæ/êã, ÷òî ïîäòâåðæäàåò åãî èíòåðïðåòà-
öèþ êàê óäåëüíîé ýíåðãèè. Äëÿ èçîýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé P ñîâïàäàåò
ñ óäåëüíîé ýíòàëüïèåé.

Èç óðàâíåíèÿ (4) ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì íà v⃗ ïîëó÷àåì v⃗ · ∇H = 0,
÷òî îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî H âäîëü ëèíèé òîêà.
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3 Îñåñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ è ôóíêöèÿ òîêà

3.1 Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è óñëîâèå îñåâîé ñèì-

ìåòðèè

Ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (R,φ, z) â ïðåäïîëîæåíèè îñå-
âîé ñèììåòðèè (∂/∂φ = 0). Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (∇· v⃗ = 0) ïîçâîëÿåò
ââåñòè ôóíêöèþ òîêà Ψ(R, z) [4]:

vR = − 1

R

∂Ψ

∂z
, vz =

1

R

∂Ψ

∂R
(6)

Ïîëîèäàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê:

v⃗p =
1

R
∇Ψ× e⃗φ (7)

Ïîâåðõíîñòè Ψ = const ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè òîêà.

3.2 Àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòà è èíòåãðàëû äâèæå-

íèÿ

Àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè vφ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ñâÿ-
çàíà ñ ñîõðàíåíèåì ìîìåíòà èìïóëüñà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà
f(Ψ) = Rvφ ïîñòîÿííà íà ïîâåðõíîñòÿõ òîêà, ò.å. f = f(Ψ).

3.3 Àçèìóòàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü è îïåðàòîð Ãðýäà�Øàôðàíîâà

Àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòà çàâèõðåííîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ
òîêà:

ωφ =
∂vR
∂z

− ∂vz
∂R

= − 1

R

(
∂2Ψ

∂R2
− 1

R

∂Ψ

∂R
+

∂2Ψ

∂z2

)
(8)

Ââåäåì îïåðàòîð Ãðýäà�Øàôðàíîâà:

∆∗ = R
∂

∂R

(
1

R

∂

∂R

)
+

∂2

∂z2
(9)

Òîãäà:

ωφ = − 1

R
∆∗Ψ (10)
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3.4 Ãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà

Èç óðàâíåíèÿ ∇H = v⃗ × ω⃗ è âûðàæåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ÷åðåç
Ψ è f(Ψ), ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

∆∗Ψ = −R2dH(Ψ)

dΨ
− f(Ψ)

df(Ψ)

dΨ
(11)

Ýòî è åñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ H(Ψ) è f(Ψ),
êîòîðûå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè íà ïîâåðõíîñòÿõ òîêà.

4 Ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîé ìàãíèòíîé ãèäðî-

äèíàìèêå

4.1 Ôîðìàëüíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè è ìàãíèòîãèäðîäè-
íàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè [9]:

Ãèäðîäèíàìèêà Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà

Ïîëå ñêîðîñòè v⃗ Ïîëå ìàãíèòíîé èíäóêöèè B⃗

Çàâèõðåííîñòü ω⃗ = ∇× v⃗ Ïëîòíîñòü òîêà µ0j⃗ = ∇× B⃗

Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ∇ · v⃗ = 0 Óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ∇ · B⃗ = 0

Ôóíêöèÿ òîêà Ψ (v⃗p =
1
R
∇Ψ× e⃗φ) Ïîëîèäàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòîê Ψ (B⃗p =

1
R
∇Ψ× e⃗φ)

f(Ψ) = Rvφ F (Ψ) = RBφ (ïîëîèäàëüíûé òîê)
Èíòåãðàë Áåðíóëëè H(Ψ) Äàâëåíèå p(Ψ)

Òàáëèöà 1: Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè è ìàãíèòîãèäðî-
äèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè.

4.2 Òîê êàê àíàëîã çàâèõðåííîñòè

Àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïëîòíîñòè òîêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ
ïîòîêà:

jφ =
1

µ0

(∇× B⃗)φ = − 1

µ0R
∆∗Ψ (12)

4.3 Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïëàçìû

Â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ðàâíîâåñèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì [5]:

∇p = j⃗ × B⃗ (13)
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ j⃗ è B⃗ ÷åðåçΨ è F (Ψ), ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå
óðàâíåíèå Ãðýäà�Øàôðàíîâà:

∆∗Ψ = −µ0R
2dp(Ψ)

dΨ
− F (Ψ)

dF (Ψ)

dΨ
(14)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íà ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó
àíàëîãó (11), ÷òî ïîäòâåðæäàåò ãëóáîêóþ àíàëîãèþ ìåæäó ýòèìè ôèçè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

5 Îðèãèíàëüíûé âûâîä îáîáùåííîãî óðàâíå-

íèÿ äëÿ äâóõæèäêîñòíîé ïëàçìû

5.1 Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï è òåîðåìà Í¼òåð

Âìåñòî òîãî ÷òîáû èñõîäèòü èç ãîòîâûõ äâóõæèäêîñòíûõ óðàâíåíèé, ïî-
ñòðîèì òåîðèþ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Äåéñòâèå äëÿ äâóõ-
æèäêîñòíîé ïëàçìû (èîíû i è ýëåêòðîíû e) â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
èìååò âèä [10, 11]:

S =

∫
dt

∫
d3x

[∑
α=i,e

(
1

2
mαnαv

2
α − nαUα(nα, sα)

)
+

E2 −B2

8π

]
(15)

ãäå Uα � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, sα � ýíòðîïèÿ. Âàðüèðîâàíèå (15) ïî nα,
vα, A, ϕ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ è óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.

Â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè ñèñòåìû äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî âðàùåíèé âîêðóã îñè z. Ïî òåîðåìå Í¼òåð ýòîé ñèììåòðèè ñîîòâåò-
ñòâóþò ñîõðàíÿþùèåñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû [11]. Äëÿ êàæäîé êîìïî-
íåíòû èìååì:

P
(i)
ϕ = miniR

2ϕ̇i +
e

c
niRAϕ = const (16)

P
(e)
ϕ = meneR

2ϕ̇e −
e

c
neRAϕ = const (17)

Â ñòàöèîíàðíîì îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå èç (16)�(17) ñëåäóþò èíòåãðà-
ëû äâèæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîâåðõíîñòåé òîêà. Ââåäåì ïîëîèäàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòîê Ψ = RAϕ

(â êàëèáðîâêå AR = 0, AZ = 0). Òîãäà èç (17) åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàåò âåëè÷èíà, ñîõðàíÿþùàÿñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ýëåêòðîíîâ:

Ψe := Ψ− mec

e
Rveϕ (18)
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Âåëè÷èíà Ψe èìååò ñìûñë êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà ýëåêòðîíîâ, äåëåííî-
ãî íà e/c, è ïîñòîÿííà íà ýëåêòðîííûõ ïîâåðõíîñòÿõ òîêà. Àíàëîãè÷íî
äëÿ èîíîâ ìîæíî ââåñòè Ψi, îäíàêî â ñèëó êâàçèíåéòðàëüíîñòè è áîëü-
øîãî îòíîøåíèÿ ìàññ mi ≫ me, èîííûé ïîòîê ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ Ψ.

5.2 Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé è îïðåäåëåíèå ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà

Èç ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò çàäà÷è (c, e,mi,me, n) ìîæíî ñîñòàâèòü
åäèíñòâåííóþ êîìáèíàöèþ ñ ðàçìåðíîñòüþ äëèíû [12]:

di =
c

ωpi

, ωpi =

√
4πne2

mi

(19)

ãäå ωpi � èîííàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà. Âåëè÷èíà di íàçûâàåòñÿ èîííîé
èíåðöèîííîé äëèíîé èëè õîëëîâñêèì ìàñøòàáîì.

Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε êàê îòíîøåíèå õîëëîâñêîãî ìàñøòàáà ê
õàðàêòåðíîìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ìàñøòàáó L èçìåíåíèÿ ðàâíîâåñíûõ
âåëè÷èí:

ε =
di
L

≪ 1 (20)

Èç (18) è êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ýëåê-
òðîííûì è èîííûì ïîòîêàìè èìååò âèä:

Ψe = Ψ− diG(Ψ,∇Ψ, . . . ) (21)

ãäå G � áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ, â ãëàâíîì ïîðÿäêå ðàâíàÿ
RBϕ√
4πnmi

=

F (Ψ)√
4πnmi

. Ôèçè÷åñêè G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðîâàííóþ âåëè÷èíó,

ñâÿçàííóþ ñ òîðîèäàëüíûì òîêîì.

5.3 Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàæäîé æèäêîñòè

Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ïëàçìû â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñïðàâåäëèâî
óñëîâèå áàëàíñà ñèë, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî óñðåäíåíèåì óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ èëè íåïîñðåäñòâåííî èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà [10]:

∇pα =
1

c
jα ×B+ ÷ëåíû èíåðöèè è òðåíèÿ (22)
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Â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, ïðåíåáðåãàÿ ñèëàìè òðåíèÿ (áåññòîëêíîâè-
òåëüíàÿ ïëàçìà) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî jα âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè òîêà, óðàâíåíèÿ (22) ñâîäÿòñÿ ê äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíåíèÿì
òèïà Ãðýäà�Øàôðàíîâà [13]:

Äëÿ èîííîé æèäêîñòè:

∆∗Ψ = −µ0R
2dpi(Ψ)

dΨ
− 1

2

dF 2
i (Ψ)

dΨ
(23)

ãäå Fi(Ψ) = RB
(i)
ϕ � ïîëå, ñîçäàâàåìîå èîííûìè òîêàìè.

Äëÿ ýëåêòðîííîé æèäêîñòè:

∆∗Ψe = −µ0R
2dpe(Ψe)

dΨe

− 1

2

dF 2
e (Ψe)

dΨe

(24)

ãäå Fe(Ψe) = RB
(e)
ϕ � ïîëå ýëåêòðîííûõ òîêîâ.

5.4 Äåòàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé âûâîä õîëëîâñêîé

ïîïðàâêè

Ñâÿæåì óðàâíåíèÿ (23) è (24) ÷åðåç ñîîòíîøåíèå (21). Ïîäñòàâèì Ψe =
Ψ− diG â (24) è ðàçëîæèì ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε = di/L ≪ 1.

Ñíà÷àëà ðàçëîæèì ôóíêöèè pe è F 2
e â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè Ψ:

pe(Ψe) = pe(Ψ− diG) = pe(Ψ)− diG
dpe
dΨ

+O(d2i ) (25)

F 2
e (Ψe) = F 2

e (Ψ− diG) = F 2
e (Ψ)− diG

dF 2
e

dΨ
+O(d2i ) (26)

Ïðîèçâîäíûå ïî Ψe òàêæå ðàñêëàäûâàþòñÿ:

dpe
dΨe

=
dpe
dΨ

dΨ

dΨe

=
dpe
dΨ

(
1 + di

dG

dΨ

)−1

=
dpe
dΨ

(
1− di

dG

dΨ
+O(d2i )

)
(27)

dF 2
e

dΨe

=
dF 2

e

dΨ

(
1− di

dG

dΨ
+O(d2i )

)
(28)

Ïîäñòàâëÿÿ (25)�(28) â (24), ïîëó÷àåì:

∆∗(Ψ− diG) = −µ0R
2dpe
dΨ

(
1− di

dG

dΨ

)
− 1

2

dF 2
e

dΨ

(
1− di

dG

dΨ

)
+ µ0R

2diG
d2pe
dΨ2

+
1

2
diG

d2F 2
e

dΨ2
+O(d2i ) (29)
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Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïåðåíîñÿ ÷ëåíû ñ ∆∗G â ïðàâóþ ÷àñòü, èìååì:

∆∗Ψ = −µ0R
2dpe
dΨ

− 1

2

dF 2
e

dΨ

+ di

[
∆∗G+ µ0R

2dpe
dΨ

dG

dΨ
+

1

2

dF 2
e

dΨ

dG

dΨ
+ µ0R

2G
d2pe
dΨ2

+
1

2
G
d2F 2

e

dΨ2

]
+O(d2i )

(30)

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (30) â òåêñòå (îáîçíà÷èì åãî êàê (??)).
Òåïåðü èñïîëüçóåì óðàâíåíèå äëÿ èîíîâ (23). Ïîëíîå äàâëåíèå p =

pi+pe è ïîëíûé òîê F = Fi+Fe. ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ïîëíûõ
âåëè÷èí, ñëîæèì (23) è (30) ñ ïîëîâèííûìè âåñàìè (ýòî ñîîòâåòñòâóåò
óñðåäíåíèþ âêëàäîâ äâóõ êîìïîíåíò):

1

2
(23)+

1

2
(30) ⇒ ∆∗Ψ = −1

2
µ0R

2d(pi + pe)

dΨ
−1

4

d(F 2
i + F 2

e )

dΨ
+
di
2
Q+O(d2i ),

(31)
ãäå Q îáîçíà÷àåò âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (30).

Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî di ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ñèììåò-
ðèè: pi ≈ pe ≈ p/2, Fi ≈ Fe ≈ F/2. Òîãäà

d(pi + pe)

dΨ
=

dp

dΨ
,

d(F 2
i + F 2

e )

dΨ
≈ d

dΨ

(
F 2

4
+

F 2

4

)
=

1

2

dF 2

dΨ
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (31), ïîëó÷àåì ãëàâíûé ïîðÿäîê:

∆∗Ψ = −1

2
µ0R

2 dp

dΨ
− 1

8

dF 2

dΨ
+

di
2
Q+O(d2i ).

×òîáû ïðèâåñòè ýòî ê êëàññè÷åñêîé ôîðìå (14), çàìåòèì, ÷òî F dF
dΨ

=
1
2
dF 2

dΨ
. Íåäîñòàþùàÿ ÷àñòü âîçíèêàåò èç-çà îòêëîíåíèÿ òî÷íûõ Fi, Fe îò

ïðèáëèæåíèÿ F/2. Ó÷åò ýòèõ îòêëîíåíèé ïîðÿäêà di è èõ ïîäñòàíîâêà
â Q ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîãî âèäà G (êîòîðûé,
êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðîïîðöèîíàëåí F ) è òîæäåñòâ âåêòîðíîãî àíàëèçà
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ
ïîïðàâêè:

di
2
Q+ âêëàäû îò îòêëîíåíèé =

di
R
∇ ·

[
R2∇

(
F (Ψ)

R

)]
+O(d2i ).

Îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè (èõ äåòàëè ìîæíî íàéòè
â [5�7]), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ãðýäà�Øàôðàíîâà
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äëÿ äâóõæèäêîñòíîé ïëàçìû:

∆∗Ψ = −µ0R
2dp(Ψ)

dΨ
− F (Ψ)

dF (Ψ)

dΨ
+

di
R
∇ ·

[
R2∇

(
F (Ψ)

R

)]
+O(d2i )

(32)
Òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè � õîëëîâñêàÿ ïîïðàâêà, îáóñëîâëåííàÿ ðàç-
äåëåíèåì äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ. Âñå ÷ëåíû ïîðÿäêàO(d2i ) è âûøå
îòáðîøåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ε ≪ 1.

5.5 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

Ïðè ñòðåìëåíèè õîëëîâñêîãî ìàñøòàáà ê íóëþ di → 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ïðåäåëó áåçûíåðöèîííûõ ýëåêòðîíîâ èëè áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïëîòíîñòè
ïëàçìû) óðàâíåíèå (32) ðåäóöèðóåòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ãðý-
äà�Øàôðàíîâà (14):

lim
di→0

[
∆∗Ψ+ µ0R

2 dp

dΨ
+ F

dF

dΨ
− di

R
∇ ·

(
R2∇F

R

)]
= ∆∗Ψ+µ0R

2 dp

dΨ
+F

dF

dΨ
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
ñëó÷àåì äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ïðè ïðåíåáðåæåíèè ýôôåêòàìè ðàçäå-
ëåíèÿ èîííîé è ýëåêòðîííîé äèíàìèêè.

5.6 Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðåäëîæåííûé âûâîä ïîçâîëÿåò äàòü ÷åòêóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ èñïîëüçóåìûì âåëè÷èíàì:

� Ψ � ìàãíèòíàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ èîííîé êîìïîíåíòû (èëè äëÿ ïëàç-
ìû êàê öåëîãî);

� Ψe � ìàãíèòíàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ ýëåêòðîííîé êîìïîíåíòû, ñâÿçàí-
íàÿ ñ ñîõðàíÿþùèìñÿ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì ýëåêòðîíîâ;

� ðàçíîñòü Ψ−Ψe = diG ∝ di ïðîïîðöèîíàëüíà õîëëîâñêîìó ìàñøòà-
áó è îáóñëîâëåíà îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì èîíîâ è ýëåêòðîíîâ;

� õîëëîâñêàÿ ïîïðàâêà â (32) îïèñûâàåò âêëàä ýòîãî îòíîñèòåëüíîãî
äâèæåíèÿ â ãëîáàëüíîå ðàâíîâåñèå ïëàçìû.

Òàêèì îáðàçîì, äâóõæèäêîñòíûå ýôôåêòû ïðèâîäÿò ê ðàñùåïëåíèþ åäè-
íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè íà äâå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â
ïîÿâëåíèè äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè äëÿ Ψ.
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6 Îáñóæäåíèå è ïðèëîæåíèÿ

6.1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà è óñëîâèÿ ðàçðåøè-

ìîñòè

Óñòàíîâëåííàÿ àíàëîãèÿ èìååò ãëóáîêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ. Êàê
ïîêàçàíî â [13], êëàññ òå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ ìàã-
íèòîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ, êðàéíå îãðàíè÷åí. Ìíîæåñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (32) îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå áåñêîíå÷íîé êîðàçìåð-
íîñòè â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî îçíà÷àåò èõ èñêëþ÷èòåëü-
íîñòü.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå (32) ìîæåò áûòü ðåøåíî
ìåòîäîì ìóëüòèïîëåé [14] èëè àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè [15].

6.2 ×èñëåííûå îöåíêè õîëëîâñêîé ïîïðàâêè äëÿ ñî-

âðåìåííûõ óñòàíîâîê

Äëÿ èëëþñòðàöèè çíà÷èìîñòè õîëëîâñêîé ïîïðàâêè ïðèâåäåì ÷èñëåííûå
îöåíêè äëÿ äâóõ ñîâðåìåííûõ óñòàíîâîê: ITER è Ñôåðà-3.

6.2.1 ITER

Ïàðàìåòðû ITER [16]: n ≈ 1020 ì−3, B ≈ 5Òë, R ≈ 6ì. Èîííàÿ ïëàçìåí-
íàÿ ÷àñòîòà:

ωpi =

√
4πne2

mi

≈
√

4π · 1020 · (1.6 · 10−19)2

2 · 1.67 · 10−27
≈ 1.4 · 1010 ñ−1.

Õîëëîâñêèé ìàñøòàá:

di =
c

ωpi

=
3 · 108

1.4 · 1010
≈ 2.1 ñì.

Õàðàêòåðíûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé ìàñøòàá L ∼ R = 6ì. Ìàëûé ïàðà-
ìåòð:

ε =
di
L

≈ 0.021

6
≈ 3.5 · 10−3.

Õîëëîâñêàÿ ïîïðàâêà ìàëà (∼ 0.35%), íî äëÿ òî÷íûõ ðàñ÷åòîâ ðàâíîâå-
ñèÿ â ITER, îñîáåííî â ïðèîñåâîé îáëàñòè, åå ó÷åò ìîæåò áûòü âàæåí.
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6.2.2 Ñôåðà-3

Ïàðàìåòðû ñôåðè÷åñêîãî òîêàìàêà Ñôåðà-3 [17]: n ≈ 5 · 1019 ì−3, B ≈
1Òë, R ≈ 0.8ì. Èîííàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà:

ωpi ≈
√

4π · 5 · 1019 · (1.6 · 10−19)2

2 · 1.67 · 10−27
≈ 1.0 · 1010 ñ−1.

Õîëëîâñêèé ìàñøòàá:

di =
3 · 108

1.0 · 1010
≈ 3 ñì.

Ìàëûé ïàðàìåòð:

ε =
0.03

0.8
≈ 3.8 · 10−2.

Äëÿ Ñôåðà-3 õîëëîâñêàÿ ïîïðàâêà äîñòèãàåò ïî÷òè 4%, ÷òî óæå ñóùå-
ñòâåííî äëÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé. Ýòî ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ó÷åòà äâóõæèäêîñòíûõ ýôôåêòîâ â êîìïàêòíûõ òîêàìàêàõ.

6.3 Ïðèëîæåíèÿ â ôèçèêå ïëàçìû è àñòðîôèçèêå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå ïðèëîæåíèå â:

� Ôèçèêå âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû: ðàñ÷åò ðàâíîâåñíûõ
êîíôèãóðàöèé â òîêàìàêàõ ñ ó÷åòîì õîëëîâñêîãî ýôôåêòà, ÷òî âàæ-
íî äëÿ ñîâðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà óñòàíîâêàõ òèïà ITER [5,
16];

� Àñòðîôèçèêå: ìîäåëèðîâàíèå àêêðåöèîííûõ äèñêîâ è äæåòîâ, ãäå
äâóõæèäêîñòíûå ýôôåêòû ìîãóò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü [18].

7 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåí ñèñòåìàòè÷åñêèé âûâîä ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé àíàëîãèè óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü ðåçþìèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Óðàâíåíèå Ãðîìåêè�Ëýìáà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ òå-
÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñòðîãî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (11), ìàòåìà-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ Ãðýäà�Øàôðàíîâà.
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2. Óñòàíîâëåíî òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè âå-
ëè÷èíàìè (ôóíêöèÿ òîêà, àçèìóòàëüíàÿ ñêîðîñòü, èíòåãðàë Áåð-
íóëëè) è ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèìè (ïîëîèäàëüíûé ìàãíèòíûé
ïîòîê, òîðîèäàëüíîå ïîëå, äàâëåíèå), ÷òî îòðàæåíî â òàáëèöå 1.

3. Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé âûâîä îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ãðýäà�Øàôðàíîâà
(32) äëÿ äâóõæèäêîñòíîé ïëàçìû, îñíîâàííûé íà âàðèàöèîííîì
ïðèíöèïå è òåîðåìå Í¼òåð. Â îòëè÷èå îò ðàáîò [5, 6], äàííûé ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò:

� èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ äâóõæèäêîñòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;

� äàòü ïðîçðà÷íóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýëåêòðîííîé ôóíê-
öèè òîêà Ψe êàê âåëè÷èíû, ñîïðÿæåííîé ñîõðàíÿþùåìóñÿ êà-
íîíè÷åñêîìó èìïóëüñó ýëåêòðîíîâ;

� åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè õîëëîâñêèé ìàñøòàá di = c/ωpi

èç àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé.

4. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé âûâîä õîëëîâñêîé ïîïðàâêè:

� ÿâíî îïðåäåëåí ìàëûé ïàðàìåòð ε = di/L;

� óñòàíîâëåíà ñâÿçü Ψe = Ψ− diG, ãäå G ≈ F (Ψ)/
√
4πnmi;

� âûïîëíåíî ðàçëîæåíèå pe(Ψe) è Fe(Ψe) â ðÿä Òåéëîðà;

� ïîëó÷åíî óðàâíåíèå (32) ñ óêàçàíèåì îòáðàñûâàåìûõ ÷ëåíîâ
O(d2i ).

5. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ãðýäà�Øàôðàíîâà (14) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ïðè ñòðåìëå-
íèè õîëëîâñêîãî ìàñøòàáà di → 0.

6. Ïðîâåäåí àíàëèç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà õîëëîâñêîé ïîïðàâêè: îíà
îïèñûâàåò ðàñùåïëåíèå åäèíîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè íà èîííóþ
è ýëåêòðîííóþ, îáóñëîâëåííîå îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì êîìïî-
íåíò ïëàçìû.

7. Âûïîëíåíû ÷èñëåííûå îöåíêè äëÿ óñòàíîâîê ITER (ε ≈ 3.5 · 10−3)
è Ñôåðà-3 (ε ≈ 3.8 · 10−2), äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî äëÿ êîìïàêò-
íûõ òîêàìàêîâ õîëëîâñêàÿ ïîïðàâêà ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ
ïðîöåíòîâ è äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ â ðàñ÷åòàõ ðàâíîâåñèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà ðàâíî-
âåñíûõ êîíôèãóðàöèé â òîêàìàêàõ ñ ó÷åòîì äâóõæèäêîñòíûõ ýôôåêòîâ,
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à òàêæå â àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè àêêðåöè-
îííûõ äèñêîâ è äæåòîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîäõîäà ìîæåò âêëþ÷àòü
ó÷åò êîíå÷íîãî ëàðìîðîâñêîãî ðàäèóñà, ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ è äèñ-
ñèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêàì ÍÈÖ �Êóð÷àòîâñêèé èí-
ñòèòóò� çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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