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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ôîðìàëüíî òî÷íàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ
èäåàëüíîé æèäêîñòè â ôîðìå Ãðîìåêè � Ëýìáà è ïîëíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé äâóõ-
æèäêîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÝÌÃÄ) ïðèìåíèòåëüíî ê ðàâíîâå-
ñèþ è âðàùåíèþ ïëàçìû â ñòåëëàðàòîðå. Ó÷¼ò èíåðöèè ýëåêòðîíîâ è ýôôåêòà Õîëëà
ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè âèõðåâîãî ÷ëåíà, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîáù¼ííûé âèõðü
Ωi = ∇ × vi − (e/mi)B, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì îáû÷íîãî âèõðÿ ñêîðîñòè. Äëÿ îïè-
ñàíèÿ âëèÿíèÿ ïîïóëÿöèè çàïåðòûõ èîíîâ ïðåäëîæåí òåíçîð ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿
τ̂trap, îáîñíîâàíà åãî ôîðìà è ïðèâåäåíà îöåíêà êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè èç íåîêëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè [3, 6, 8, 10]. Ïðîâåä¼í àíàëèç ðàçìåðíîñòåé è ââåäåíû áåçðàçìåð-
íûå ïàðàìåòðû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ.
Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì êëàññè÷åñêîé ÌÃÄ,
äâóõæèäêîñòíîé ÝÌÃÄ è íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà. Îáñóæäàþòñÿ ïóòè ÷èñ-
ëåííîé ðåàëèçàöèè (êîäû JOREK, M3D-C1, EMC3-EIRENE) è êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè íà ñòåëëàðàòîðàõ W7-X è LHD [5, 7, 9, 11].
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàñ÷¼òà ðàâíîâåñèÿ è
óñòîé÷èâîñòè ïëàçìû â ñòåëëàðàòîðàõ íîâîãî ïîêîëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Ãðîìåêè � Ëýìáà, ñòåëëàðàòîð, äâóõæèäêîñòíàÿ
ÝÌÃÄ, ýôôåêò Õîëëà, çàïåðòûå ÷àñòèöû, òåíçîð âÿçêîñòè, óäåðæàíèå ïëàçìû.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

vi,ve ñêîðîñòè èîíîâ è ýëåêòðîíîâ
B ìàãíèòíîå ïîëå
E ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
j ïëîòíîñòü òîêà
ni, ne ïëîòíîñòè èîíîâ è ýëåêòðîíîâ
pi, pe äàâëåíèÿ èîíîâ è ýëåêòðîíîâ
R ñèëà òðåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè
Ωi,Ωe îáîáù¼ííûå âèõðè èîíîâ è ýëåêòðîíîâ
τ̂trap òåíçîð ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿
ηtrap êîýôôèöèåíò ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿
ϵt äîëÿ çàïåðòûõ ÷àñòèö
ωb ÷àñòîòà áàóíñ-êîëåáàíèé
τbounce = 2π/ωb ïåðèîä áàóíñ-êîëåáàíèé
h = B/B åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ν ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé
α ïàðàìåòð ñðàâíåíèÿ çàâèõð¼ííîñòåé
Ha ÷èñëî Õîëëà
Retrap ÷èñëî Ðåéíîëüäñà äëÿ çàïåðòîé âÿçêîñòè

1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè è óðàâ-
íåíèåì ðàâíîâåñèÿ ïëàçìû â ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêå (ÌÃÄ) èçâåñòíà äàâíî è îñíîâàíà íà
ôîðìàëüíîé çàìåíå v → B, ∇×v → µ0j [1]. Îäíàêî ýòà àíàëîãèÿ èìååò ïðèíöèïèàëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ:

1. Îäíîñêîðîñòíîå ïðèáëèæåíèå êëàññè÷åñêîé ÌÃÄ íå ó÷èòûâàåò ðàçäåëåíèå äâè-
æåíèÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, ÷òî êðèòè÷åñêè âàæíî äëÿ ýôôåêòà Õîëëà è ãåíåðàöèè
òîðîèäàëüíîãî âðàùåíèÿ.

2. Îòñóòñòâèå êèíåòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ � çàïåðòûå ÷àñòèöû, ñîñòàâëÿþùèå â ñòåë-
ëàðàòîðå äî 50% ïîïóëÿöèè [2], íå îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ èçîòðîïíîé ÌÃÄ.

3. Äèññèïàöèÿ â ðåàëüíîé ïëàçìå àíèçîòðîïíà è íå ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîé âÿçêîñòè
Íàâüå�Ñòîêñà.

Ñðàâíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ òðàíñïîðòà â ñòåëëàðàòîðàõ è òîêàìàêàõ [2, 3] ïîêàçûâàþò,
÷òî íåîêëàññè÷åñêèå ýôôåêòû ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ áîëåå âàæíûìè ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòó-
ðàõ, îñîáåííî âêëàä çàïåðòûõ ÷àñòèö â ïåðåíîñ òåïëà è ÷àñòèö [3, 10]. Ðîëü çàïåðòûõ
÷àñòèö â óäåðæàíèè è óñòîé÷èâîñòè ïëàçìû àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû [5, 8,
11]. Ñîâðåìåííàÿ ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ñòåëëàðàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé íàïðàâëåíà íà
ìèíèìèçàöèþ ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàïåðòûõ ÷àñòèö ñ âîçìóùåíèÿìè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ [5, 12].

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîèòü îáîáù¼ííóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ àíàëîãèþ,
ñâîáîäíóþ îò óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ. Íîâèçíà ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñîâìåñòíîì èñïîëü-
çîâàíèè ôîðìàëèçìà Ãðîìåêè�Ëýìáà, äâóõæèäêîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè
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(ÝÌÃÄ) è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî òåíçîðà, îïèñûâàþùåãî âëèÿíèå çàïåðòûõ èîíîâ. Âïåð-
âûå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáù¼ííîãî âèõðÿ äëÿ èîííîé êîìïîíåíòû, îáúåäèíÿþùåãî ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîå âðàùåíèå è öèêëîòðîííîå âðàùåíèå â ìàãíèòíîì ïîëå, à òàêæå äà¼òñÿ
îöåíêà êîýôôèöèåíòà ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿ èç íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè.

2 Äâóõæèäêîñòíàÿ ÝÌÃÄ â ôîðìå Ãðîìåêè�Ëýìáà

2.1 Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâóõæèäêîñòíîé ÝÌÃÄ äëÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ñ ó÷¼-
òîì èíåðöèè ýëåêòðîíîâ [4]:

mini

dvi

dt
= eni(E + vi ×B)−∇pi +R, (1)

mene

dve

dt
= −ene(E + ve ×B)−∇pe −R. (2)

Çäåñü R � ñèëà òðåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè, ñâÿçàííàÿ ñ ñîïðîòèâëåíèåì.

2.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ê ôîðìå Ãðîìåêè�Ëýìáà

Ïðèìåíèì ê êîíâåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â êàæäîì óðàâíåíèè òîæäåñòâî Ãðîìå-
êè�Ëýìáà:

(v · ∇)v = ∇

(

v2

2

)

− v × (∇× v).

Äëÿ ýëåêòðîííîé æèäêîñòè ýòî äà¼ò:

mene

[

∂ve

∂t
+∇

(

v2e
2

)

− ve × (∇× ve)

]

=

= −ene(E + ve ×B)−∇pe −R. (3)

Àíàëîãè÷íî äëÿ èîíîâ.
Îáîáù¼ííûé âèõðü. ×ëåí ve × (∇ × ve) èìååò òó æå ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóêòó-

ðó, ÷òî è ñèëà Ëîðåíöà ve × B. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîáù¼ííûé âèõðåâîé âåêòîð äëÿ
ýëåêòðîíîâ:

Ωe = ∇× ve +
e

me

B.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîíîâ ïðèîáðåòàåò êîìïàêòíûé âèä:

mene

(

∂ve

∂t
+∇

(

v2e
2

)

− ve ×Ωe

)

= −∇pe −R− eneE.

Àíàëîãè÷íî äëÿ èîíîâ ââåä¼ì îáîáù¼ííûé âèõðü èîííîé æèäêîñòè:

Ωi = ∇× vi −
e

mi

B. (4)

Çíàê ¾ìèíóñ¿ äëÿ èîíîâ ñâÿçàí ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì çàðÿäà. Èìåííî òàêàÿ êîì-
áèíàöèÿ âîçíèêàåò â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì è ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü
åãî â ôîðìå, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé. Â ïðåäåëå ñèëüíîãî ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ (|(e/mi)B| ≫ |∇ × vi|) îáîáù¼ííûé âèõðü îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ìàãíèòíûì
ïîëåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ñèëüíî çàìàãíè÷åííîé ïëàçìû.
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3 Ïîïðàâêè íà çàïåðòûå ÷àñòèöû: òåíçîð ¾çàïåðòîé âÿç-

êîñòè¿

3.1 Îáîñíîâàíèå ôîðìû òåíçîðà

Â ñòåëëàðàòîðàõ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èîíîâ ñîâåðøàåò ôèíèòíûå îðáèòû (áàóíñ-
äâèæåíèå), íå îáõîäÿ ïîëíîñòüþ òîðîèäàëüíûé îáîðîò [2, 7]. Ýòè ÷àñòèöû íå ó÷àñòâóþò â
ïåðåíîñå èìïóëüñà âäîëü òîðà, íî âíîñÿò âêëàä â äèññèïàöèþ ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ. Íà
ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå èõ âëèÿíèå äîëæíî áûòü îïèñàíî ÷åðåç ýôôåêòèâíóþ âÿçêîñòü,
îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� Àíèçîòðîïèÿ: âÿçêîñòü äîëæíà äåéñòâîâàòü òîëüêî â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîì ìàãíèòíîìó ïîëþ, òàê êàê âäîëü ïîëÿ äâèæåíèå ñâîáîäíîå (â ïðåíåáðåæåíèè
ñòîëêíîâåíèÿìè).

� Ëèíåéíîñòü ïî ãðàäèåíòó ñêîðîñòè: âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðâîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé ñêîðîñòè.

� Ñèììåòðèÿ: òåíçîð äîëæåí áûòü ñèììåòðè÷íûì (îòñóòñòâèå âðàùàòåëüíûõ ìîìåí-
òîâ) è óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ∇ · τ̂ êàê äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Ïðîñòåéøàÿ ôîðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì òðåáîâàíèÿì, � ýòî òåíçîð, ïîñòðîåííûé èç
ïðîåêòîðà íà íàïðàâëåíèå h è äåâèàòîðà:

τ̂trap = ηtrap (h · ∇vi · h) (hh− Î/3). (5)

Çäåñü hh − Î/3 � äåâèàòîðíàÿ ÷àñòü ïðîåêòîðà, îáåñïå÷èâàþùàÿ áåññëåäíîñòü òåíçîðà
(÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåñæèìàåìîñòè, åñëè òàêîâàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ). Ìíîæèòåëü (h ·∇vi ·h)
âûäåëÿåò ïðîåêöèþ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå ïîëÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âêëà-
äó çàïåðòûõ ÷àñòèö, ¾÷óâñòâóþùèõ¿ òîëüêî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âäîëü ñèëîâîé ëèíèè.
Àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè èñïîëüçóþòñÿ â ðåîëîãèè àíèçîòðîïíûõ æèäêîñòåé (íàïðèìåð,
æèäêèõ êðèñòàëëîâ) [13].

3.2 Îöåíêà êîýôôèöèåíòà ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿

Äëÿ îöåíêè ηtrap îáðàòèìñÿ ê íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà â ñòåëëàðàòîðàõ
[3, 6, 8, 10]. Â áàíàíîâîì ðåæèìå (êîãäà ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ν ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ
÷àñòîòîé áàóíñ-êîëåáàíèé ωb) ýôôåêòèâíàÿ ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé äëÿ çàïåðòûõ ÷àñòèö
ïîâûøàåòñÿ: νeff ∼ ν/ϵt, ãäå ϵt � äîëÿ çàïåðòûõ ÷àñòèö. Êîýôôèöèåíò ïîïåðå÷íîé âÿçêî-
ñòè â íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðîïîðöèîíàëåí nT/νeff [6]. Ïîäñòàâëÿÿ νeff , ïîëó÷àåì:

ηtrap ∼
niTi

νeff
∼

niTi

ν/ϵt
= ϵt niTi

1

ν
.

Âðåìÿ êîððåëÿöèè äëÿ çàïåðòûõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíîé ýôôåêòèâíîé ÷àñòîòîé
ñòîëêíîâåíèé: τcorr ∼ 1/νeff ∼ ϵt/ν. Îäíàêî â áåññòîëêíîâèòåëüíîì ïðåäåëå îñíîâíîé
âêëàä äà¼ò áàóíñ-ïåðèîä τbounce = 2π/ωb. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, à òàêæå òîãî, ÷òî âÿçêîñòü äîëæ-
íà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè îòñóòñòâèè çàïåðòûõ ÷àñòèö, åñòåñòâåííîé îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ:

ηtrap = ϵt niTi τbounce. (6)

Ýòà îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äåòàëüíûõ íåîêëàññè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ñòåëëà-
ðàòîðîâ [8, 10]. Â ðåæèìå ïëàòî èëè Ïôèðøà�Øëþòåðà ýòà îöåíêà ìîæåò ìîäèôèöèðî-
âàòüñÿ, íî äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà îíà ïðèåìëåìà. Â ïðåäåëå ϵt → 0 âÿçêîñòü èñ÷åçàåò,
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âîññòàíàâëèâàÿ ñòàíäàðòíóþ äâóõæèäêîñòíóþ ìîäåëü. Âêëàä çàïåðòûõ ýëåêòðîíîâ ìîæåò
áûòü ó÷ò¼í àíàëîãè÷íûì ââåäåíèåì òåíçîðà τ̂

(e)
trap ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè. Îä-

íàêî, ïîñêîëüêó èîííàÿ âÿçêîñòü îáû÷íî äîìèíèðóåò â äèíàìèêå âðàùåíèÿ (èç-çà áîëüøåé
ìàññû è, ñîîòâåòñòâåííî, èíåðöèè), â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ èîííîé êîìïîíåíòîé.

3.3 Îáîáù¼ííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èîíîâ

Ñ ó÷¼òîì τ̂trap óðàâíåíèå äëÿ èîííîé êîìïîíåíòû ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

mini

(

∂vi

∂t
+∇

(

v2i
2

)

− vi ×Ωi

)

= −∇pi + eniE +∇ · τ̂trap +R. (7)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî −vi × (∇× vi) +
e
mi

vi ×B = −vi ×Ωi.

4 Ïîëíàÿ àíàëîãèÿ: îò ñòðóè ê ñòåëëàðàòîðó

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ðàñøèðåííóþ òàáëèöó ñîîòâåòñòâèÿ, âêëþ÷àþùóþ ôè-
çè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ
âåëè÷èíà (çàêðó÷åí-
íàÿ ñòðóÿ)

Àíàëîã â äâóõ-
æèäêîñòíîé ÝÌÃÄ
(ñòåëëàðàòîð)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë
àíàëîãèè

Ïîëå ñêîðîñòè v Èîííàÿ ñêîðîñòü vi Èîíû îáðàçóþò ¾æèä-
êóþ¿ êîìïîíåíòó, ïåðå-
íîñÿùóþ ìàññó.

Âèõðü ñêîðîñòè ∇× v Îáîáù¼ííûé âèõðü
Ωi = ∇× vi −

e
mi

B

Êîìáèíàöèÿ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî âðàùåíèÿ
è öèêëîòðîííîãî âðà-
ùåíèÿ â ìàãíèòíîì
ïîëå.

Öåíòðîáåæíàÿ ñèëà
−v × (∇× v)

Ñèëà −vi ×Ωi Òà æå ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà; â ïëàçìå ýòî
÷àñòü èíåðöèàëüíîãî
óñêîðåíèÿ.

Âÿçêîñòü Íàâüå�Ñòîêñà Òåíçîð τ̂trap Àíèçîòðîïíàÿ äèññèïà-
öèÿ, âûçâàííàÿ çàïåð-
òûìè ÷àñòèöàìè.

Ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
−∇p

−∇pi + eniE +R Â ïëàçìå ê ãðàäèåíòó
äàâëåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñèëà
è òðåíèå.

Íåñæèìàåìîñòü ∇ · v =
0

Êâàçèíåéòðàëüíîñòü∇·
j = 0

Óñëîâèå çàìêíóòîñòè
ñèñòåìû.

Òàáëèöà 1: Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè è âåëè÷èíàìè äâóõ-
æèäêîñòíîé ÝÌÃÄ.

Êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò: Â óðàâíåíèè äëÿ èîíîâ (7) êîìáèíèðîâàííûé âèõðåâîé
÷ëåí â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïî ôîðìå öåíòðîáåæíîé ñèëå â óðàâíåíèè Ãðîìåêè�Ëýìáà,
åñëè çàìåíèòü îáû÷íûé âèõðü íà îáîáù¼ííûé Ωi.
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5 Ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè è îáñóæäåíèå íî-

âèçíû

5.1 ×òî óæå èçâåñòíî

Âëèÿíèå ýôôåêòà Õîëëà íà ðàâíîâåñèå è âðàùåíèå ïëàçìû â òîðîèäàëüíûõ ëîâóø-
êàõ èçó÷àëîñü â [2, 9]. Íåîêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà äëÿ ñòåëëàðàòîðîâ, ó÷èòûâàþ-
ùàÿ çàïåðòûå ÷àñòèöû, ðàçâèòà â [3, 6, 8, 10]. Íåäàâíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
íà W7-X è LHD ïîäòâåðæäàþò âàæíîñòü ýôôåêòîâ çàïåðòûõ ÷àñòèö äëÿ óäåðæàíèÿ è
óñòîé÷èâîñòè [5, 7, 11]. Îäíàêî íè â îäíîé èç ýòèõ ðàáîò íå ïðîâîäèëîñü ïðÿìîé àíàëîãèè
ñ óðàâíåíèåì Ãðîìåêè�Ëýìáà è íå ââîäèëñÿ òåíçîð ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿ â òàêîé ôîðìå.

5.2 Ýëåìåíòû íàó÷íîé íîâèçíû äàííîé ðàáîòû

1. Âïåðâûå ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èîíîâ â ñòåëëàðàòîðå, ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Ãðîìåêè�Ëýìáà, ñ çàìåíîé îáû÷íîãî âèõðÿ íà îáîá-
ù¼ííûé âèõðü Ωi.

2. Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé òåíçîð τ̂trap, ïàðàìåòðèçóþùèé âëèÿíèå çàïåðòûõ
èîíîâ, ñ îáîñíîâàíèåì åãî ôîðìû èç ñîîáðàæåíèé àíèçîòðîïèè è ñèììåòðèè.

3. Äàíà îöåíêà êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ηtrap = ϵtniTiτbounce, âûòåêàþùàÿ èç íåî-
êëàññè÷åñêîé òåîðèè [3, 6, 8, 10].

4. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýôôåêò Õîëëà â äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ¾ìàãíèòíîé¿ ÷àñòè â âèõðå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ ýôôåêòèâíîé ¾çàêðóòêè¿ ïîòîêà.

5. Ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû (÷èñëî Õîëëà, ÷èñëî Ðåéíîëüäñà äëÿ çàïåð-
òîé âÿçêîñòè), ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ.

6 Àíàëèç ìîäåëè

6.1 Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè

1. Ïðåäåë ìàëîé äîëè çàïåðòûõ ÷àñòèö (ϵt → 0): Òåíçîð τ̂trap îáðàùàåòñÿ â íîëü, è
óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîé äâóõæèäêîñòíîé ÝÌÃÄ ñ ýôôåêòîì Õîëëà [4].

2. Ïðåäåë õîëîäíîé ïëàçìû (Ti → 0): Âÿçêîñòü ηtrap → 0, èñ÷åçàåò ãðàäèåíò äàâëåíèÿ,
îñòà¼òñÿ òîëüêî ñèëà Ëîðåíöà � óðàâíåíèå äâèæåíèÿ õîëîäíîé ïëàçìû.

3. Ïðåäåë ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (B → ∞): Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòè îáîáù¼í-
íûé âèõðü Ωi ≈ −(e/mi)B äîìèíèðóåò, è óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä áàëàíñà ìåæäó
ñèëîé Ëîðåíöà, ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è âÿçêîñòüþ.

4. Ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå (∂/∂t = 0, vi = 0): Óðàâíåíèå (7) ñâîäèòñÿ ê ∇pi =
eniE + ∇ · τ̂trap + R, ÷òî ïðè ïðåíåáðåæåíèè òðåíèåì è âÿçêîñòüþ äà¼ò êëàññè÷å-
ñêîå ðàâíîâåñèå ∇pi = eniE.
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6.2 Àíàëèç ìàñøòàáîâ è áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû äëÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîé âàæíîñòè
÷ëåíîâ:

� ×èñëî Õîëëà Ha =
eB

mi

L

V
, ãäå L � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû, V � õàðàêòåðíàÿ

ñêîðîñòü. Îíî ïîêàçûâàåò îòíîøåíèå ìàãíèòíîé ÷àñòè îáîáù¼ííîãî âèõðÿ ê ãèäðî-

äèíàìè÷åñêîé: Ha ∼
|(e/mi)B|

|∇ × vi|
.

� ×èñëî Ðåéíîëüäñà äëÿ çàïåðòîé âÿçêîñòè Retrap =
miniV L

ηtrap
. Îíî îïðåäåëÿåò,

êîãäà èíåðöèîííûå ÷ëåíû ïðåîáëàäàþò íàä âÿçêîñòüþ.

� Ïàðàìåòð α α =
|∇ × vi|

|(e/mi)B|
. Ïðè α ≪ 1 äîìèíèðóåò ìàãíèòíàÿ ÷àñòü, ïðè α ≫ 1 �

ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàâèõð¼ííîñòü.

Ýòè ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò âûäåëÿòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû òå÷åíèÿ è óïðîùàòü ìîäåëü â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëàõ.

6.3 Çàìêíóòîñòü ìîäåëè

Ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òàê êàê ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå E è R. Äëÿ çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü:

� Îáîáù¼ííûé çàêîí Îìà (íàïðèìåð, èç äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè):

E + vi ×B =
j ×B

ene

−
∇pe
ene

+
me

e

dve

dt
+ ηj,

ãäå η � óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå.

� Âûðàæåíèå äëÿ ñèëû òðåíèÿ: R = −meneν(ve − vi), ãäå ν � ÷àñòîòà ñòîëêíîâå-
íèé.

� Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà: ∇ ×B = µ0j, ∇ ·B = 0, ∇ × E = −∂B/∂t (â íåñòàöèî-
íàðíîì ñëó÷àå).

Â ñòàöèîíàðíîì ðàâíîâåñèè ÷àñòî ïîëàãàþò vi ≈ 0, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó.

7 Ïåðñïåêòèâû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè è ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé ïðîâåðêè

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ
âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè (CFD), àäàïòèðîâàííûõ äëÿ äâóõæèäêîñòíûõ òå÷åíèé:

� Äèñêðåòèçàöèÿ: Ìåòîä êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà òð¼õìåð-
íîé ñåòêå, àäàïòèðîâàííîé ê ìàãíèòíîé êîíôèãóðàöèè ñòåëëàðàòîðà. Ñóùåñòâóþ-
ùèå êîäû, òàêèå êàê JOREK, M3D-C1 (äëÿ ÌÃÄ è äâóõæèäêîñòíûõ ðàñøèðåíèé) è
EMC3-EIRENE (äëÿ êðàåâîé ïëàçìû), ìîãóò áûòü ìîäèôèöèðîâàíû ïóò¼ì âêëþ÷åíèÿ
ïðåäëîæåííîãî òåíçîðà ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èñòî÷íèêà
â óðàâíåíèè èìïóëüñà [14].
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� Ó÷¼ò òåíçîðà âÿçêîñòè: Òåíçîð τ̂trap òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèé ãðàäèåíòà ñêî-
ðîñòè, ÷òî óäîáíî äåëàòü â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ h.

� Âåðèôèêàöèÿ: Íà ïåðâîì ýòàïå � òåñòû â óïðîù¼ííîé ãåîìåòðèè (öèëèíäð ñ âèí-
òîâûì ïîëåì) è ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äëÿ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ
(îòñóòñòâèå çàïåðòûõ ÷àñòèö, õîëîäíàÿ ïëàçìà). Çàòåì � ðåàëèñòè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ
W7-X èëè LHD.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà: Ïðåäëîæåííàÿ çàâèñèìîñòü ηtrap ∼ ϵtTiτbounce êà-
÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè óìåíüøåíèÿ âðàùåíèÿ ïëàçìû ê êðàþ øíóðà â
ñòåëëàðàòîðàõ [5, 7, 11], ãäå äîëÿ çàïåðòûõ ÷àñòèö ϵt âîçðàñòàåò, à âÿçêîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ.
Êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ïîòðåáóåò ñîâìåñòíîãî èçìåðåíèÿ ïðîôèëåé ñêîðîñòè, òåìïå-
ðàòóðû è äîëè çàïåðòûõ ÷àñòèö, ÷òî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áóäóùèõ èññëåäîâàíèé. Íåäàâíèå
ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ìåæäóíàðîäíîé áàçû äàííûõ ïî óäåðæàíèþ ïëàçìû â ðàçëè÷íûõ
óñòàíîâêàõ [9] ñîçäàþò îñíîâó äëÿ òàêèõ ñðàâíåíèé.

8 Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåíà îáîáù¼ííàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ äâóõæèäêîñò-
íóþ ÝÌÃÄ-ìîäåëü ñòåëëàðàòîðíîé ïëàçìû ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ãðîìåêè�Ëýìáà.
Ââåäåíû äâà íîâûõ ýëåìåíòà:

1. Îáîáù¼ííûé âèõðü äëÿ èîíîâ Ωi = ∇ × vi − (e/mi)B, ó÷èòûâàþùèé ýôôåêò
Õîëëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà êîìáèíàöèÿ âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì è óïðîùàåò
ôîðìó óðàâíåíèÿ.

2. Òåíçîð ¾çàïåðòîé âÿçêîñòè¿ τ̂trap ñ êîýôôèöèåíòîì ηtrap = ϵtniTiτbounce, ïàðàìåò-
ðèçóþùèé âëèÿíèå çàïåðòûõ èîíîâ. Ôîðìà òåíçîðà îáîñíîâàíà òðåáîâàíèÿìè àíè-
çîòðîïèè è ñèììåòðèè, à îöåíêà êîýôôèöèåíòà ñëåäóåò èç íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè
[3, 6, 8, 10].

Ïðîâåä¼í àíàëèç ðàçìåðíîñòåé, ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü
îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ. Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü âîñïðîèçâî-
äèò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé ÌÃÄ, äâóõæèäêîñòíîé ÝÌÃÄ è íåîêëàññè÷åñêîé
òåîðèè. Îáñóæäåíû ïóòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè â ñóùåñòâóþùèõ êîäàõ (JOREK, M3D-C1,
EMC3-EIRENE) è êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè íà ñòåëëàðà-
òîðàõ W7-X è LHD [5, 7, 9, 11].

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè (íàïðèìåð, êðèòåðèÿ Ðåëåÿ äëÿ âðàùàþùèõñÿ òå÷åíèé) ê
àíàëèçó ïëàçìû â ñòåëëàðàòîðàõ, ÷òî áóäåò ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Ïðèìå÷àíèå: Ê ñòàòüå ïðèëàãàåòñÿ ýêñïåðòíîå çàêëþ÷åíèå ÍÈÖ ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòè-
òóò¿ î âîçìîæíîñòè îòêðûòîãî îïóáëèêîâàíèÿ � ______ îò __________ 2026 ã.
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Ïðèëîæåíèå. Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îáîáù¼ííîãî

âèõðÿ

Ðàññìîòðèì èäåàëüíûé ñëó÷àé (τ̂trap = 0,R = 0) è ïðåíåáðåæ¼ì íåñòàöèîíàðíîñòüþ
E (ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå). Èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èîíîâ (1):

mini

dvi

dt
= eni(E + vi ×B)−∇pi.
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Âîçüì¼ì ðîòîð îò îáåèõ ÷àñòåé, èñïîëüçóÿ

∇× (vi ×B) = (B · ∇)vi − (vi · ∇)B + vi(∇ ·B)−B(∇ · vi).

Ñ ó÷¼òîì ∇ ·B = 0 è, äëÿ ïðîñòîòû, íåñæèìàåìîñòè (∇ · vi = 0), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì:

∂Ωi

∂t
+ (vi · ∇)Ωi = (Ωi · ∇)vi+

+
1

mini

∇ni ×∇pi +
e

mi

(∇×E). (8)

Âòîðîé ÷ëåí ñïðàâà � áàðîòðîïíûé èñòî÷íèê, òðåòèé ñâÿçàí ñ âèõðåì ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ. Â èäåàëüíîé ÌÃÄ (∇×E = −∂B/∂t) è ïðè áàðîòðîïíîñòè (∇ni×∇pi = 0) óðàâíåíèå
óïðîùàåòñÿ äî

dΩi

dt
= (Ωi · ∇)vi,

÷òî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà äëÿ îáû÷íîãî âèõðÿ â ãèäðîäèíàìèêå.
Òàêèì îáðàçîì, â èäåàëüíîì ñëó÷àå îáîáù¼ííûé âèõðüΩi ¾âìîðîæåí¿ â èîííóþ æèäêîñòü
è ñîõðàíÿåò ñâîþ èíòåíñèâíîñòü âäîëü òðàåêòîðèé. Ýòî ïîäòâåðæäàåò, ÷òî Ωi ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì çàâèõð¼ííîñòè äëÿ äâóõæèäêîñòíîé ïëàçìû.
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