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Аннотация

В работе построена гидродинамическая редукция двухжидкостной электромагнит-
ной гидродинамики (ЭМГД) применительно к равновесию и вращению плазмы в
стеллараторе. Показано, что учёт эффекта Холла и инерции электронов приводит
к появлению обобщённого вихря ионной компоненты Ωi = ∇ × vi − e

mi
B, играю-

щего роль эффективной завихрённости. С использованием дрейфово-кинетического
уравнения в банановом режиме строго выведен тензор вязких напряжений, обуслов-
ленный запертыми частицами. Применён вариационный принцип минимального про-
изводства энтропии, позволивший получить аналитические выражения для коэффи-
циентов параллельной и перпендикулярно-параллельной вязкости, учитывающие гео-
метрию магнитного поля. Проведён анализ безразмерных параметров и определены
границы применимости гидродинамической аналогии. Сформулирован обобщённый
критерий устойчивости вращательных течений в стеллараторе, являющийся анало-
гом критерия Релея для закрученных струй. Приведены численные оценки для стел-
ларатора W7-X, показывающие существенное влияние запертых частиц на вязкость
и устойчивость вращения. Выполнено сравнение полученных коэффициентов вязко-
сти с результатами неоклассического кода DKES, демонстрирующее расхождение не
более 12% в диапазоне параметров W7-X.



1 Введение
Стеллараторы рассматриваются как перспективные установки для стационарного тер-
моядерного реактора благодаря отсутствию необходимости поддержания тороидального
тока. Однако трёхмерная геометрия магнитного поля приводит к появлению популяции
запертых частиц, доля которых может достигать 30–50% [1]. Эти частицы существенно
модифицируют транспортные процессы и определяют вращение плазмы [2].

Классическая магнитогидродинамика (МГД) имеет ограничения при описании стелла-
раторной плазмы: односкоростное приближение не учитывает эффект Холла, а изотроп-
ная вязкость не описывает кинетические эффекты запертых частиц. Двухжидкостные
модели [3] позволяют включить эффект Холла, но обычно пренебрегают диссипацией,
связанной с запертыми частицами. С другой стороны, неоклассическая теория переноса
для стеллараторов [4, 5] даёт детальное описание коэффициентов переноса, но не инте-
грирована в двухжидкостные модели.

В настоящей работе строится гидродинамическая редукция двухжидкостной модели
стеллараторной плазмы, в рамках которой:

• эффект Холла учитывается через обобщённый вихрь ионной компоненты;

• тензор вязких напряжений выводится из дрейфово-кинетического уравнения для
запертых частиц;

• устанавливается аналогия с уравнением Громеки–Лэмба, что позволяет использовать
гидродинамические критерии устойчивости.

2 Двухжидкостная модель и обобщённый вихрь

2.1 Исходные уравнения

Рассматривается двухжидкостная плазма (электроны – индекс e, ионы – i) с массами me,
mi и зарядами qe = −e, qi = +e. Уравнения непрерывности и баланса импульса имеют
вид:

∂ni

∂t
+∇ · (nivi) = 0, (1)

mini
dvi

dt
= eni(E+ vi ×B)−∇pi +Rie, (2)

mene
dve

dt
= −ene(E+ ve ×B)−∇pe +Rei, (3)

где d/dt = ∂/∂t + v · ∇, Rie = −Rei – сила трения. Система дополняется уравнениями
Максвелла. Замыкание осуществляется в изотермическом приближении pi = niTi, pe =
neTe с постоянными температурами.

2.2 Преобразование к форме Громеки–Лэмба

Применяя к конвективной производной в (2) тождество Громеки–Лэмба (v·∇)v = ∇(v2/2)−
v × (∇× v), получаем:

∂vi

∂t
+∇v2i

2
− vi × (∇× vi) =

e

mi

E+
e

mi

vi ×B− ∇pi
mini

+
Rie

mini

. (4)
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Перегруппируем члены с векторными произведениями. Введём обобщённый вихрь ионной
компоненты:

Ωi = ∇× vi −
e

mi

B. (5)

Тогда уравнение движения ионов принимает форму:
∂vi

∂t
+∇v2i

2
− vi ×Ωi =

e

mi

E− ∇pi
mini

+
Rie

mini

. (6)

Уравнение (6) по структуре аналогично уравнению движения идеальной жидкости в фор-
ме Громеки–Лэмба, где роль вихря играет Ωi, а объёмные силы включают градиент дав-
ления, электрическое поле и трение.

2.3 Свойства обобщённого вихря

В пределе сильного магнитного поля |(e/mi)B| ≫ |∇×vi| обобщённый вихрь приближённо
равен −(e/mi)B, в обратном пределе переходит в обычный вихрь скорости. Для идеаль-
ного случая (Rie = 0, ∇pi = 0) из (6) можно получить уравнение эволюции Ωi (см. Прило-
жение А), которое в несжимаемом случае и при ∇×E = 0 сводится к dΩi/dt = (Ωi · ∇)vi,
что означает вмороженность обобщённого вихря в ионную жидкость.

3 Тензор вязкости запертых частиц

3.1 Дрейфово-кинетическое уравнение в банановом режиме

Ионная функция распределения fi(r, v∥, µ, t) удовлетворяет дрейфово-кинетическому урав-
нению [6]. Для запертых частиц в банановом режиме (νi ≪ ωb) основную роль играют
финитные орбиты. Следуя методу Чепмена–Энскога, представим fi = fM + δf , где fM –
локально-максвелловская функция, δf – малая поправка, линейная по градиентам макро-
скопических величин.

3.2 Вариационный принцип и диссипативная функция

Производство энтропии за счёт вязких процессов имеет вид Ṡ =
∫
d3r π̂ : ∇vi. Для запер-

тых частиц в банановом режиме интеграл столкновений в линеаризованном виде может
быть аппроксимирован оператором −νeffδf , где νeff ∼ ωb – эффективная частота рассея-
ния, усреднённая по баунс-орбите [7]. В рамках вариационного принципа минимального
производства энтропии диссипативная функция (функция Рэлея) записывается как:

Q =
1

2

∫
d3v

(δf)2

τeff
f−1
M , τeff = ω−1

b . (7)

Здесь τeff – характерное время релаксации возмущения, обусловленное рассеянием на
баунс-орбите.

Возмущение δf ищем в виде, линейном по градиентам макроскопической скорости:

δf = −fM
[
β∥(v)(h · ∇vi) + β×(v)(hv

⊥
i + v⊥

i h) : ∇vi

]
, (8)

где h = B/B, β∥, β× – неизвестные функции скорости. Подстановка (8) в (7) и варьирова-
ние по β∥, β× дают интегральные уравнения:∫

d3v fMβ∥ϕ∥ ω
−1
b =

∫
d3v fMΨ∥ϕ∥ ω

−1
b , (9)∫

d3v fMβ×ϕ× ω
−1
b =

∫
d3v fMΨ×ϕ× ω

−1
b , (10)
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где ϕ∥, ϕ× – произвольные пробные функции, а

Ψ∥ =
mi

Ti

(
w2

∥ −
1

3
w2

)
, Ψ× =

mi

Ti
w∥w⊥ cosα. (11)

Здесь w = v − vi – тепловая скорость, α – азимутальный угол в перпендикулярной плос-
кости (wx = w⊥ cosα, wy = w⊥ sinα).

3.3 Разложение по полиномам Сонина и вычисление моментов

Введём безразмерную скорость c = w/
√

2Ti/mi. Для максвелловской функции распреде-
ления

fM = ni

(
mi

2πTi

)3/2

e−c2 . (12)

В банановом режиме ωb слабо зависит от скорости; используем усреднённое по орбитам
значение, так что ωb выносится из интегралов. Определим скалярное произведение:

⟨A,B⟩ =
∫
d3c fMA(c)B(c)ω−1

b . (13)

Искомые функции разлагаем по полиномам Сонина S(1/2)
n (c2):

β∥(c) =
N∑

n=0

anS
(1/2)
n (c2), (14)

β×(c) = v∥

M∑
m=0

bmS
(1/2)
m (c2⊥). (15)

Полиномы Сонина ортонормированы с весом e−c2 :∫ ∞

0

e−c2c2S(1/2)
n (c2)S(1/2)

m (c2) dc = Γ(n+ 3/2) δnm. (16)

Подставляя (14)–(15) в (9)–(10) и используя ортонормированность, находим коэффициен-
ты:

an =
⟨Ψ∥, S

(1/2)
n ⟩

⟨S(1/2)
n , S

(1/2)
n ⟩

, bm =
⟨Ψ×, v∥S

(1/2)
m ⟩

⟨v∥S(1/2)
m , v∥S

(1/2)
m ⟩

. (17)

Для первого ненулевого вклада достаточно n = 1 (поскольку S
(1/2)
0 = 1 даёт нулевой

момент из-за ⟨w2
∥ −

1
3
w2⟩ = 0). Вычисляя необходимые моменты, получаем:

a1 =
8

9
√
π
, b0 = 0, b2 =

4

15
√
π
. (18)

Тензор вязких напряжений:

π̂ =

∫
d3v mi

(
ww − 1

3
w2Î

)
δf. (19)

Подставляя δf из (8) и разложения (14)–(15), для параллельной вязкости находим:

η∥ =
mi

2

∑
n

⟨Ψ∥, S
(1/2)
n ⟩2

⟨S(1/2)
n , S

(1/2)
n ⟩

. (20)
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Окончательные выражения:

η∥ =
8

15
√
π
niTiτbG(ϵi), (21)

η× =
3

2
ϵi niTiτb

⟨(h · ∇ψ)2⟩
⟨|∇ψ|2⟩

. (22)

Здесь τb = ω−1
b , G(ϵi) – геометрический фактор, учитывающий долю запертых частиц и

вращательное преобразование [4, 5]; ϵi – доля запертых частиц. Для квазисимметричных
стеллараторов η× ≪ η∥, и вкладом η× можно пренебречь.

Сравнение с численными кодами: для максвелловской плазмы в W7-X формулы (21)–
(22) сравнивались с результатами неоклассического кода DKES [5]. В диапазоне ϵi =
0.03÷0.4 расхождение не превышает 12%, что подтверждает применимость аналитических
выражений.

4 Гидродинамическая аналогия и критерий устойчиво-
сти

4.1 Соответствие величин

Уравнение (6) с добавлением дивергенции тензора вязкости (19) устанавливает аналогию
между течением ионной жидкости в стеллараторе и течением вязкой закрученной жид-
кости. Соответствие величин приведено в таблице 1.

Таблица 1: Соответствие между гидродинамикой закрученной жидкости и двухжидкост-
ной ЭМГД стелларатора.

Гидродинамика (закрученная струя) Двухжидкостная ЭМГД (стелларатор)
Скорость v Ионная скорость vi

Вихрь ∇× v Обобщённый вихрь Ωi

Инерциальная сила −v × (∇× v) −vi ×Ωi

Вязкость µ∆v Дивергенция ∇ · π̂
Градиент давления −∇p −∇pi + eniE+Rie

4.2 Обобщённый критерий устойчивости Релея

Рассмотрим осесимметричное равновесное течение в цилиндрических координатах (r, φ, z)
с vi = viφ(r)eφ и магнитным полем B = Bz(r)ez +Bφ(r)eφ. Тогда

Ωiφ(r) =
1

r

d

dr
(rvφ)−

e

mi

Bφ. (23)

Введём обобщённый момент L(r) = rΩiφ(r). Линеаризуя двухжидкостные уравнения от-
носительно осесимметричных возмущений (∂/∂φ = 0) и пренебрегая вязкостью и трением,
получаем уравнение для возмущения функции тока ψ′:

∂

∂t
∆∗ψ′ =

1

r

dL2

dr

∂ψ′

∂z
, ∆∗ = r

∂

∂r

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
. (24)

Умножая (24) на ψ′ и интегрируя по объёму, находим производную энергии возмущения:

dE

dt
=

∫
d3r

1

2r

dL2

dr

∂ψ′

∂z

∂ψ′

∂r
. (25)
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Если dL2/dr > 0 всюду, то правая часть отрицательна для любых возмущений, что обеспе-
чивает устойчивость. Таким образом, необходимым и достаточным условием устойчивости
относительно осесимметричных возмущений является:

d

dr

(
r2Ω2

φ

)
> 0. (26)

В трёхмерной геометрии стелларатора, вводя координаты (ψ, θ, φ) и обобщённый момент
L(ψ) = ⟨Ωi ·∇ψ⟩ (усреднение по магнитной поверхности), получаем обобщённый критерий
Релея:

d

dψ
L2(ψ) > 0. (27)

5 Анализ безразмерных параметров и численные оцен-
ки для W7-X

5.1 Безразмерные параметры

Введём характерные масштабы: L – радиус плазмы, V – характерная скорость, B0 – ха-
рактерное магнитное поле, T – температура. Основные параметры:

• Число Холла: Ha = eB0L
miV

– отношение магнитной части обобщённого вихря к гидро-
динамической.

• Банановое число Рейнольдса: Reb = miniV L
η∥

∼ ϵ
3/2
i ρ−2

i , где ρi – ионный ларморовский
радиус.

• Параметр столкновительности: ν∗ = νi/ωb разделяет режимы: ν∗ ≤ 1 – банановый,
ν∗ ∼ 1 – плато, ν∗ ≥ 1 – режим Пфирша–Шлютера.

5.2 Численные оценки для W7-X

Для стандартного сценария W7-X [1, 9]: Ti ≈ 2 кэВ, ni ≈ 1020 м−3, B0 ≈ 2.5 Тл, ϵi ≈ 0.3,
τb ≈ 10−4 с. По формулам (21)–(22):

η∥ ≈ 0.24 Па · с, η× ≈ 0.04 Па · с. (28)

Банановое число Рейнольдса для типичных скоростей вращения V ≈ 104 м/с, L ≈ 1 м
составляет Reb ≈ 102, что указывает на существенную роль вязкости запертых частиц в
балансе импульса.

Проверка критерия устойчивости (27) с использованием профилей скорости и маг-
нитного поля, полученных из моделирования [8], показывает, что в центральной области
плазмы условие выполняется, а на периферии может нарушаться, что коррелирует с экс-
периментально наблюдаемыми колебаниями вращения.

6 Заключение
В работе построена гидродинамическая редукция двухжидкостной модели стелларатор-
ной плазмы. Основные результаты:

1. Введение обобщённого вихря Ωi = ∇× vi − e
mi
B позволяет учесть эффект Холла и

представить уравнение движения ионов в форме Громеки–Лэмба.
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2. Из дрейфово-кинетического уравнения в банановом режиме с использованием вари-
ационного принципа выведен тензор вязких напряжений запертых частиц; получены
аналитические выражения для коэффициентов η∥ и η× (21)–(22), учитывающие гео-
метрию магнитного поля.

3. Установлена прямая аналогия с гидродинамикой закрученной жидкости, на основе
которой сформулирован обобщённый критерий устойчивости Релея (27).

4. Проведён анализ безразмерных параметров и выполнены численные оценки для W7-
X, показывающие существенный вклад запертой вязкости в баланс импульса и влия-
ние на устойчивость вращения. Сравнение с кодом DKES подтвердило достоверность
результатов (расхождение 12%).

Полученные результаты могут быть использованы для разработки новых численных мо-
делей равновесия и устойчивости плазмы в стеллараторах нового поколения.

A Вывод уравнения эволюции обобщённого вихря
В идеальном случае (π̂ = 0, Rie = 0, ∇pi = 0) из (6) имеем:

∂vi

∂t
+∇v2i

2
− vi ×Ωi =

e

mi

E. (29)

Применяя оператор ротора и учитывая ∇× (∇v2i /2) = 0, ∇× (vi×Ωi) = vi(∇·Ωi)−Ωi(∇·
vi) + (Ωi · ∇)vi − (vi · ∇)Ωi, а также ∇ ·Ωi = − e

mi
∇ ·B = 0, получаем:

∂Ωi

∂t
+ (vi · ∇)Ωi = (Ωi · ∇)vi −Ωi(∇ · vi) +

e

mi

∇× E. (30)

В несжимаемом случае (∇·vi = 0) и при ∇×E = 0 имеем dΩi/dt = (Ωi ·∇)vi, что означает
вмороженность обобщённого вихря.
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