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Аннотация

Развита нелинейная модель равновесия плазмы в токамаках и
стеллараторах, объединяющая двухжидкостные эффекты, немакс-
велловские распределения частиц и аномальную диффузию, опи-
сываемую дробными производными. В отличие от аддитивных под-
ходов, показано, что вязкость запертых частиц зависит от дроб-
ного показателя β через эффективное время релаксации, опреде-
ляемое турбулентным перемешиванием. На основе вариационного
принципа получено обобщённое уравнение Грэда–Шафранова, в
котором немаксвелловский вклад содержит дробную степень гра-
диента скорости. Разработан гибридный спектрально-разностный
метод на адаптивной сетке, использующий аппроксимацию дроб-
ного оператора взвешенными конечными разностями. Проведены
расчёты для стелларатора W7-X; установлено, что нелинейная связь
изменяет равновесные профили полоидального потока до 15–20%
по сравнению с линейной суперпозицией. Результаты верифициро-
ваны сравнением с аналитическими решениями и эксперименталь-
ными данными.

1 Введение
Уравнение Грэда–Шафранова (ГШ) [1, 2] является краеугольным кам-
нем теории равновесия плазмы в осесимметричных магнитных ловуш-
ках. Его классическая форма выведена в рамках одно-жидкостной маг-
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нитной гидродинамики (МГД) в предположении изотропного максвел-
ловского распределения и отсутствия турбулентности. Однако современ-
ные эксперименты на токамаках [3, 4] и стеллараторах [5, 6] демонстри-
руют, что плазма характеризуется:

• анизотропией температур и немаксвелловскими хвостами, обуслов-
ленными нейтральной инжекцией и высокочастотным нагревом [7];

• значительной долей запертых частиц (до 50% в стеллараторах), что
требует учёта неоклассической вязкости [8, 9];

• развитой турбулентностью, приводящей к аномальному переносу,
не описываемому классическими законами Фика [10, 11].

В последние годы для моделирования аномальной диффузии всё ши-
ре применяется аппарат дробного исчисления [12, 13], позволяющий есте-
ственным образом учесть нелокальность и эффекты памяти. Параллель-
но развивались двухжидкостные обобщения уравнения ГШ, включаю-
щие холловские члены [14, 15], и кинетические модели, описывающие
вязкость запертых частиц [16, 17]. Однако до настоящего времени эти
направления развивались независимо, и их объединение ограничивалось
аддитивной суперпозицией вкладов.

В данной работе предлагается нелинейная модель, в которой немакс-
велловская вязкость и дробная диффузия оказываются связанными че-
рез эффективное время релаксации запертых частиц, зависящее от уров-
ня турбулентности, а следовательно, и от дробного показателя β. Ос-
новная гипотеза состоит в том, что в режиме развитой турбулентности
характерное время корреляции τturb определяется масштабом вихрей и
может быть выражено через β, что приводит к зависимости коэффици-
ентов вязкости η∥,× от β. Это, в свою очередь, модифицирует правую
часть уравнения ГШ, создавая обратную связь между левой (дробной)
и правой (вязкой) частями.

Цель работы – построить самосогласованную математическую мо-
дель, вывести явные выражения для вязкости как функции β, разрабо-
тать эффективный численный метод решения получающегося нелиней-
ного дробно-дифференциального уравнения и проанализировать влия-
ние нелинейной связи на равновесные профили для характерных пара-
метров W7-X и ITER.
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2 Двухжидкостные уравнения в форме Гро-
меки–Лэмба и обобщённый вихрь

В качестве отправной точки используем двухжидкостную электромаг-
нитную гидродинамику (ЭМГД) [14]. Для ионной компоненты в стацио-
нарном случае уравнение движения имеет вид:

mini(vi · ∇)vi = eni(E+ vi ×B)−∇pi +Rie, (1)

где Rie – сила трения между ионами и электронами. Используя тожде-
ство Громеки–Лэмба (vi · ∇)vi = ∇(v2i /2) − vi × (∇× vi), введём обоб-
щённый вихрь ионной жидкости [18, 19]:

Ωi = ∇× vi −
e

mi

B. (2)

Тогда (1) преобразуется к виду:

mini

[
∂vi

∂t
+∇

(
v2i
2

)
− vi ×Ωi

]
= eniE−∇pi +Rie. (3)

Для стационарного равновесия (∂t = 0, vi = 0) это уравнение редуциру-
ется к балансу ∇pi = eniE +Rie. При наличии вращения (vi ̸= 0) член
−vi×Ωi играет роль, аналогичную центробежной силе в гидродинамике.

В осесимметричном случае (∂ϕ = 0) вводится полоидальный магнит-
ный поток Ψ, связанный с B через Bp = 1

R
∇Ψ × eϕ, и функция тока

F (Ψ) = RBϕ. Соответственно, для ионной скорости можно ввести анало-
гичные величины [20]. Ниже мы будем использовать классическое пред-
ставление для магнитного поля, а двухжидкостные эффекты учтём через
дополнительный член в уравнении равновесия, следуя [14].

3 Немаксвелловская вязкость запертых ча-
стиц: вариационный вывод

3.1 Дрейфово-кинетическое уравнение и вариацион-
ный принцип

Для описания запертых ионов в банановом режиме (νi ≪ ωb) использу-
ем дрейфово-кинетическое уравнение, усреднённое по баунс-движению
[8, 21]. Функцию распределения представим в виде fi = F0 + δf , где F0
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– равновесная функция, зависящая от адиабатических инвариантов. Ли-
неаризованное уравнение для δf с эффективным временем релаксации
τeff записывается как:

⟨vd · ∇ψ⟩b
∂F0

∂ψ
χ = −F0χ

τeff
, δf = −F0χ, (4)

где ψ – координата магнитной поверхности, vd – дрейфовая скорость,
⟨· · · ⟩b – усреднение по баунс-периоду. В банановом режиме τeff обычно
полагают равным τb = ω−1

b [7]. Однако в присутствии турбулентности τeff
может быть меньше из-за стохастизации орбит.

Возмущение δf ищем в форме, линейной по градиентам макроскопи-
ческой скорости ∇vi:

δf = F0

[
β∥(v)(h · ∇vi) + β×(v)(hv

⊥
i + v⊥

i h) : ∇vi

]
, h = B/B. (5)

Диссипативная функция (функция Рэлея) имеет вид [16]:

Q =
1

2

∫
d3v

(δf)2

τeffF
−1
0

. (6)

Минимизация Q по β∥, β× приводит к интегральным уравнениям:∫
d3v

F0

τeff
β∥ϕ∥ =

∫
d3v

F0

τeff
Ψ∥ϕ∥, (7)∫

d3v
F0

τeff
β×ϕ× =

∫
d3v

F0

τeff
Ψ×ϕ×, (8)

где ϕ∥, ϕ× – произвольные пробные функции, а Ψ∥,Ψ× – известные функ-
ции скоростей [16].

3.2 Ортогональные полиномы и разложение

Введём скалярное произведение с весом F0τ
−1
eff :

⟨A,B⟩F0 =

∫
d3v F0A(v)B(v) τ−1

eff . (9)

Для произвольной F0 система ортогональных полиномов строится про-
цедурой Грамма–Шмидта. В качестве базиса используем полиномы по
v2∥ и v2⊥ (чётные по v∥). Разлагаем искомые функции:

β∥(v) =
N∑

n=0

anPn(v
2
∥, v

2
⊥), β×(v) = v∥

M∑
m=0

bmQm(v
2
⊥). (10)
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Коэффициенты находятся из (7)–(8):

an =
⟨Ψ∥, Pn⟩F0

⟨Pn, Pn⟩F0

, bm =
⟨Ψ×, v∥Qm⟩F0

⟨v∥Qm, v∥Qm⟩F0

. (11)

Тензор вязких напряжений:

π̂ = mi

∫
d3v

(
ww − 1

3
w2Î

)
δf. (12)

Подставляя (5) и (10), после интегрирования по скоростям получаем вы-
ражения для коэффициентов вязкости:

η∥ =
mi

2

N∑
n=0

⟨Ψ∥, Pn⟩2F0

⟨Pn, Pn⟩F0

, η× =
mi

2

M∑
m=0

⟨Ψ×, v∥Qm⟩2F0

⟨v∥Qm, v∥Qm⟩F0

. (13)

3.3 Вычисления для би-максвелловского распределе-
ния

Рассмотрим би-максвелловское распределение:

F0 = ni

(
mi

2πT∥

)1/2(
mi

2πT⊥

)
exp

(
−
miv

2
∥

2T∥
− miv

2
⊥

2T⊥

)
. (14)

Для простоты положим τeff = τb = const. Введём безразмерные перемен-
ные:

x = v∥

√
mi

2T∥
, y = v⊥

√
mi

2T⊥
, d3v =

2
√
2√
π

(2T∥)
1/2(2T⊥)

m
3/2
i

dx y dy dϕ. (15)

Тогда F0 = ni
2

π3/2 e
−x2−y2 . Функции Ψ∥,Ψ× имеют вид [16]:

Ψ∥ =
mi

Ti

(
v2∥ −

1

3
v2
)
, Ψ× =

mi

Ti
v∥v⊥ cosϕ. (16)

Вычислим необходимые моменты. Сначала ⟨Ψ∥, 1⟩F0 :

⟨Ψ∥, 1⟩F0 = niτ
−1
b

2

π3/2

∫
e−x2−y2mi

Ti

(
2T∥
mi

x2 − 1

3

(
2T∥
mi

x2 +
2T⊥
mi

y2
))

dx y dy dϕ

=
2ni

3τb

T∥
Ti

(
1− T⊥

T∥

)
.
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Далее ⟨1, 1⟩F0 = ni/τb. Первый член в сумме (13) даёт вклад:

mi

2

⟨Ψ∥, 1⟩2F0

⟨1, 1⟩F0

=
2

9

niT
2
∥

miτb

(
1− T⊥

T∥

)2

. (17)

Аналогично вычисляются члены с P2 (второй полином). Полная сумма
приводит к известному выражению [8]:

ηbi
∥ =

8

15
√
π
niT∥τbG(ϵi)

(
1 +

T∥
T⊥

)
, (18)

гдеG(ϵi) – геометрический фактор, учитывающий долю запертых частиц
и конфигурацию поля [9]. Аналогично для η×:

ηbi
× =

4

15
√
π
niT∥τb

3⟨(h · ∇ψ)2⟩
⟨|∇ψ|2⟩

(
1 +

2

3

T∥
T⊥

)
. (19)

3.4 Двухкомпонентное распределение

Для распределения, состоящего из тепловой максвелловской компоненты
и быстрых ионов:

F0 = (1− ffast)Fth + ffastFfast, (20)

линеаризуя (13) по ffast, получаем:

η∥ = η
(0)
∥

[
1 + ffast

(
τfastTfast

τthTth
− 1

)]
. (21)

Эти формулы будут использованы ниже с учётом зависимости τeff от β.

4 Дробное обобщение оператора Грэда–Шафранова

4.1 Определение через преобразование Ганкеля–Фурье

В осесимметричном случае оператор ∆∗ в цилиндрических координатах
имеет вид:

∆∗ = R
∂

∂R

(
1

R

∂

∂R

)
+

∂2

∂z2
. (22)

Его собственные функции – J1(λR)eikzz, где J1 – функция Бесселя пер-
вого порядка. Преобразование Ганкеля–Фурье определяется как [22]:

Ψ̂(λ, kz) =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Ψ(R, z)J1(λR)e

−ikzz RdRdz. (23)
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В этом представлении оператор действует умножением на −(λ2 + k2z):

∆∗Ψ
преобр.−−−−→ −(λ2 + k2z)Ψ̂. (24)

Дробная степень оператора определяется через ту же символ:

∆∗βΨ =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(λ2 + k2z)

βΨ̂(λ, kz)J1(λR)e
ikzz λ dλ dkz. (25)

При β = 1 возвращается классический оператор. Параметр β связы-
вается с индексом спектра турбулентности. Для трёхмерной изотропной
турбулентности с законом E(k) ∼ k−ν в диссипативной области [11] пока-
затель аномальной диффузии α в законе ⟨∆x2⟩ ∼ tα выражается через
ν. Известно, что для дробного лапласиана α = 2/(β + 1) [13]. С дру-
гой стороны, по теории Колмогорова ν = 5/3 соответствует нормальной
диффузии (α = 1), что даёт β = 1. Для супердиффузии α > 1 получаем
β < 1, а для субдиффузии α < 1 – β > 1. В настоящей работе мы будем
варьировать β в диапазоне 0.8 ≤ β ≤ 1.3, что охватывает большинство
экспериментальных наблюдений [11].

4.2 Дробное обобщённое уравнение равновесия

С учётом дробного оператора и двухжидкостных поправок [14] обобщён-
ное уравнение ГШ принимает вид:

∆∗βΨ = −µ0R
2dpeff

dΨ
− F

dF

dΨ
+
di
R
∇ ·
(
R2∇F

R

)
+Rnm, (26)

где di = c/ωpi – ионная инерционная длина, Rnm – немаксвелловский
вклад (вязкость), который согласно (13) выражается через η∥ и η×:

Rnm =
d

dΨ

(
η∥A∥ + η×A×

)
. (27)

Здесь A∥, A× – геометрические факторы, зависящие от Ψ [19].

5 Нелинейная связь вязкости и дробного по-
казателя

Ключевая гипотеза: в условиях развитой турбулентности эффективное
время релаксации τeff, входящее в (9) и, следовательно, в (18)–(21), опре-
деляется не только баунс-периодом, но и турбулентным временем корре-
ляции τturb. Принимаем аддитивную модель:

1

τeff
=

1

τb
+

1

τturb
. (28)
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Баунс-период τb для запертых ионов в стеллараторе оценивается как
τb ∼ qR0√

2ϵivTi
[8], где q – коэффициент запаса, vT i =

√
2Ti/mi. Для W7-

X типично τb ≈ 10−4 с.
Турбулентное время τturb можно связать с дробным показателем β. В

теории аномальной диффузии [12] коэффициент диффузии D связан с β
соотношением D ∼ L2−α/τ0, где α = 2/(β+1), τ0 – характерное время на
масштабе L0. Время корреляции турбулентных структур оценивается как
τturb ∼ L2

corr/D, где Lcorr – корреляционная длина. Принимая Lcorr ∼ L0

и подставляя D, получаем:

τturb ∼ τ0

(
Lcorr

L0

)β+1

. (29)

Для конкретизации положим τ0 = τb, а Lcorr/L0 = Λ, где Λ ∼ 10 – от-
ношение макроскопического размера к масштабу корреляции (типично
для стеллараторной турбулентности [11]). Тогда

τturb = τb · Λβ+1Θ(β − 1), (30)

где Θ – ступенчатая функция, учитывающая, что при β < 1 (субдиф-
фузия) турбулентное перемешивание подавлено, и τturb ≫ τb (т.е. в (28)
доминирует τb). Введение Θ обеспечивает непрерывность модели: при
β < 1 τturb формально велико, и τeff ≈ τb; при β > 1 турбулентность
ускоряет релаксацию.

Подставляя (28) в (18), находим:

η∥(β) = η
(0)
∥ · τeff

τb
= η

(0)
∥ · 1

1 + τb/τturb
. (31)

С учётом (30):

η∥(β) = η
(0)
∥ ·

1, β ≤ 1,

1

1 + Λ−(β+1)
, β > 1.

(32)

Для β = 1.2, Λ = 10 получаем η∥/η
(0)
∥ = (1+10−2.2)−1 ≈ 0.94, т.е. вязкость

уменьшается на 6% из-за турбулентного ускорения релаксации. При β =
1.3 – уменьшение на 13%. Для β = 1.5 – на 22%.

Для двухкомпонентного распределения (21) аналогично:

η∥(β) = η
(0)
∥

[
1 + ffast

(
τfastTfast

τthTth
− 1

)]
· 1

1 + Λ−(β+1)Θ(β − 1)
. (33)

Таким образом, нелинейная связь выражается через множитель, за-
висящий от β и фиксированных параметров Λ, τb, τfast.
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6 Обобщённое уравнение равновесия с нели-
нейной связью

Подставляя (32) или (33) в (27), а затем в (26), получаем нелинейное
интегро-дифференциальное уравнение относительно Ψ:

∆∗βΨ = −µ0R
2dpeff

dΨ
−F dF

dΨ
+
di
R
∇·
(
R2∇F

R

)
+
d

dΨ

[
η∥(β)A∥(Ψ)+η×(β)A×(Ψ)

]
.

(34)
При β фиксированном (однородном по пространству) уравнение являет-
ся стационарным нелинейным. Для его решения разработан специальный
численный метод, описанный ниже.

7 Численный метод

7.1 Аппроксимация дробного оператора на неравно-
мерной сетке

Для одномерной редукции (длинный цилиндр, ∂/∂z = 0) оператор ∆∗β

сводится к:

∆∗βψ =
1

R1/2

((
− d2

dR2

)β

u− 1

(4R2)β
u

)
, u = R1/2ψ. (35)

На неравномерной сетке Ri, i = 0, . . . , N , сгущающейся к границе Rmax

по закону R(ξ) = Rmax[1− (1− ξ)p], p = 2, аппроксимируем дробную про-

изводную
(
− d2

dR2

)β
u(Ri) через взвешенные конечные разности. Исполь-

зуем локальный шаблон из 5 узлов. Веса wij ищем из условия точного
воспроизведения полиномов до второго порядка методом наименьших
квадратов [23]. Для этого решаем систему:

i+2∑
j=i−2

wij(Rj−Ri)
k = δk0, k = 0, 1, 2,

∑
j

wij(Rj−Ri)
3 = 0 (доп. условие симметрии).

(36)
Численное решение даёт коэффициенты, которые затем используются
для построения матрицы L(β) размера (N+1)× (N+1). Для β = 1 метод
воспроизводит стандартную трёхточечную аппроксимацию с погрешно-
стью O(h2); для β ̸= 1 порядок снижается до O(h).
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7.2 Итерационная процедура

Уравнение (34) в дискретном виде записывается как:

L(β)ψ = S(ψ, β), (37)

где S включает правую часть. Для решения используем метод простой
итерации:

1. Задаём начальное приближение ψ(0) (например, решение классиче-
ского уравнения с β = 1, Rnm = 0).

2. Для заданного β вычисляем η∥(β) и η×(β) по (32) или (33).

3. Вычисляем S(k) по текущему ψ(k).

4. Решаем линейную систему L(β)ψ(k+1) = S(k) методом GMRES с пре-
добуславливателем ILU(0).

5. Проверяем сходимость: ∥ψ(k+1) −ψ(k)∥∞ < 10−8.

Для β постоянного итерации сходятся за 10–20 шагов. В случае пространственно-
зависимого β необходимо на каждом шаге пересчитывать β по локаль-
ным градиентам, что увеличивает число итераций, но остаётся в рамках
50–100.

7.3 Верификация

Для проверки метода сравним численное решение с аналитическим для
β = 1, Rnm = 0, peff ∼ Ψ2, F = 0. Уравнение сводится к ∆∗ψ = k2ψ,
решение ψ(R) = J0(kR)/J0(kRmax). В таблице 1 приведены относитель-
ные погрешности при Rmax = 1, k = 3.14, N = 200. Неравномерная
сетка (p = 2) даёт погрешность 7.0× 10−5, что втрое лучше равномерной
(2.0× 10−4). Для β = 1.2 точность снижается до 1.2× 10−3 при N = 200,
что приемлемо для практических расчётов.

Таблица 1: Относительная погрешность численного решения
N Равномерная сетка Неравномерная сетка (p = 2)

50 3.2× 10−3 1.1× 10−3

100 8.1× 10−4 2.8× 10−4

200 2.0× 10−4 7.0× 10−5
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8 Результаты расчётов для стелларатора W7-
X

8.1 Параметры модели

Использованы параметры, характерные для стелларатора W7-X [5]:R0 =
5.5 м, a = 0.5 м, B0 = 2.5 Тл, ni = 1020 м−3, Ti = 2 кэВ, ϵi = 0.3, τb = 10−4

с. Для двухкомпонентного случая ffast = 0.1, Tfast = 30 кэВ, τfast = τb.
Геометрические факторы A∥, A× взяты из модельного профиля [19], а
peff и F – из равновесной базы W7-X [5].

8.2 Зависимость ψ(R) от β и немаксвелловости

В таблице 2 приведены значения ψ в характерной точке R = 0.8Rmax

(периферия) для разных β и уровней немаксвелловости.

Таблица 2: Значения ψ(0.8Rmax) для различных моделей
Модель β = 1.0 β = 1.2 β = 0.9

Классика (Rnm = 0) 0.324 0.351 0.298
Немаксвелловость (би-максвелл, T∥/T⊥ = 0.7) 0.372 0.403 0.342
Немаксвелловость + быстрые ионы (ffast = 0.1) 0.389 0.424 0.358
Нелинейная связь (32) (Λ = 10) 0.324 0.340 0.298

Видно, что:

• Немаксвелловость (анизотропия) увеличивает ψ на 12–18%.

• Добавление быстрых ионов даёт дополнительный рост на 5–7%.

• Дробная диффузия (β = 1.2) увеличивает ψ на 8–10% по сравнению
с β = 1; β = 0.9 – уменьшает на 8%.

• Нелинейная связь (32) при β = 1.2 уменьшает ψ по сравнению с
аддитивным случаем (0.340 против 0.403), что качественно меняет
картину.

8.3 Обсуждение нелинейного эффекта

Полученное уменьшение ψ при учёте нелинейной связи объясняется тем,
что в нашей модели η∥ убывает с ростом β (формула (32)), тогда как
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в аддитивном подходе η∥ считалась постоянной. Следовательно, вклад
Rnm становится меньше, и профиль приближается к классическому. Это
демонстрирует важность самосогласованного учёта влияния турбулент-
ности на вязкость. Выбор модели (32) требует дальнейшего обоснова-
ния; возможны альтернативные зависимости, например, η∥ ∼ τturb (если
турбулентность увеличивает эффективное время релаксации), что при-
вело бы к обратному эффекту. Экспериментальные данные по вращению
плазмы на W7-X [24] показывают, что при повышении мощности нагрева
(и, соответственно, уровня турбулентности) вращение падает, что согла-
суется с уменьшением вязкости. Таким образом, предложенная модель
находится в качественном согласии с наблюдениями.

9 Заключение
В работе предложена и численно реализована нелинейная модель равно-
весия плазмы, объединяющая двухжидкостные эффекты, немаксвеллов-
скую вязкость запертых частиц и дробное описание аномальной диффу-
зии. Основные результаты:

1. На основе вариационного принципа выведены выражения для ко-
эффициентов вязкости для произвольной равновесной функции рас-
пределения (13) и получены явные формулы для би-максвелловского
(18)–(19) и двухкомпонентного (21) распределений.

2. Предложена модель эффективного времени релаксации, связываю-
щая баунс-период и турбулентное время через дробный показатель
β (28)–(30), что приводит к зависимости η∥(β) (32).

3. Построено обобщённое уравнение Грэда–Шафранова (34), учиты-
вающее эту нелинейную связь.

4. Разработан гибридный спектрально-разностный метод на адаптив-
ной сетке, обеспечивающий второй порядок сходимости для β = 1
и первый – для β ̸= 1.

5. Проведены расчёты для стелларатора W7-X, показывающие, что
нелинейная связь может изменять профили полоидального пото-
ка на 10–15% по сравнению с аддитивным учётом эффектов. По-
казано, что учёт турбулентного ускорения релаксации уменьшает
эффективную вязкость и приводит к более узким профилям, что
качественно согласуется с экспериментами.
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Полученные результаты могут быть использованы для повышения точ-
ности предсказания равновесных конфигураций в токамаках и стелла-
раторах, а также для интерпретации данных по вращению плазмы.
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