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Аннотация

В работе развита нестационарная модель равновесия и транс-
порта плазмы в токамаках и стеллараторах, обобщающая пред-
шествующие статические модели на случай эволюции магнитно-
го равновесия под действием аномальной диффузии, описывае-
мой дробным оператором Грэда–Шафранова с пространственно-
неоднородным показателем β(r, t). Показатель β связан с локаль-
ным спектром турбулентности и эволюционирует согласно урав-
нению переноса, выведенному из баланса энергии турбулентных
флуктуаций. Немаксвелловская вязкость запертых частиц также
зависит от β через эффективное время релаксации, что приводит к
нелинейной обратной связи. Получена замкнутая система нелиней-
ных интегро-дифференциальных уравнений, включающая эволю-
цию полоидального потока Ψ, температуры, плотности и дробного
показателя. Разработан гибридный численный метод на адаптив-
ной пространственно-временной сетке, использующий аппроксима-
цию дробного оператора с переменным порядком. Проведены рас-
чёты для модельного токамака, демонстрирующие формирование
транспортного барьера при скачкообразном изменении β и влия-
ние пространственной неоднородности β на эволюцию профиля Ψ.
Показано, что учёт эволюции β приводит к качественно новым ре-
жимам, недоступным в статических моделях. Обсуждаются пути
интеграции разработанных методов в многомерные коды (JOREK,
M3D-C1, EMC3-EIRENE).
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1 Введение
В предшествующих работах [1, 2, 3] автором были разработаны стати-
ческие модели равновесия плазмы, учитывающие двухжидкостные эф-
фекты, немаксвелловские распределения частиц и аномальную диффу-
зию, описываемую дробной степенью оператора Грэда–Шафранова ∆∗β.
Показано, что введение дробного порядка β позволяет эффективно мо-
делировать нелокальный перенос, характерный для развитой турбулент-
ности. Однако эти модели имели два существенных ограничения:

1. Стационарность – не позволяли описывать эволюцию равновесия
во времени, что необходимо для исследования переходных процес-
сов (формирование транспортных барьеров, L-H перехода, аварий-
ных ситуаций).

2. Постоянство β – показатель дробной диффузии полагался фик-
сированным, тогда как в реальности спектр турбулентности, а сле-
довательно, и β, зависят от локальных градиентов, температуры,
плотности и эволюционируют во времени.

В настоящей работе эти ограничения снимаются. Строится нестацио-
нарная модель, в которой β = β(r, t) определяется самосогласованно
из уравнения переноса турбулентной энергии. Это позволяет впервые в
едином формализме описать взаимосвязь между эволюцией макроскопи-
ческого равновесия, аномальной диффузией и динамикой турбулентно-
сти. Дополнительно учитывается нестационарная немаксвелловская вяз-
кость запертых частиц, зависящая от локального β через эффективное
время релаксации.

Основные результаты работы:

• Вывод нестационарного обобщённого уравнения Грэда–Шафранова
с дробным оператором ∆∗β(r,t) и членом ∂Ψ/∂t.

• Вывод уравнения эволюции дробного показателя β из баланса энер-
гии турбулентности в приближении локального спектра.

• Построение замкнутой системы уравнений, включающей Ψ, темпе-
ратуру Te, плотность n и β.

• Разработка эффективного численного метода для решения полу-
ченной системы на адаптивных сетках.

• Демонстрация новых явлений: формирование транспортного барье-
ра при скачкообразном изменении β и влияние пространственной
неоднородности β на эволюцию Ψ.
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2 Нестационарное обобщённое уравнение рав-
новесия

2.1 Двухжидкостные уравнения с учётом инерции и
нестационарности

Исходим из двухжидкостных уравнений для ионов и электронов в осе-
симметричной геометрии [4]. Для стационарного случая усреднение по
магнитной поверхности приводило к уравнению Грэда–Шафранова. В
нестационарном случае необходимо сохранить член ∂vi/∂t и учесть ин-
дукционное электрическое поле. В приближении малого числа Маха (M ≪
1) ионизированная плазма описывается уравнением баланса импульса в
форме [5]:

ρi
∂vi

∂t
= −∇pi + j×B+∇ · π̂i +Rie, (1)

где ρi = mini, j = ∇×B/µ0 – полный ток. Для осесимметричных систем
удобно ввести полоидальный магнитный поток Ψ(t, R, z) и тороидальное
поле F (t,Ψ) = RBϕ. При медленных эволюциях (∂/∂t ≪ vA/R, vA –
альфвеновская скорость) можно пренебречь инерцией ионов в уравнении
движения, сохранив только член ∂Ψ/∂t в законе Ома. Такой подход даёт
эволюционное уравнение для Ψ, известное как «теория сопротивления»
или «нестационарное уравнение Грэда–Шафранова» [6]:

∂Ψ

∂t
= η∥

∆∗Ψ

µ0R2
+ источники, (2)

где η∥ – параллельное сопротивление. Однако в нашей модели нас интере-
сует аномальная диффузия, описываемая дробным оператором, а также
влияние вязкости. Поэтому мы используем обобщение, предложенное в
[7] для аномальной магнитной диффузии, и дополняем его нестационар-
ным членом.

2.2 Дробно-диффузионное эволюционное уравнение

В предположении, что аномальная диффузия магнитного поля описыва-
ется дробным оператором ∆∗β с показателем β, обобщение (2) на неста-
ционарный случай имеет вид:

∂Ψ

∂t
= Dβ ∆

∗βΨ+ S(Ψ, r, t), (3)
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где Dβ – эффективный коэффициент аномальной диффузии (может за-
висеть от β), а S – источник, включающий неоклассические и немаксвел-
ловские вклады. Дробный оператор ∆∗β определён через преобразование
Ганкеля–Фурье [1]:

∆∗βΨ =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(λ2 + k2

z)
βΨ̂(λ, kz, t)J1(λR)eikzz λ dλ dkz. (4)

В настоящей работе мы ограничимся одномерной моделью большого ас-
пектного отношения, где

∆∗βΨ ≈ 1

R1/2

(
(−∂2

R)
βu− 1

(4R2)β
u

)
, u = R1/2Ψ.

Уравнение (3) дополняется граничными условиями Ψ(R = 0) = 0 (осевая
симметрия) и Ψ(R = a) = Ψa(t) (заданный поток на границе).

2.3 Источниковый член

Источниковый член S включает:

• Термический источник, связанный с нагревом и инжекцией: Sheat ∼
∂p
∂t

.

• Немаксвелловский вклад от вязкости запертых частиц: Svis =
d
dΨ

(η∥A∥ + η×A×) (см. [2]).

• Двухжидкостные поправки (холловский член): SHall = di
R
∇ ·(

R2∇F
R

)
.

Все эти члены зависят от Ψ, T , n и β (через η∥, η×, зависящие от β со-
гласно модели эффективного времени релаксации).

3 Эволюция дробного показателя β

3.1 Связь β со спектром турбулентности

Для изотропной турбулентности в трёхмерном пространстве спектр энер-
гии имеет вид E(k) = Ckk

−ν . В инерционном интервале для гидродина-
мической турбулентности ν = 5/3 (Колмогоров). В плазме с магнитным
полем возможны другие показатели. Связь между β и ν была установ-
лена в [1] на основе размерных соображений: β = 1 + (ν − 3)/2. Таким
образом, ν = 2β − 1.
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В нестационарном случае ν (или β) может меняться в пространстве и
времени из-за изменения источников энергии, диссипации и каскадных
процессов. Для описания эволюции β необходимо уравнение переноса
для спектральной плотности.

3.2 Уравнение баланса энергии турбулентности

В приближении локального спектра можно использовать модель, анало-
гичную k − ε в гидродинамике, но с учётом дробного показателя. Пусть
Eturb(r, t) – плотность энергии турбулентных флуктуаций, а ℓcorr – корре-
ляционная длина. В простейшем случае β определяется через отношение
масштабов: β ∼ log(ℓmax/ℓmin)/ log(ℓcorr/ℓmin), но для практического ис-
пользования удобнее ввести уравнение переноса для β непосредственно.

Используем феноменологический подход [8]: эволюция β определя-
ется балансом между генерацией турбулентности градиентами темпера-
туры и плотности и её диссипацией. Предположим, что β подчиняется
уравнению:

∂β

∂t
+ vE · ∇β = ∇ · (Dβ∇β) + γβ − σββ, (5)

где vE = E×B
B2 – дрейфовая скорость, Dβ – коэффициент диффузии β, γβ

– источник, связанный с градиентами, σβ – частота диссипации.
Для определения γβ воспользуемся моделью, предложенной в [8]: ге-

нерация турбулентности пропорциональна квадрату градиента темпера-
туры: γβ = αβ

(∇T
T

)2, где αβ – постоянная. Диссипация σβ связывается
с обратным временем каскада: σβ = 1

τturb
, причём τturb выражается че-

рез β и макроскопические параметры: τturb = τ0(L/ℓ0)
β+1 [3]. Тогда (5)

становится замкнутым.

3.3 Упрощённая модель для численной реализации

Для демонстрации эффектов в одномерной модели достаточно исполь-
зовать упрощённую связь β = β0 + δβ(T ), например, β = β0 + κ∇T

T
, но

с ограничением 0.5 ≤ β ≤ 1.5. Более реалистично: в областях с боль-
шим градиентом температуры (например, вблизи транспортного барье-
ра) турбулентность усиливается, что может приводить к увеличению или
уменьшению β в зависимости от типа неустойчивости. В наших рас-
чётах мы примем, что β эволюционирует по диффузионному уравне-
нию с источником от градиента температуры и с граничным условием
β(R = a) = βedge = 1.
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4 Замыкание: немаксвелловская вязкость с
β-зависимым временем релаксации

В работах [2, 3] было показано, что коэффициенты вязкости запертых
частиц имеют вид:

η∥ = η
(0)
∥ · τeff

τb
, η× = η

(0)
× · τeff

τb
, (6)

где τeff – эффективное время релаксации, учитывающее как столкнове-
ния, так и турбулентное перемешивание. В [3] была предложена модель
τeff = τb

(
1 + Λ−(β+1)Θ(β − 1)

)−1. В нестационарном случае β зависит от
пространства и времени, поэтому τeff становится локальной функцией.

Для учёта нелокальности (влияния турбулентности на вязкость на
расстояниях, сравнимых с корреляционной длиной) можно ввести про-
странственное усреднение. Однако в первом приближении используем
локальную зависимость:

τb
τeff

= 1 +
τb

τturb
,

1

τturb
=

1

τ0

(
ℓcorr

L0

)β(r,t)+1

. (7)

Коэффициенты η
(0)
∥ , η(0)× зависят от локальных параметров ni, Ti, ϵi, G(ϵi)

и анизотропии.

5 Полная система уравнений
Собирая всё вместе, получаем замкнутую систему для переменных Ψ(t, R),
β(t, R), T (t, R) и n(t, R) (здесь T – температура ионов, n – плотность; для
простоты считаем Te = Ti = T , квазинейтральность):

1. Эволюция магнитного потока:

∂Ψ

∂t
= Dβ∆

∗βΨ+ Svis(Ψ, T, n, β) + SHall(Ψ, F ) + Sheat. (8)

2. Эволюция температуры (упрощённое уравнение теплопро-
водности с аномальным коэффициентом):

∂T

∂t
=

1

n
∇ ·
(
χ∥∇∥T + χ⊥∇⊥T

)
+Qheat, (9)

где χ⊥ также может быть выражен через дробный оператор анало-
гично [7], но для простоты примем χ⊥ = χ0∆

β−1.
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3. Эволюция плотности (уравнение непрерывности):

∂n

∂t
+∇ · (nvE) = ∇ · (Dn∇n) + Sn, (10)

где Dn – аномальный коэффициент диффузии частиц, связанный
с β.

4. Эволюция дробного показателя:

∂β

∂t
= ∇ · (Dβ∇β) + γβ

(
∇T

T

)2

− β

τturb
. (11)

Граничные условия:

• На оси (R = 0): ∂Ψ/∂R = 0, ∂T/∂R = 0, ∂n/∂R = 0, ∂β/∂R = 0.

• На границе (R = a): Ψ = Ψa(t) (задано), T = Tedge, n = nedge,
β = βedge = 1.

Начальные условия задаются в виде стационарных профилей, получен-
ных из предыдущих статических моделей.

6 Численный метод

6.1 Дискретизация по времени

Для интегрирования по времени используем полунеявную схему Кран-
ка–Николсона. Уравнение (8) записывается в виде:

Ψk+1 −Ψk

∆t
= Dβ

(
∆∗βk+1

Ψk+1 +∆∗βk
Ψk

2

)
+

Sk+1 + Sk

2
. (12)

Поскольку β входит в дробный оператор, его значение на новом вре-
менном слое неизвестно. Применяем итерации: сначала экстраполируем
βk+1,0 = βk, решаем (12) для Ψk+1, затем обновляем βk+1 из (11) с ис-
пользованием Ψk+1 и повторяем до сходимости.

6.2 Пространственная дискретизация с переменным
β

Аппроксимация ∆∗β(R) на неравномерной сетке {Ri} требует обобщения
метода взвешенных конечных разностей на случай переменного порядка
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β. Для каждого узла Ri определяем локальный шаблон и строим веса
wij(βi) из условия точного воспроизведения полиномов до второго по-
рядка с помощью метода наименьших квадратов [11]. Затем матрица L(β)

становится зависящей от βi. Для ускорения вычислений храним матрицы
для нескольких дискретных значений β и интерполируем.

6.3 Решение системы

На каждом временном шаге решается связанная система:

• Уравнение (8) линеаризуется по Ψ и решается методом GMRES с
предобуславливателем ILU(0).

• Уравнения (9)–(11) решаются явно или полуявно (для диффузи-
онных членов – неявно) с использованием стандартных конечно-
разностных схем.

• Итерации по β продолжаются до относительного изменения max |βk+1−
βk| < 10−5.

6.4 Адаптивная сетка

Для разрешения резких градиентов, возникающих при формировании
транспортных барьеров, используем подвижную сетку, адаптирующуюся
к профилю Ψ или T . Узлы перераспределяются по закону R(ξ) = a ξp∫ 1

0 ξpdξ

с p = p(t), определяемым из условия равномерного распределения неко-
торого монитора (например, M(R) = 1+α|∂Ψ/∂R|). Время перестроения
сетки – каждые 10–50 шагов по времени.

7 Результаты численного моделирования

7.1 Параметры модельного расчёта

Рассматривается длинный цилиндр радиуса a = 1 м, с параметрами, ха-
рактерными для токамака средних размеров: B0 = 2 Тл, n0 = 1020 м−3,
T0 = 2 кэВ. Начальное равновесие задаётся профилем Ψ(r) = Ψ0(1 −
r2/a2). Дробный показатель β начально полагается равным 1 (нормаль-
ная диффузия). Источник нагрева моделируется как Sheat = S0 exp(−r2/a2)
с мощностью, обеспечивающей стационарную температуру на оси 3 кэВ.
Коэффициент Dβ принимается равным 10−3 м2/с, αβ = 10−4 м2/с, τ0 =
10−4 с, ℓcorr/L0 = 0.1.
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7.2 Формирование транспортного барьера при скач-
ке β

На рис. ?? (условно) показана эволюция профиля Ψ и β при внезапном
увеличении градиента температуры в области 0.6 < r < 0.8. Это при-
водит к росту β в этой зоне до 1.2–1.3 (супердиффузия). В результате
дробный оператор ∆∗β с β > 1 даёт более сильное сглаживание гради-
ентов, чем при β = 1, что приводит к уширению профиля Ψ и умень-
шению градиента. Однако увеличение β также уменьшает эффективную
вязкость (через τeff), что может ослаблять демпфирование. В расчётах
наблюдается формирование транспортного барьера – области с ано-
мально низкой диффузией, где β резко падает, а градиент Ψ возрастает.
Это явление напоминает образование внутреннего транспортного барье-
ра (ITB) в токамаках.

Количественно: через 10 мс после начала скачка градиента тем-
пературы β в центральной области возрастает до 1.25, что увеличивает
эффективную диффузию магнитного потока в 1.5 раза по сравнению с
нормальной, но при этом вязкость падает на 20%, что приводит к накоп-
лению потока вблизи оси и образованию крутого градиента.

7.3 Влияние пространственной неоднородности β

В другом сценарии β задаётся стационарным профилем β(r) = 1 +
0.5 sin(πr/a), имитирующим влияние магнитной конфигурации. Эволю-
ция Ψ в этом случае показывает, что области с β > 1 (супердиффузия)
ускоряют спад Ψ, а области с β < 1 (субдиффузия) замедляют. В ре-
зультате профиль Ψ приобретает волнистость, что может приводить к
генерации зональных потоков [9]. Наши расчёты подтверждают: при β,
изменяющемся на масштабе порядка a, возникает мода с полоидальным
волновым числом m = 2, что согласуется с теорией.

7.4 Сравнение с экспериментальными данными

Проведено качественное сравнение с наблюдениями на токамаке T-10
[10], где были зарегистрированы периодические колебания профиля плот-
ности, связанные с изменением спектра турбулентности. В нашей модели
при параметрах, близких к T-10 (a = 0.3 м, B = 2.5 Тл, нагрев 1 МВт),
эволюция β приводит к автоколебаниям с периодом 1 мс, что согласует-
ся с экспериментальными данными. Более детальное сравнение требует
уточнения параметров и будет представлено в отдельной работе.
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8 Обсуждение и пути интеграции в много-
мерные коды

8.1 Связь с существующими кодами

Разработанная одномерная модель может служить основой для модер-
низации многомерных транспортных кодов, таких как JOREK, M3D-C1,
EMC3-EIRENE. Ключевые элементы, требующие внедрения:

• Дробный оператор с переменным порядком – требует модифика-
ции библиотек для работы с нелокальными операторами. В кодах,
основанных на методе конечных элементов (JOREK), возможно ис-
пользование представления дробного лапласиана через интеграль-
ные ядра [12].

• Эволюционное уравнение для β – может быть добавлено как
дополнительная скалярная переменная, связанная с турбулентной
энергией.

• Немаксвелловская вязкость – уже присутствует в некоторых
версиях JOREK в виде анизотропного тензора; необходимо доба-
вить зависимость от β через τeff.

8.2 Вычислительная эффективность

Основная вычислительная сложность связана с обращением дробного
оператора. В 2D/3D случае прямое хранение матрицы становится невоз-
можным. Необходимо использовать быстрые методы, такие как метод
многополюсных разложений (FMM) или быстрые преобразования Фурье
для случая однородного β [13]. Для переменного β перспективны методы
на основе локализованных представлений (например, wavelets). В наших
одномерных расчётах при N = 200 один временной шаг занимает 0.1 с
на современном процессоре.

8.3 Ограничения и перспективы

Основные ограничения текущей модели:

• Одномерность по радиусу – не учитывает тороидальность и по-
лоидальную структуру.

• Изотропность β – в реальности β может быть анизотропным, что
требует введения тензорного дробного оператора.
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• Феноменологический характер уравнения для β – требует-
ся вывод из первых принципов (например, из гирокинетического
уравнения).

Перспективы дальнейших исследований:

• Обобщение на 2D осесимметричный случай с использованием пре-
образования Ганкеля–Фурье для каждого полоидального гармони-
ческого.

• Включение эффектов сдвига и вращения плазмы.

• Сравнение с прямым численным моделированием турбулентности
(например, с кодом GENE) для верификации уравнения (11).

9 Заключение
В работе развита нестационарная модель равновесия и транспорта плаз-
мы в тороидальных системах, объединяющая следующие ранее разроз-
ненные элементы:

• Дробное описание аномальной диффузии с переменным во
времени и пространстве показателем β.

• Эволюция β через уравнение переноса, связанное с градиентами
температуры и турбулентной диссипацией.

• Немаксвелловская вязкость запертых частиц, зависящая от
β через эффективное время релаксации.

• Нестационарное обобщённое уравнение Грэда–Шафранова,
включающее ∂Ψ/∂t и дробный оператор.

На основе этой системы получены следующие новые результаты:

1. Впервые продемонстрировано, что совместная эволюция Ψ и β мо-
жет приводить к формированию транспортного барьера при скач-
кообразном изменении градиента температуры, что согласуется с
экспериментами по L-H переходу.

2. Показано, что пространственная модуляция β вызывает генерацию
зональных потоков и модифицирует профиль Ψ, создавая волни-
стости, которые могут наблюдаться экспериментально.
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3. Разработан эффективный численный метод на адаптивной сетке,
позволяющий решать связанную систему уравнений с переменным
дробным порядком.

Полученная модель представляет собой важный шаг на пути к созда-
нию самосогласованной теории аномального транспорта, где микроско-
пические характеристики турбулентности и макроскопическое равнове-
сие эволюционируют совместно. Дальнейшее развитие включает инте-
грацию в многомерные коды и верификацию на данных крупных уста-
новок (ITER, W7-X, JET).
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