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Аннотация

Построена единая модель равновесия и динамики плазмы в токамаках и стелла-
раторах, объединяющая двухжидкостную электромагнитную гидродинамику (ЭМ-
ГД), немаксвелловскую вязкость запертых частиц, аномальную диффузию, опи-
сываемую дробным оператором Грэда–Шафранова ∆∗β , и теорию стохастичности
магнитного поля. Магнитные числа Вебера Wem и Бонда Bom вводятся как есте-
ственные безразмерные параметры подобия. Показатель дробности β выражается
через параметр стохастичности отображения Чирикова, зависящий от отношения
ионной инерционной длины di к ширине резонанса Lres. Получены обобщённое
стационарное уравнение Грэда–Шафранова, уравнение эволюции магнитного по-
тока, а также уравнение осциллятора Даффинга для эволюции ширины магнитно-
го острова, допускающее хаотические режимы. Приведены численные оценки для
стелларатора W7-X и реактора ITER.

1 Введение
Классическое уравнение Грэда–Шафранова [1,2] является фундаментальным для опи-
сания равновесия плазмы в осесимметричных тороидальных системах. Оно выведено в
рамках одно-жидкостной идеальной магнитной гидродинамики (МГД) и не учитывает:

• раздельное движение ионов и электронов (холловский эффект, инерцию электро-
нов) [3];

• немаксвелловские функции распределения (анизотропию температур, быстрые
частицы) [4];

• аномальную диффузию, обусловленную турбулентностью и стохастизацией маг-
нитного поля [5,6];

• кинетические эффекты запертых частиц, которые в стеллараторах могут состав-
лять до 30–50% популяции [7,8].

В последние десятилетия экспериментальные наблюдения на токамаках (TFTR,
JET, DIII-D, TCV) и стеллараторах (W7-X, LHD) выявили ряд закономерностей, кото-
рые не находят объяснения в рамках классической МГД:
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• Парадокс пинчевания частиц: плотность плазмы имеет максимум в центре,
хотя источник частиц находится на периферии [9,10];

• Канонические (устойчивые) профили: независимо от способа нагрева про-
фили плотности, давления и температуры демонстрируют удивительное единооб-
разие [11,12];

• Подавление транспорта при отрицательном магнитном шире: если фак-
тор безопасности q(r) убывает с радиусом, турбулентный транспорт резко падает
[13,14];

• H-мода: при достижении определённой мощности нагрева плазма переходит в
режим с улучшенным удержанием, характеризующийся транспортным барьером
на периферии [15].

Объяснение этих явлений было предложено в рамках теории турбулентных
равнораспределений (Turbulent Equipartition, TEP), развитой в работах В.В.
Янькова [16–19], М.Б. Исиченко [20–22], а также в более ранних работах Кадомцева и
Погуце [23], Берка и Галеева [24], Галеева, Сагдеева и Вонга [25]. Основная идея TEP
заключается в сохранении лагранжевых инвариантов (вмороженности) и релаксации
к состоянию, в котором эти инварианты распределены равномерно, что приводит к
пространственно-неоднородным профилям, определяемым геометрией магнитного по-
ля.

Настоящая работа ставит целью построить единую математическую мо-
дель, объединяющую:

• двухжидкостную электромагнитную гидродинамику (ЭМГД) с холловским чле-
ном и инерцией электронов;

• немаксвелловскую вязкость запертых частиц, выведенную вариационным мето-
дом;

• аномальную диффузию, описываемую дробным оператором Грэда–Шафранова
∆∗β;

• отображение Пуанкаре для магнитных силовых линий и критерий стохастичности
Чирикова;

• магнитные числа Вебера Wem и Бонда Bom как естественные безразмерные па-
раметры подобия.

Показатель дробности β при этом не постулируется, а вычисляется через параметр
стохастичности K, который, в свою очередь, выражается через Wem и Bom. Модель
является замкнутой и предсказательной.

2 Двухжидкостная электромагнитная гидродинамика
Двухжидкостная ЭМГД описывает полностью ионизованную квазинейтральную плаз-
му [3,26]:

mini
dvi

dt
= eni(E+ vi ×B)−∇pi +Rie,

mene
dve

dt
= −ene(E+ ve ×B)−∇pe −Rie,

(1)
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где d
dt

= ∂
∂t
+ v · ∇, Rie – сила трения. В стационарном осесимметричном случае

(∂t = 0, ∂ϕ = 0) вводится полоидальный магнитный поток Ψ:

B =
1

R
∇Ψ× eϕ +

F (Ψ)

R
eϕ, ∇ ·B = 0. (2)

Электроны и ионы в замагниченной плазме делятся на два класса: пролётные
(passing) и запертые (trapped) [23]. Запертые частицы совершают банановые орби-
ты, не обходя весь тороид, и их доля в стеллараторах может достигать 30–50%, внося
основной вклад в аномальный поперечный транспорт [27].

3 Магнитные числа Вебера и Бонда: определение и
физический смысл

При обезразмеривании (1) используем глобальный масштаб длины L = a (радиус
плазмы) и характерную скорость потока V (например, скорость тороидального вра-
щения) [28]. В уравнении движения ионов появляются два независимых безразмерных
параметра:

Wem =
ρV 2L

σm(δ/L)
=
ρV 2L2µ0

B2δ
, Bom =

|∇p|L2

σm(δ/L)
=

|∇p|L3µ0

B2δ
, (3)

где ρ = mini, σm = B2/(2µ0) – магнитное натяжение, δ – толщина токового слоя.
Физический смысл:

• Wem – отношение инерционных сил (вращения плазмы) к магнитному натяжению.
В L-моде вращение мало, Wem ≪ 1, турбулентность сильна; в H-моде полоидаль-
ное вращение возрастает, и при Wem ≳ 1 турбулентность подавляется [17,18].

• Bom – отношение силы градиента давления к магнитному натяжению. Согласно
TEP, именно градиент давления определяет пикированность профилей: n ∝ 1/q,
p ∝ 1/q3 [16,19].

4 Связь чисел Вебера и Бонда с другими критериями
подобия

Числа Wem и Bom связаны с классическими безразмерными параметрами плазмы:

• Число Лундквиста S = τR/τA. В коллизионном режиме амплитуда возмущения
ε ∼ S−1/3. Поскольку ε = Cdi/Lres, имеем S−1/3 ∼ di/Lres.

• Плазменная бета βp = 2µ0⟨p⟩/B2
p . Подставляя |∇p| ∼ βpB

2/(2µ0L) в Bom, полу-
чаем Bom ∼ βp(L

2/δ).

• Число Хартмана Ha = BL
√
σ/µ и магнитное число Рейнольдса Rem =

µ0σV L. Отсюда Wem ∼ Re2m/Ha
2.

• Банановое число Рейнольдса Reb = miniV L/ηeff. Неоклассическая вязкость

ηeff ∼ niTiτb/ϵ
3/2
i [29,30]. Тогда Reb ∼ Wem

Bom
L
δ

ϵ
3/2
i

τbV
.
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5 Выбор масштабов: ширина резонанса и толщина то-
кового слоя

Глобальный масштаб L = a (радиус плазмы) определяет градиенты равновесных
величин. Для стохастичности силовых линий существенен резонансный масштаб
[23,31]:

Lres =
1

|ι′(ψr)|
. (4)

В стеллараторах и токамаках типичные значения ι′ ∼ 10 м−1, поэтому Lres ∼
0.1 м. Толщина токового слоя δ в бесстолкновительной плазме принимается равной
ионному ларморовскому радиусу [32]:

δ = ρi =

√
2miTi
eB

. (5)

Этот выбор обоснован тем, что на масштабах меньше ρi ионная динамика стано-
вится немаксвелловской, а диссипация определяется ларморовским вращением. В ра-
ботах [18,33] показано, что толщина транспортного барьера в H-моде также порядка
ρi.

6 Дисперсионное соотношение двухжидкостной тиринг-
моды и вывод ε ∼ di/Lres

Для плоского токового слоя B = B0 tanh(x/Lres)ey линеаризация (1) с учётом холлов-
ского члена даёт дисперсионное соотношение [34–36]:

γ2 = k2V 2
A

1 + k2d2i
1 + k2ρ2s

· k2δ2

1 + k2δ2
, (6)

где γ – инкремент, k – волновое число, VA = B/
√
µ0ρ – альфвеновская скорость,

di = c/ωpi – ионная инерционная длина, ρs =
√
miTe/(eB) – ионный звуковой ларморов-

ский радиус, δ – толщина резистивного слоя. В высокотемпературной плазме (Ti ≫ Te)
и для длинноволновых мод (kρs ≪ 1) при kdi ≫ 1 соотношение (6) упрощается:

γ ≈ kVA
di
Lres

, ε =
γ

ωA

≈ kdi, (7)

где ωA = VA/Lres. Для основной гармоники (k ∼ 1/Lres) получаем:

ε = C
di
Lres

, C ≈ 1 . (8)

Константа C может быть вычислена для модельного токового слоя: подставляя
k = 1/Lres в (7), получаем ε = di/Lres, т.е. C = 1. В первом приближении полагаем
C = 1.

7 Отображение Пуанкаре и параметр стохастичности
Чирикова

При наличии резонансного магнитного возмущения сечение Пуанкаре даёт стандартное
отображение Чирикова–Тейлора [37]:

4



xn+1 = xn + ε sin(2πθn),

θn+1 = θn + 2πxn+1 (mod 1),
(9)

где x = (ψ − ψr)/ι
′, ε = δB/B. Параметр стохастичности (критерий Чирикова):

K = (2π)2ε. (10)

Стохастический слой возникает при K > Kc, где Kc ≈ 0.9716 – универсальная
константа [37,38]. Подставляя (8) в (10), получаем:

K = (2π)2C
di
Lres

. (11)

8 Показатель дробной диффузии β через параметр
стохастичности

Для отображения (9) показатель аномальности β в законе ⟨∆x2⟩ ∼ nβ аппроксимиру-
ется функцией, удовлетворяющей β(Kc) = 0 и β(∞) = 1 [39,40]:

β(K) = max

(
0, 1− Kc

K

)
, K > Kc. (12)

При K ≤ Kc β = 0 (регулярное поле). Подставляя (11), имеем:

β = max

(
0, 1− Kc

(2π)2C(di/Lres)

)
. (13)

8.1 Расширение на случай супердиффузии (β > 1)

В ряде экспериментальных ситуаций (например, вблизи границы плазмы или в режи-
мах слабой стохастичности) наблюдается супердиффузия, характеризуемая показате-
лем β > 1 [1,7]. Для её описания можно использовать обобщённую аппроксимацию,
предложенную в [40] для стандартного отображения:

βsup(K) = 1 +
K −Kc

Kc

exp

(
− K

K0

)
, K > Kc, (12b)

где K0 – калибровочная константа, определяющая масштаб затухания супердиф-
фузии. При K → Kc βsup → 1, при K → ∞ βsup → 1. Максимальное значение дости-
гается при K ≈ 2Kc и может превышать 1,5. В настоящей работе основное внимание
уделяется субдиффузионным режимам, для которых β ≤ 1. Вопрос о применимости
супердиффузионной ветви рассматривается отдельно.

9 Неоклассическая вязкость запертых частиц и немакс-
велловские эффекты

Для запертых ионов в банановом режиме (νi ≪ ωb) эффективный коэффициент вязко-
сти [29,30,41]:
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η∥ =
8

15
√
π
niT∥τbG(ϵi)

(
1 +

T∥
T⊥

)
, η× =

4

15
√
π
niT∥τb

3⟨(h · ∇ψ)2⟩
⟨|∇ψ|2⟩

(
1 +

2

3

T∥
T⊥

)
, (14)

где τb = ω−1
b – баунс-время, G(ϵi) – геометрический фактор. Влияние немакс-

велловских распределений (анизотропия, быстрые ионы) может быть учтено [42]. Для
двухкомпонентного распределения в линейном приближении:

η∥ ≈ η
(0)
∥

[
1 + ffast

(
τfastTfast

τthTth
− 1

)]
. (15)

10 Обобщённое стационарное уравнение Грэда–Шафранова
Дробный оператор ∆∗β определяется через преобразование Ганкеля–Фурье [43]:

∆∗βΨ =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(λ2 + k2z)

βΨ̂(λ, kz)J1(λR)e
ikzzλdλdkz. (16)

При β = 1 это классический ∆∗. Обобщённое равновесие с учётом двухжидкост-
ных эффектов, немаксвелловской вязкости и дробной диффузии имеет вид [44,45]:

∆∗βΨ = −µ0R
2dpeff

dΨ
− F

dF

dΨ
+
di
R
∇·

(
R2∇F

R

)
+Rnm(β) . (17)

Здесь peff(Ψ) – эффективное давление; Rnm(β) – немаксвелловский вклад от за-
пертых частиц [46,47]:

Rnm(β) =
d

dΨ

[
η∥(β)A∥(Ψ) + η×(β)A×(Ψ)

]
, (18)

причём η∥,×(β) зависят от β через эффективное время релаксации τeff = τb/(1 +
Λ−(β+1)) [48].

11 Динамика ширины магнитного острова: модифи-
цированное уравнение Ратерфорда и осциллятор
Даффинга

Эволюция ширины магнитного острова w(t) (нормированной на Lres) описывается мо-
дифицированным уравнением Ратерфорда [49,50]:

τR
dw

dt
= ∆′(w) + ∆′

neo(w) + ∆′
ext(K), (19)

где τR = µ0a
2/η – резистивное время, ∆′(w) = ∆′

0 −∆′′
0w

2, ∆′
neo зависит от Bom,

∆′
ext зависит от K (т.е. от di/Lres). При учёте инерции электронов в двухжидкостной

модели возникает член τ 2R
d2w
dt2

[51]. Приводя к безразмерному виду, получаем:

τ 2R
d2w

dt2
+ τR

dw

dt
+ α′w + γ′w3 = f ′ cos(Ωt),

где α′ = −∆′
0, γ′ = −∆′′

0, f ′ = ∆′
ext. Разделив на τ 2R, получаем классическое

уравнение осциллятора Даффинга [52]:
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d2w

dt2
+ δ

dw

dt
+ αw + γw3 = f cos(Ωt) . (20)

Коэффициенты:

δ =
1

τR
, α = −∆′

0

τ 2R
, γ = −∆′′

0

τ 2R
, f =

∆′
ext

τ 2R
. (21)

Для замыкания необходимо выразить ∆′
0,∆

′′
0,∆

′
ext через безразмерные параметры

Wem, Bom и di/Lres. Из классической теории тиринг-моды и с учётом (3) имеем [Glasser,
Greene, Johnson, 1975; Waelbroeck, 1998; Chirikov, 1979]:

∆′
0Lres = α̃Wem + γ̃Bom, ∆′′

0L
3
res =

δ̃

Wem
, ∆′

extLres = η(2π)2C
di
Lres

. (22)

Отсюда:

∆′
0 =

α̃Wem + γ̃Bom
Lres

, ∆′′
0 =

δ̃

WemL3
res
, ∆′

ext = η(2π)2C
di
L2

res
.

Подставляя в (21), получаем окончательные выражения коэффициентов осцил-
лятора Даффинга:

α = − α̃Wem + γ̃Bom
τ 2RLres

,

γ = − δ̃

τ 2RWemL3
res
,

δ =
1

τR
,

f =
η(2π)2C

τ 2R

di
L2

res
.

(23)

Все коэффициенты имеют правильные размерности: [δ] = T−1, [α] = [γ] = [f ] =
T−2.

12 Уравнение эволюции магнитного потока
Из закона Ома с инерцией электронов [53]:

E+ v ×B = ηj+
me

ne2
∂j

∂t
+

1

ne
(j×B−∇ · π̂e), (24)

после усреднения по магнитной поверхности и использования ∂Ψ/∂t = −
∮
E · dl

получается классическое эволюционное уравнение [54]. Вывод этого уравнения выпол-
няется следующим образом [Jardin, 1983; Freidberg, 2007]. В осесимметричной геометрии
Ψ = RAϕ. Закон Фарадея даёт:

∂Ψ

∂t
= −

∮
E · dl, (25a)
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где контур охватывает магнитную поверхность. Используя (24) и пренебрегая
инерционным членом me

ne2
∂j
∂t

(малый параметр), а также полагая v = vi ≈ ve (квазиней-
тральность), получаем:

∂Ψ

∂t
=

η

µ0

∆∗Ψ+
1

ne

∮
(j×B−∇ · π̂e) · dl. (25b)

Второй член описывает немаксвелловские эффекты (вязкость электронов). Для
учёта аномальной диффузии, вызванной стохастизацией силовых линий, вводим фено-
менологическую замену ∆∗ → ∆∗β и полагаем D(β) = D0β, где D0 = η/µ0 [6,55]. Таким
образом, уравнение эволюции магнитного потока принимает вид:

∂Ψ

∂t
= D(β)∆∗βΨ+ S

(
Ψ, p, F,

di
Lres

,Rnm(β)
)
, (26)

где S включает источники (нагрев, инжекцию). Уравнение (26) обобщает клас-
сическую резистивную диффузию на случай аномального переноса.

13 Численная оценка для стелларатора W7-X и для
ITER

Используем экспериментальные параметры W7-X [56,57]:

Параметр Значение
Плотность ni 1020 м−3

Температура ионов Ti 2 кэВ (3.2 · 10−16 Дж)
Магнитное поле B 2.5 Тл
Радиус плазмы a 0.5 м

Скорость вращения V 104 м/с
Ионный ларморовский радиус ρi 0.01 м
Ионная инерционная длина di 0.032 м

Ширина резонанса Lres = 1/|ι′| (примем ι′ ≈ 10 м−1 [56]) 0.1 м

Глобальные числа (масштаб L = a = 0.5 м):

ρ = mini = 3.34 · 10−27 · 1020 = 3.34 · 10−7 кг/м3,

Wem =
ρV 2L2µ0

B2δ
=

3.34 · 10−7 · 108 · 0.25 · 4π · 10−7

6.25 · 0.01
= 1.68× 10−4,

|∇p| ≈ niTi
a

=
1020 · 3.2 · 10−16

0.5
= 6.4 · 104 Па/м,

Bom =
|∇p|L3µ0

B2δ
=

6.4 · 104 · 0.125 · 4π · 10−7

6.25 · 0.01
= 0.161.

Параметр стохастичности (резонансный масштаб):

di/Lres = 0.032/0.1 = 0.32, K = (2π)2 · 0.32 = 39.478 · 0.32 = 12.63,

β = 1− Kc

K
= 1− 0.9716

12.63
= 0.923.
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Результат для W7-X: β ≈ 0.92 – аномальная диффузия, близкая к нормальной
(слабый уровень аномальности).

Для сравнения приведём оценки для международного термоядерного реактора
ITER [Aymar et al., 2002]. Параметры ITER: ni = 1020 м−3, Ti = 10 кэВ (1.6 · 10−15 Дж),
B = 5.3 Тл, a = 6 м, скорость вращения V = 104 м/с. Вычисляем:

ρ = mini = 3.34 · 10−7 кг/м3,

ρi =
√

2miTi/(eB) =
√
2 · 3.34 · 10−27 · 1.6 · 10−15/(1.6 · 10−19 · 5.3) ≈ 0.0039 м,

di = c/ωpi. Для ITER плотность та же, поэтому di ≈ 0.032 м,

Lres = 1/|ι′|. Для ITER типичное значение ι′ ≈ 1 м−1, Lres ≈ 1 м,

di/Lres = 0.032, K = (2π)2 · 0.032 = 1.263, β = 1− 0.9716/1.263 = 0.231.

Результат для ITER: β ≈ 0.23 – существенно аномальная диффузия (зна-
чительное отклонение от нормальной). Это качественно согласуется с ожидаемым ре-
жимом удержания в ITER, где планируется более жёсткое магнитное поле и больший
радиус плазмы.

14 Заключение
Представленная модель объединяет:

1. Двухжидкостное дисперсионное соотношение (6), из которого выведена связь ε =
Cdi/Lres (8).

2. Корректное определение чисел Вебера и Бонда (3) через глобальный масштаб
L = a и характерную скорость потока V .

3. Связь Wem, Bom с другими критериями подобия (раздел 4).

4. Выбор масштабов – резонансного Lres = 1/|ι′| для стохастичности и глобального
L = a для равновесных чисел.

5. Показатель дробности β вычисляется через параметр стохастичности K (13) и не
является подгоночным.

6. Обобщённое стационарное уравнение Грэда–Шафранова (17) с дробным лапласи-
аном, двухжидкостными членами и немаксвелловской вязкостью.

7. Уравнение эволюции магнитного потока (26) – феноменологическое обобщение
для аномальной диффузии, согласованное с теорией аномальных переносов.

8. Динамику острова – осциллятор Даффинга (20) с коэффициентами (23), выра-
женными через Wem, Bom, di/Lres и имеющими правильную размерность.

9. Численные оценки для W7-X (β ≈ 0.92) и для ITER (β ≈ 0.23).

Модель содержит минимальное число калибруемых параметров: α̃, γ̃, δ̃, η, C ≈
1, K0 (для супердиффузии). Все эти константы порядка единицы и могут быть опреде-
лены из одного эксперимента, после чего модель становится полностью предсказатель-
ной. Возможное расширение на случай супердиффузии (β > 1) требует дополнительной
калибровки константы K0. В текущем виде модель готова к численной реализации и
сравнению с экспериментальными данными.
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